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THÉORIE  ANALYTIQUE 

DES  PROBABILITÉS. 

INTRODUCTION. 

J e  vais  présenter  dans  cette  Introduction,  les  principes  du  calcul 
des  probabilités,  et  les  résultats  généraux  auxquels  je  suis  parvenu 
dans  cet  ouvrage,  en  les  appliquant  aux  questions  les*  plus  impor- 
tantes de  la  vie,  qui  ne  sont  en  effet,  pour  la  plupart,  que  des  pro- 
blèmes de  probabilité.  On  peut  même  dire,  à  parler  en  rigueur, 
que  presque  toutes  nos  connaissances  ne  sont  que  probables;  et 
dans  le  petit  nombre  des  choses  que  nous  pouvons  savoir  avec 
certitude,  dans  les  sciences  mathématiques  elles-mêmes,  les  moyens 
de  parvenir  à  la  vérité,  sont  fondés  sur  les  probabilités;  ensorte 
que  le  système  entier  des  connaissances  humaines  se  rattache  à  la 
théorie  exposée  dans  cet  ouvrage.  On  verra  sans  doute  avec  inté- 
rêt, qu'en  ne  considérant  même  dans  les  principes  éternels  de  la 
raison,  de  la  justice  et  de  l'humanité,  que  les  chances  heureuses 
qui  leur  sont  constamment  attachées;  il  y  a  un  grand  avantage  à 
suivre  ces  principes,  et  de  graves  inconvéniens  à  s'en  écarter  ;  leurs 
chances,  comme  celles  qui  sont  favorables  aux  loteries,  finissant 
toujours  par  prévaloir  au  milieu  des  oscillations  du  hasard.  Je  désire 
que  les  réflexions  répandues  dans  cette  Introduction ,  puissent  mé- 
riter l'attention  des  philosophes,  et  la  diriger  vers  un  objet  si  digne 
de  les  occuper. 
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De  la  Probabilité. 

Tous  les  eVénemens,  ceux  même  qui  par  leur  petitesse,  semblent 
ne  pas  tenir  aux  grandes  lois  de  la  nature,  en  sont  une  suite  aussi 
nécessaire  que  les  révolutions  du  soleiL  Dans  l'ignorance  des  liens 
qui  les  unissent  au,  système  entier  de  Funivera,  on  les  a  fait  dé- 
pendre des  causes  finales,  ou  du  hasard,  suivant  qu'ils  arrivaient 
et  se  succédaient  avec  régularité ,  ou  sans  ordre  apparent  ;  mais 
ces  causes  imaginaires  ont  été  successivement  reculées  avec  les 
bornes  de  nos  connaissances,  et  disparaissent  entièrement  devant 
la  saine  philosophie  qui  ne  voit  en  elles ,  que  l'expression  de  l'igno- 
rance où  nous  sommes  des  véritables  causes. 

Les  événemens  actuels  ont  avec  les  précédens,  une  liaison  fondée 
sur  le  principe  évident,  qu'une  chose  ne  peut  pas  commencer  d'être, 
sans  une  cause  qui  la  produise.  Cet  axiome  connu  sous  le  nom 
de  principe  de  la  raison  suffisante,  s'étend  aux  actions  même 
les  plus  indifférentes.  La  volonté  la  plus  libre  ne  peut  sans  un  motif 
déterminant,  leur  donner  naissance;  car  si  toutes  les  circonstances 
de  deux  positions  étant  exactement  les  mêmes,  elle  agissait  dans 
Tune  et  s'abstenait  d'agir  dans  l'autre,  son  choix  serait  un  effet 
sans  cause  :  elle  serait  alors,  dit  Leibnitz,  le  hasard  aveugle  des 
épicuriens.  L'opinion  contraire  est  une  illusion  de  l'esprit  qui 
perdant  de  vue ,  les  raisons  fugitives  du  choix  de  la  volonté  dans 
les  choses  indifférentes,  se  persuade  qu'elle  s'est  déterminée  d'elle- 
même  et  sans  motifs. 

Nous  devons  donc  envisager  l'état  présent  de  l'univers ,  comme 
l'effet  de  son  état  antérieur,  et  comme  la  cause  de  celui  qui  va 
suivre.  Une  intelligence  qui  pour  un  instant  donné,  connaîtrait 
toutes  les  forces  dont  la  nature  est  animée ,  et  la  situation  respec- 
tive des  êtres  qui  la  composent,  si  d'ailleurs  elle  était  assez  vaste 
pour  soumettre  ces  données  à  l'analyse,  embrasserait  dans  la  même 
formule,  les  mouvemens  des  plus  grands  corps  de  l'univers  et  ceux 
du  plus  léger  atome  :  rien  ne  serait  incertain  pour  elle,  et  l'avenir 
comme  le  passé,  serait  présent  à  ses  yeux.  L'esprit  humain  offre 
dans  la  perfection  qu'il  a  su  donner  à  l'astronomie ,  une  feible  esquisse 
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de  cette  intelligence.  Ses  découverte*  en  mécanique  et  en  géométrie, 
jointes  à  celle  de  la  pesanteur  universelle,  l'ont  mis  à  portée  de 
comprendre  dans  les  mêmes  expressions  analytiques,  les  états 
passés  et  futurs  du  système  du  monde.  En  appliquant  la  même 
méthode  à  quelques  autres  objets  de  ses  connaissances,  il  est  par- 
venu à  ramener  à  des  lois  générales ,  les  phénomènes  observés , 
et  à  prévoir  ceux  que  des  circonstances  données  doivent  faire  éclore. 
Tous  ses  efforts  dans  la  recherche  de  la  vérité ,  tendent  à  le  rap- 
procher sans  cesse  de  l'intelligence  que  nous  venons  de  concevoir, 
mais  dont  il  restera  toujours  infiniment  éloigné.  Cette  tendance 
propre  à  l'espèce  humaine,  est  ce  qui  la  rend  supérieure  aux  ani- 
maux; et  ses  progrès  en  ce  genre,  distinguent  les  nations  et  les 
siècles ,  et  fondent  leur  véritable  gloire. 

Happe  Ions- nous  qu'autrefois  et  à  nne  époque  qui  n'est  pas  encore 
bien  reculée,  une  phiie  ou  une  sécheresse  extrême,  une  comète 
traînant  après  elle  une  queue  fort  étendue,  les  éclipses,  les  aurores 
boréales  et  généralement  tous  les  phénomènes  extraordinairesétaient 
regardés  comme  autant  de  signes  de  la  colère  céleste.  On  invoquait 
le  ciel  pour  détourner  leur  funeste  influence.  On  ne  le  priait  point 
de  suspendre  le  cours  des  planètes  et  du  soleil  :  l'observation  eût 
bientôt  fait  sentir  l'inutilité  de  ces  prières.  Mais  parce  que  ces  phé- 
nomènes arrivant  et  disparaissant  à  de  longs  intervalles,  semblaient 
contrarier  l'ordre  de  la  nature  ;  on  supposait  que  le  ciel  les  faisait  naître 
et  les  modifiait  à  son  gré ,  pour  punir  les  crimes  de  la  terre.  Ainsi  la 
longue  queue  de  la  comète  de  i456  répandit  la  terreur  dans  l'Eu- 
rope ,  déjà  consternée  par  les  succès  rapides  des  Turcs  qui  venaient 
de  renverser  le  Bas-Empire;  et  le  pape  Callixte  ordonna  des  prières 
publiques  dans  lesquelles  on  conjurait  la  comète  et  les  Turcs.  Cet 
astre,  après  quatre  de  ses  révolutions,  a  excité  parmi  nous  un 
intérêt  bien  différent.  La  connaissance  des  lois  du  système  du 
monde,  acquise  dans  cet  intervalle,  avait  dissipé  les  craintes  en- 
fantées par  l'ignorance  des  vrais  rapports  de  l'homme  avec  l'uni- 
vers; et  Halley  ayant  reconnu  l'identité  de  la  comète ,  avec  celles 
des  années  i53i,  1607  et  168a,  il  annonça  son  prochain  retour 
pour  la  fin  de  1768  ou  le  commencement  de  1759.  Le  monde  savant 
attendit  avec  impatience,  ce  retour  qui  devait  confirmer  l'une  des 
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plus  grandes  découvertes  que  l'on  eût  faites  dans  les  sciences ,  et 
accomplir  la  prédiction  de  Sénéque ,  lorsqu'il  a  dit  es  parlant  de 
la  révolution  de  ces  astres  qui  descendent  d'une  énorme  distance  : 
«  Le  jour  viendra  que  par  une  étude  suivie  de  plusieurs  siècles, 
»  les  choses  actuellement  cachées  paraîtront  avec  évidence ,  et  la 
»  postérité  s'étonnera  que  des  vérités  si  claires  nous  aient  échappé.» 
Clairaut  entreprit  alors  de  soumettre  à  l'analyse ,  les  perturbations 
que  la  comète  avait  éprouvées  par  l'action  des  deux  plus  grosses 
planètes,  Jupiter  et  Saturne  :  après  d'immenses  calculs ,  il  fixa  son 
prochain  passage  au  périhélie,  vers  le  commencement  d'avril  1769, 
ce  que  l'observation  ne  tarda  pas  à  vérifier.  La  régularité  que  l'astro- 
nomie nous  mnntre  Han*  le  mouvement  des  comètes ,  a  lieu  sans 
aucun  doute,  dans  tous  les  phénomènes.  La  courbe  décrite  par 
une  simple  molécule  d'air  ou  de  vapeurs,  est  réglée  d'une  manière 
aussi  certaine ,  que  les  orbites  planétaires  :  il  n'y  a  de  différence 
entre  elles,  que  celle  qu'y  met  notre  ignorance. 

La  probabilité  est  relative  en  partie  à  cette  ignorance,  et  en 
partie  à  nos  connaissances.  Nous  savons  que  sur  trois  ou  un  plus 
grand  nombre  d'événemens ,  un  seul  doit  arriver  ;  mais  rien  ne 
porte  à  croire  que  l'un  d'eux  arrivera  plutôt  que  les  autres.  Bans 
cet  état  d'indécision ,  il  nous  est  impossible  de  prononcer  avec 
certitude  sur  leur  arrivée.  Il  est  cependant  probable  qu'un  de  ces 
événemens  pris  à  volonté ,  n'arrivera  pas  ;  parce  que  nous  voyons 
plusieurs  cas  également  possibles  qui  excluent  son  existence ,  tandis 
qu'un  seul  la  favorise. 

La  théorie  des  hasards  consiste  à  réduire  tous  les  événemens  du 
même  genre,  à  un  certain  nombre  de  cas  également  possibles,  c'est- 
à-dire,  tels  que  nous  soyons  également  indécis  sur  leur  existence;  et 
à  déterminer  le  nombre  des  cas  favorables  à  l'événement  dont  on 
cherche  la  probabilité.  Le  rapport  de  ce  nombre  à  celui  de  tous  les 
cas  possibles,  est  la  mesure  de  cette  probabilité  qui  n'est  ainsi  qu'une 
fraction  dont  le  numérateur  est  lo  nombre  des  cas  favorables,  et 
dont  le  dénominateur  est  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles. 

La  notion  précédente  de  la  probabilité  suppose  qu'en  faisant 
croître  dans  le  même  rapport ,  le  nombre  des  cas  favorables  >  et 
celui  de  tous  les  cas  possibles,  la  probabilité  reste  la  même.  Pour 
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*'en  Convaincre,  que  l'on  considère  deux  urnes  A  et  B ,  dont  la 
première  contienne  quatre  boules  blanches  et  deux  noires,  et 
dont  la  seconde  ne  renferme  que  deux  boules  blanches  et  une  noire. 
On  peut  imaginer  les  deux  boules  noires  de  la  première  urne , 
attachées  à  un  fil  qui  se  rompt  au  moment  où  l'on  saisit  l'une 
d'elles,  et  les  quatre  boules  blanches  formant  deux  systèmes  sem- 
blables. Toutes  les  chances  qui  feront  saisir  Tune  des  boules  du 
système  noir,  amèneront  une  boule  noire.  Si  l'on  conçoit  main- 
tenant que  les  fils  qui  unissent  les  boules ,  ne  se  rompent  point  j 
il  est  clair  que  le  nombre  des  chances  possibles  ne  changera  pas , 
non  plus  que  celui  des  chances  favorables  à  l'extraction  des  boules 
noires j  seulement,  on  tirera  de  l'urne,  deux  boules  à-la-fois;  la 
probabilité  d'extraire  une  boule  noire  de  l'urne ,  sera  donc  la  même 
qu'auparavant.  Mais  alors,  on  a  évidemment  le  cas  de  l'urne  B, 
avec  la  seule  différence,  que  les  trois  boules  de  cette  dernière  urne, 
sont  remplacées  par  trois  systèmes  de  deux  boules  invariablement 
unies.  Ici  les  cas  également  possibles  ne  sont  pas  les  extractions 
des  boules;  ce  sont  les  chances  qui  les  amènent  et  dont  la  somme 
supposée  la  même  pour  chaque  urne ,  est  répartie  sur  six  boules 
dans  la  première ,  et  sur  trois  dans  la  seconde. 

Quand  tous  les  cas  sont  favorables  à  un  événement,  sa  pro- 
babilité se  change  en  certitude,  et  son  expression  devient  égale  à 
l'unité.  Sous  ce  rapport,  la  certitude  et  la  probabilité  sont  com- 
parables, quoiqu'il  y  ait  une  différence  essentielle  entre  les  deux 
états  de  l'esprit,  lorsqu'une  vérité  lui  est  rigoureusement  démon- 
trée ,  ou  lorsqu'il  aperçoit  encore  une  petite  source  d'erreur. 

Dans  les  choses  qui  ne  sont  que  vraisemblables ,  la  différence 
des  données  que  chaque  homme  a  sur  elles,  est  une  des  causes 
principales  de  la  diversité  des  opinions  que  l'on  voit  régner  sur 
les  mêmes  objets.  Supposons,  par  exemple ,  que  l'on  ait  trois  urnes 
A,  B,  C,  dont  l'une  ne  contienne  que  des  boules  noires ,  tandis 
que  les  deux  autres  ne  renferment  que  des  boules  blanches.  On 
doit  tirer  une  boule  de  l'urne  C,  et  l'on  demande  la  probabilité  que 
cette  boule  sera  noire.  Si  l'on  ignore  quelle  est  celle  des  trois 
urnes,  qui  ne  renferme  que  des  boules  noires,  ensortc  que  l'on  n'ait 
aucune  raison  de  croire  qu'elle  est  plutôt  C,  que  B  ou  A  ;  ces 
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trois  hypothèses  paraîtront  également  possibles;  et  comme  une, 
boule  noire  ne  peut  être  extraite  que  dans  la  première ,  la  pro- 
babilité de  l'extraire  est  égale  à  un  tiers.  Si  Ton  sait  que  l'urne  A 
ne  contient  que  des  boules  blanches,  l'indécision  ne  porte  plus  alors 
que  sur  les  urnes  B  et  C,  et  la  probabilité  que  la  boule  extraite 
de  l'urne  C  sera  noire ,  est  un  demi.  Enfin  cette  probabilité  se  change 
eu  certitude,  si  l'on  est  assuré  que  les  urnes  A  et  B  ne  contiennent 
que  des  boules  blanches. 

C'est  ainsi  que  le  même  fait  récité  devant  une  nombreuse  assem- 
blée, obtient  divers  degrés  de  croyance,  suivant  l'étendue  des 
connaissances  des  auditeurs.  Si  l'homme  qui  le  rapporte ,  en  est 
intimement  persuadé,  «t  si  par  sou  état  et  son  caractère,  il  inspire 
une  grande  confiance;  son  récit,  quelqu'exu~aordinah*e  qu'il  soit, 
aura  par  rapport  aux  auditeurs  dépourvus  de  lumières,  le  même 
degré  de  vraisemblance,  qu'un  fait  ordinaire  rapporté  par  le  même 
homme ,  et  ils  lui  ajouteront  une  foi  entière.  Cependant  si  quel- 
qu'un d'eux  a  eu  occasion  d'entendre  le  même  fait  rejeté  par  d'autres 
hommes  également  respectables,  il  sera  dans  le  doute;  et  le  fait  sera 
jagé  faux,  par  les  auditeurs  éclairés  qui  le  trouveront  contraire  , 
soit  à  des  faits  bien  avérés ,  soit  aux  lois  immuables  de  la  nature. 

C'est  à  l'influence  de  l'opinion  de  ceux  que  la  multitude  juge  les 
plus  instruits,  et  à  qui  elle  a  coutume  de  donner  sa  confiance 
sur  les  plus  importans  objets  de  la  vie  ,  qu'est  due  la  propagation 
de  ces  erreurs  qui ,  dans  les  temps  d'ignorance ,  ont  couvert  la  face 
du  monde.  L'astrologie  nous  en  offre  un  grand  exemple.  Ces  erreurs 
inculquées  dès  l'enfance,  adoptées  sans  examen ^  et  n'ayant  pour 
base  que  la  croyance  universelle ,  se  sont  maintenues  pendant 
très -long -temps;  jusqu'à  ce  qu'enfin  le  progrès  des  sciences  les 
ait  détruites  dans  l'esprit  des  hommes  éclairés,  dont  ensuite  l'opi- 
nion les  a  fait  disparaître  chez  le  peuple  même,  par  le  pouvoir  de 
l'imitation  et  de  l'habitude,  qui  les  avait  si  généralement  répandues. 
Ce  pouvoir ,  le  plus  puissant  ressort  du  monde  moral ,  établit  et 
conserve  dans  toute  une  nation ,  des  idées  entièrement  contraires 
à  celles  qu'il  maintient  ailleurs  avec  le  même  empire.  Quelle  indul- 
gence ne  devons-nous  donc  pas  avoir  pour  les  opinions  différentes 
des  nôtres;  puisque  cette  différence  ne  dépend  souvent  que  des 
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•  points  de  vue  divers  où  les  circonstances  nous  ont  placés  !  Éclai- 
rons ceux  que  nous  ne  jugeons  pas  suffisamment  instruits  ;  mais 
auparavant,  examinons  sévèrement  nos  propres  opinions,  et  pesons 
avec  impartialité,  leurs  probabilités  respectives. 

La  différence  des  opinions  dépend  encore  de  la  manière  dont 
chacun  détermine  l'influence  des  données  qui  lui  sont  connues. 
La  théorie  des  probabilités  tient  à  des  considérations  si  délicates, 
qu'il  n'est  pas  surprenant  qu'avec  les  mêmes  données,  deux  per- 
sonnes trouvent  des  résultats  differens ,  surtout  dans  les  questions 
très  -  compliquées.  Exposons  ici  les  principes  généraux  de  cette 
théorie. 

Principes  généraux  du  Calcul  des  Probabilités. 

Le  premier  de  ces  principes  est  la  définition  même  de  la  pro- 1»  Principe, 
habilité  qui,  comme  on  Ta  vu,  est  le  rapport  du  nombre  des  cas 
fovorables  à  celui  de  tous  les  cas  possibles. 

Mais  cela  suppose  les  divers  cas ,  également  possibles.  S'ils  ne  u« 
le  sont  pas ,  on  déterminera  d'abord  leurs  possibilités  respectives 
dont  la  juste  appréciation  est  un -des  points  les  plus  délicats  de  la 
théorie  des  hasards.  Alors  la  probabilité, sera  la  somme  des  possi- 
bilités dejehaque cas  favorable.  Éclaircissons  ce  principe  par  un 
exemple. 

Supposons  que  Pon  projette  en  Pair,  une  pièce  large  et  très- 
mince  dont  les  deux  grandes  faces  opposées,  que  nous  nommerons 
croix  et  pile ,  soient  parfaitement  semblables.  Cherchons  la  pro- 
babilité d'amener  croix ,  une  fois  au  moins  en  deux  coups.  Il  est 
clair  qu'U  peut  arriver  quatre  cas  également  possibles,  savoir,  croix 
au  premier  et  au  second  coup  ;  croix  au  premier  coup  et  pile  au 
second  j  pile  au  premier  coup  et  croix  au  second  ;  enfin  pile  aux 
deux  coups.  Les  trois  premiers  cas  sont  favorables  à  l'événement 
dont  on  cherche  la  probabilité  qui,  par  conséquent,  est  égale  à  |  ; 
ensorte  qu'il  y  a  trois  contre  un  à  parier  que  croix  arrivera  au 
moins  une  fois  en  deux  coups. 

On  peut  ne  compter  à  ce  jeu,  que  trois  cas  différera,  savoir  , 
croix  au  premier  coup,  ce  qui  dispense  d'en  jouer  un  second; 
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pile  au  premier  coup  et  croix  au  second  ;  enfin  pile  au  premier 
et  au  second  coup.  Cela  réduirait  la  probabilité  à  f ,  si  l'on  consi- 
dérait avec  d'Alembert,  ces  trois  cas,  comme  étant  également 
possibles.  Mais  il  est  visible  que  la  probabilité  d'amener  croix  au 
premier  coup  est  ?,  tandis  que  celle  des  deux  autres  cas  est  ^.  Le 
premier  cas  est  un  événement  simple  qui  correspond  aux  deux 
événcmens  composés,  croix  au  premier  et  au  second  coup,  et 
croix  au  premier  coup,  pile  au  second.  Maintenant,  si  conformé- 
ment au  second  principe ,  on  ajoute  la  possibilité  £  de  croix  au 
premier  coup ,  à  la  possibilité  \  de  pile  arrivant  au  premier  coup 
et  croix  au  second  ;  on  aura  |  pour  la  probabilité  cherchée ,  ce  qui 
s'accorde  avec  ce  que  l'on  trouve  dans  la  supposition  où  l'on  joue 
les  deux  coups.  Cette  supposition  ne  change  rien  au  sort  de  celui 
qui  parie  pour  cet  événement  :  elle  sert  seulement  à  réduire  les 
divers  cas ,  à  des  cas  également  possibles. 

m*Prificipe.  Un  des  points  les  plus  importuns  de  la  Théorie  des  Probabilités, 
et  celui  qui  prête  le  plus  aux  illusions,  est  la  manière  dont  les 
probabilités  augmentent  ou  diminuent  par  leurs  combinaisons  mu- 
tuelles. Si  les  événemcns  sont  indépendans  les  uns  des  autres ,  la 
probabilité  de  l'existence  de  leur  ensemble,  est  le  produit  de  leurs 
probabilités  particulières.  Ainsi  la  probabilité  d'amener  un  as  avec 
lin  seul  dé,  étant  un  sixième)  celle  d'amener  deux  as  en  projetant 
deux  dés  à-la-fois,  est  un  trente -sixième.  En  effet,  chacune  des 
faces  de  l'un,  pouvant  se  combiner  avec  les  six  faces  de  l'autre  ; 
il  y  a  trente-six  cas  également  possibles ,  parmi  lesquels  un  seul 
donne  les  deux  as.  Généralement ,  la  probabilité  qu'un  événement 
Simple  et  dans  les  mêmes  circonstances ,  arrivera  de  suite ,  un 
nombre  donné  de  fois,  est  égale  à  la  probabilité  de  cet  événement 
simple ,  élevée  à  une  puissance  indiquée  par  ce  nombre.  Ainsi  les 
puissances  successives  d'une  fraction  moindre  que  l'unité,  dimi- 
nuant sans  cesse;  un  événement  qui  dépend  d'une  suite  de  pro- 
babilités fort  grandes,  peut  devenir  extrêmement  peu  vraisemblable. 
Supposons  qu'un  fait  qui  sans  être  extraordinaire,  n'a  aucune  pro- 
babilité par  lui-même,  nous  soit  transmis  par  vingt  témoins ,  de 
manière  que  le  premier  l'ait  transmis  au  second,  le  second  au 
troisième ,  et  ainsi  de  suite.  Supposons  encore  que  la  probabilité  de 
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chaque  témoignage  soit  égale  à  :  celle  du  fait  sera  moindre  qu'un 
huitième;  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  plus  de  sept  à  parier  contre  un, 
qu'il  est  faux.  On  ne  peut  mieux  comparer  cette  diminution  de  la 
probabilité,  qu'à  l'extinction  de  la  clarté  des  objets,  par  l'interposi- 
tion de  plusieurs  morceaux  de  verre;  un  nombre  de  morceaux 
peu  considérable* suffisant  pour  dérober  la  vue  d'un  objet  qu'un 
seul  morceau  laisse  apercevoir  d'une  manière  distincte.  Les  histo- 
riens ne  paraissent  pas  avoir  fait  assez  d'attention  à  cette  dégradation 
de  la  probabilité  des  faits,  lorsqu'ils  sont  vus  à  travers  un  grand 
nombre  de  générations  successives:  plusieurs  événemens  historiques, 
réputés  certains,  seraient  au  moins  douteux,  si  on  les  soumettait 
.  à  cette  épreuve. 

Dans  les  sciences  purement  mathématiques ,  les  conséquences 
les  plus  éloignées  participent  de  la  certitude  du  principe  dont  elles 
dérivent.  Dans  les  applications  de  l'analyse  à  la  physique,  les  con- 
séquences ont  toute  la  certitude  des  faits  ou  des  expériences.  Mais 
dans  les  sciences  morales ,  où  chaque  conséquence  n'est  déduite  de 
ce  qui  la  précède ,  que  d'une  manière  vraisemblable  ;  quelque  pro- 
bables que  soient  ces  déductions,  la  chance  de  l'erreur  croît  avec 
leur  nombre ,  et  finit  par  surpasser  la  chance  de  la  vérité ,  dans 
les  conséquences  très-éloignées  du  principe. 

|  Quand  deux  événemens  dépendent  Tun  de  l'autre  ;  la  probabilité  rvprioope'. 
jde  l'événement  composé  est  le  produit  de  la  probabilité  du  premier 
événement,  par  la  probabilité  que  cet  événement  étant  arrivé, 
l'autre  aura  lieu.  Ainsi ,  dans  le  cas  précédent  de  trois  urnes  A , 
B ,  C ,  dont  deux  ne  contiennent  que  des  boules  blanches ,  et  dont 
une  ne  renferme  que  des  boules  noires  ;  la  probabilité  de  tirer  une 
boule  blanche  de  l'urne  C  est  f  ;  puisque  sur  trois  urnes,  deux  ne 
contiennent  que  des  boules  de  cette  couleur.  Mais  lorsqu'on  a 
extrait  une  boule  blanche ,  de  l'urne  C  ;  l'indécision  relative  à  celle 
des  urnes  qui  ne  renferme  que  des  boules  noires, ne  portant  plus 
que  sur  les  urnes  A  et  B;  la  probabilité  d'extraire  une  boule 
blanche ,  de  l'urne  B  est  i;  le  produit  de  f  par  i,  ou  }  est  donc  la 
probabilité  d'extraire  à-la-fois  des  urnes  B  et  C,  deux  boules 
blanches. 

On  voit  par  cet  exe-ple,  l'influence  des  événemens  passés  sur 
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la  probabiM  des  événemens  futurs.  Car  la  probabilité  d'extraire 
une  boule  blanche ,  de  l'urne  B ,  qui  primitivement  est  f ,  se  réduit 
à  7,  lorsqu'on  a  extrait  une  boule  blanche ,  de  l'urne  C  :  elle  se 
changerait  en  certitude,  si  l'on  avait  extrait  une  boule  noire,  de 
la  même  urne.  On  déterminera  cette  influence ,  au  moyen  du  prin- 
cipe suivant j  qui  est  un  corollaire  du  précédent! 

V'Pnucip*.  Si  l'on  calcule  à  priori,  la  probabilité  de  l'événement  arrivé, 
et  la  probabilité  d'un  événement  composé  de  celui-ci  et  d'un  autre 
qu'on  attend;  la  seconde  probabilité  divisée  par  la  première,  sera 
la  probabilité  de  l'événement  attendu,  tirée  de  l'événement  observé. 

Ici  se  présente  la  question  agitée  par  quelques  philosophes, 
touchant  l'influence  du  passé  sur  la  probabilité  de  l'avenir.  Sup- 
posons qu'au  jeu  de  croix,  et  pile,  croix  soit  arrivé  plus  souvent 
que  pile.  Par  cela  seul,  nous  serons  portés  à  croire  que  dans  la 
constitution  de  la  pièce  ,  il  existe  une  cause  constante  qui  le  fa- 
vorise. Ainsi,  dans  la  conduite  de  la  vie,  le  bonheur  constant  est 
une  preuve  d'habileté,  qui  doit  faire  employer  de  préférence  les 
personnes  heureuses.  Mais  si  par  l'instabilité  des  circonstances, 
nous  sommes  ramenés  sans  cesse,  à  Fétat  d'une  indécision  absolue; 
si ,  par  exemple ,  on  change  de  pièce  à  chaque  coup ,  au  jeu.de 
croix  et  pile  ;  le  passé  ne  peut  répandre  aucune  lumière  sur  l'avenir, 
et  il  serait  absurde  d'en  tenir  compte. 

vi*Priadpe.  Chacune  des  causes  auxquelles  un  événement  observé,  peut  être 
attribué,  est  indiquée  avec  d'autant  plus  de  vraisemblance,  qu'il 
est  plus  probable  que  cette  cause  étant  supposée  exister ,  l'évé- 
nement aura  lieuj  la  probabilité  de  l'existence  d'une  quelconque 
de  ces  causes ,  est  donc  une  fraction  dont  le  numérateur  est  la 
probabilité  de  l'événement,  résultante  de  cette  cause,  et  dont  le 
dénominateur  est  la  somme  des  probabilités  semblables  relatives 
à  toutes  les  causes  :  si  ces  diverses  causes  considérées  à  priori  , 
sont  inégalement  probables ,  il  faut  au  lieu  de  la  probabilité  de 
l'événement,  résultante  de  chaque  cause,  employer  le  produit  de 
cette  probabilité,  par  celle  de  la  cause  elle-même.  Cest  le  principe 
fondamental  de  cette  branche  de  l'analyse  des  hasards ,  qui  consiste 
à  remonter  des  événemens  aux  causes. 
Ce  principe  donne  la  raison  pour  laquelle  on  attribue  les  éré- 
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nemcns  réguliers,  à  une  cause  particulière.  Quelques  philosophes 
ont  cru  que  ces  événemens  sont  moins  possibles  que  les  autres , 
et  qu'au  jeu  de  croix  et  pile,  par  exemple,  la  combinaison  dans 
laquelle  croix  arrive  vingt  fois  de  suite,  est  moins  facile  à  la  nature , 
que  celles  où  croix  et  pile  sont  entre-mêlés  d'une  fàç^irregulière. 
Mais  cette  opinion  suppose  que  les  événemens  passés  influent  sur 
la  possibilité  des  événemens  futurs,  ce  qui  n'est  point  admissible.!  '■  v  u» 
Les  combinaisons  régulières  n'arrivent  plus  rarement,  que  parce 
qu'elles  sont  moins  nombreuses.  Si  nous  recherchons  une  cause 
là  où  nous  apercevons  de  la  symétrie;  ce  n'est  pas  que  nous 
regardions  un  événement  symétrique ,  comme  moins'  possible  que 
les  autres  ;  mais  cet  événement  devant  être  l'effet  d'une  cause  ré- 
gulière ,  ou  celui  du  hasard ,  la  première  de  ces  suppositions  est 
plus  probable  que  la  seconde.  Nous  voyons  sur  une  table ,  des 
caractères  d'imprimerie,  disposés  dans  cet  ordre,  Constantinopie ; 
et  nous  jugeons  que  cet  arrangement  n'est  pas  l'effet  du  hasard , 
non  parce  qu'il  est  moins  possible  que  les  autres,  puisque  si  ce 
mot  n'était  employé  dans  aucune  langue,  nous  ne  lui  soupçon- 
nerions point  de  cause  particulière  ;  mais  ce  mot  étant  en  usage 
parmi  nous,  il  est  incomparablement  plus  probable  qu'une  per- 
sonne aura  disposé  ainsi  les  caractères  précédens ,  qu'il  ue  l'est 
que  cet  arrangement  est  dû  au  hasard. 

C'est  ici  le  lieu  de  définir  le  mot  extraordinaire.  Nous  rangeons 
par  la  pensée,  tous  les  événemens  possibles,  en  diverses  classes  ; 
et  nous  regardons  comme  extraordinaires ,  ceux  des  classes  qui 
en  comprennent  un  très-petit  nombre.  Ainsi,  au  jeu  de  croix  et 
pile,  Parrivée  de  croix  cent  fois  de  suite,  nous  paraît  extraor- 
dinaire, parce  que  le  nombre  presqu'infini  des  combinaisons  qui 
peuvent  arriver  en  cent  coups ,  étant  partagé  en  séries  régulières 
ou  dans  lesquelles  nous  voyons  régner  un  ordre  facile  à  saisir,  et 
en  séries  irrégulières;  celles-ci  sont  incomparablement  plus  nomT 
breuscs.  La  sortie  d'une  boule  blanche,  d'une  urne  qui,  sur  un 
million  de  boules,  n'en  contient  qu'une  seule  de  cette  couleur, 
les  autres  étant  noires,  nous  parait  encore  extraordinaire;  parce 
que  nous  ne  formons  que  deux  classes  d'événemens ,  relatives  aux 
deux  couleurs.  Mais  la  sortie  du  n'  79,  par  exemple,  d'une  urne 
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qui  renferme  un  million  de  numéros,  nous  semble  un  événement 
ordinaire  ;  parce  que  comparant  individuellement  les  numéros,  les 
uns  aux  autres,  sans  les  partager  en  classes,  nous  n'avons  aucune 
raison  de  croire  que  l'un  d'eux  sortira  plutôt  que  les  autres. 

De  ce  qui  précède ,  nous  devons  généralement  conclure  que  plus- 
un  fait  est  extraordinaire ,  plus  il  a  besoin  d'être  appuyé  de  fortes 
preuves.  Car  ceux  qui  Pattestent,  pouvant  ou  tromper,  ou  avoir 
été  trompes ,  ces  deux  causes  sont  d'autant  plus  probables  que 
la  réalité  du  fait  l'est  moins  en  elle-même.  C'est  ce  que  l'on  verra  par- 
ticulièrement ,  lorsque  nous  parlerons  de  la  probabilité  des  témoi- 
gnages. 

a  ne  iwi>.  probabilité-  j»un  événement  futur  est  la  somme  des  produit» 
de  la  prohahilité  de  chaque  cause,  tirée  de  l'événement  observé, 
par  la  probabilité  que  cette  cause  existant ,  l'événement  futur  aura 
lieu.  L'exemple  suivant  éclaircira  ce  principe. 

Imaginons  une  urne  qui  ne  renferme  que  deux  boules  dont  cha- 
cune soit  ou  blanche,  ou  noire.  On  extrait  une  de  ces  boules,  que 
Ton  remet  ensuite  dans  l'urne,  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage. 
Supposons  que  dans  les  deux  premiers  tirages,  on  ait  amené  des 
boules  blanches;  on  demande  la  probabilité  d'amener  encore  une 
boule  blanche  au  troisième  tirage. 

On  ne  peut  faire  ici  que  ces  deux  hypothèses;  ou  l'une  des 
boules  est  blanche,  et  l'autre,  noire  ;  ou  toutes  deux  sont  blanches. 
Dans  la  première  hypothèse,  la  probabilité  de  l'événement  observé 
est  £  ;  cite  est  l'unité  ou  la  certitude  dans  la  seconde.  Ainsi ,  e» 
regardant  ces  hypothèses ,  comme  autant  de  causes,  on  aura  par 
le  sixième  principe ,  £  et  f  pour  leurs  probabilités  respectives.  Or 
si  la  première  hypothèse  a  lieu,  la  probabilité  d'extraire  une  boule 
blanche  au  troisième  tirage  est  ±;  elle  égale  l'unité ,  dans  la  seconde 
hypothèse  :  en  multipliant  ces  dernières  probabilités  r  par  celles  des 
hypothèses  correspondantes,  la  somme  des  produits,  ou  sera 
la  probabilité  d'extraire  une  boule  blanche  au  troisième  tirage. 

Quand  la  probabilité  d'un  événement  simple  est  inconnue ,  on 
peut  lui  supposer  également  toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à 
l'unité.  La  probabilité  de  chacune  de  ces  hypothèses,  tirée  de 
l'événement  observé ,  est  par  le  sixième  principe,  une  fraction  dont 
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le  numérateur  est  la  probabilité  de  l'événement  dans  cette  hypo- 
thèse, et  dont  le  dénominateur  est  la  somme  des  probabilités 
semblables  relatives  à  toutes  les  hypothèses.  Ainsi  la  probabilité 
que  la  possibilité  de  l'événement  est  comprise  dans  des  limites 
données,  est  la  somme  des  fractions  comprises  dans  ces  limites. 
Maintenant,  si  l'on  multiplie  chaque  fraction,  par  la  probabilité  de 
l'événement  futur ,  déterminée  dans  l'hypothèse  correspondante  ; 
la  somme  des  produits  relatifs  à  toutes  les  hypothèses  sera  par  le 
septième  principe,  la  probabilité  de  l'événement  futur,  tirée  de 
l'événement  observe.  On  trouve  ainsi  qu'un  événement  étant  arrive 
de  suite,  un  nombre  quelconque  de  fois;  la  probabilité  qu'il  arrivera 
encore  la  fois  suivante,  est  égale  à  ce  nombre  augmenté  de  l'unité, 
divisé  par  le  même  nombre  augmenté  de  deux  unités.  En  faisant, 
par  exemple ,  remonter  la  plus  ancienne  époque  de  l'histoire ,  à 
cinq  mille  ans,  ou  à  183621 3  jours,  et  le  soleil  s'étant  levé  constam- 
ment dans  cet  intervalle,  à  chaque  révolution  de  vingt-quatre  heures; 
il  y  a  i8s6ai4  à  parier  contre  un,  qu'il  se  lèvera  encore  demain. 
Mais  ce  nombre  est  incomparablement  plus  fort  pour  celui  qui 
connaissant  par  l'ensemble  des  phénomènes,  le  principe  régulateur 
des  jours  et  des  saisons,  voit  que  rien  dans  le  moment  actuel,  ne 
peut  en  arrêter  le  cours. 

Buflon,  dans  son  Arithmétique  politique,  calcule  différemment 
la  probabilité  précédente.  Il  suppose  qu'elle  ne  diffère  de  l'unité , 
que  d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité,  et  dont  le  déno- 
minateur est  le  nombre  deux  élevé  à  une  puissance  égale  au  nombre 
des  jours  écoulés  depuis  l'époque.  Mais  la  vraie  manière  de  remon- 
ter des  événemens  passés,  à  la  probabilité  des  causes  et  des  évé- 
nvmens  futurs,  était  inconnue  à  cet  illustre  écrivain. 

De  l'Espérance. 

La  probabilité  des  événemens  sert  à  déterminer  l'espérance  ou 
la  crainte  des  personnes  intéressées  à  leur  existence.  Le  mot 
espérance  a  diverses  acceptions  :  il  exprime  généralement  l'avan- 
tage de  celui  qui  attend  un  bien  quelconque,  dans  des  suppositions 
qui  ne  sont  que  probables.  Cet  avantage,  dans  la  théorie  des  ha- 
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sards,  est  le  produit  de  la  sommeespérée,  parla  probabilité  dé 
l^tenir.:  c'est  la  somme  partielle  qui  doit  revenir ,  lorsqu'on  ne  veut 
point  courir  les  risques  de  l'événement,  en  supposant  que  la  réparti- 
tion se  fasse  proportionnellement  aux.  probabilités.  Cette  répartition 
est  la  seule  équitable,  lorsqu'on  feit  abstraction  de  toutes  circons- 
tances étrangères;  parce  qu'avec  un  égal  degré  de  probabilité,  on 
a  un  droit  égal  sur  la  somme  espérée.  Nous  nommerons  cet  avan- 
tage, espérance  mathématique. 
vint  principe.  Lorsqu'il  dépend  de  plusieurs  événemens  ;  onj'obtientj  en  pre- 
nant la  somme  des  produits  de  la  probabilité  de  chaque  événement , 
par  le  bien  attaché  à  son_  arrivée. 

Appliquons,^  principe  à  des  exemples.  Supposons  qu'au  jeu  de 
croix  et  pile  >  Paul  reçoive  deux  francs,  s'il  amène  croix  au  pre- 
mier coup,  et  cinq  francs,  s'il  ne  l'amène  qu'au  second.  En  multi- 
pliant deux  francs,  par  la  probabilité  ~  du  premier  cas,  et  cinq  francs, 
par  la. probabilité  j  du  second  cas;  la  somme  des  produits,  ou 
deux  francs  et  un  quart  sera  l'avantage  de  Paul.  C'est  la  somme 
qu'il  doit  donner  d'avance  à  celui  qui  lui  fait  cet  avantage  ;  car  pour 
l'égalité  du  jeu,  la  mise  doit  être  égale  à  l'avantage  qu'il  procure. 

Si  Paul  reçoit  deux  francs,  en  amenant  croix  au  premier  coup , 
et  cinq  francs  en  l'amenant  au  second  coup,  soit  qu'il  l'ait  ou  non , 
amené  au  premier;  alors  la  probabilité  d'amener  croix  au  second 
coup ,  étant  £;  en  multipliant  deux  francs  et  cinq  francs  par  £,  la 
somme  de  ces  produits ,  donnera  trois  francs  et  demi  pour  l'avan- 
tage de  Paul ,  et  par -conséquent  pour  sa  mise  au  jeu. 
rat  Principe.  Dans  une  série  d'événemens  probables ,  dont  les  uns  produisent 
un  bien ,  et  les  autres  ,  une  perte;  on  aura  l'avantage  qui  en  ré- 
sulte ,  en  faisant  une  somme  des  produits  de  la  probabilité  de 
chaque  événement  favorable ,  par  le  bien  qu'il  procure  ;  et  en  re- 
tranchant de  cette  somme ,  celle  de»  produits  de  la  probabilité  de 
chaque  événement  défavorable ,  par  la  perte  qui  y  est  attachée.  Si 
la  seconde  somme  l'emporte  sur  la  première,  le  bénéfice  devient 
perte,  et  l'espérance  se  change  en  crainte. 

On  doit  toujours,  dans  la  conduite  de  la  vie,  foire ensorte d'éga- 
ler au  moins,  le  produit  du  bien  que  l'on  espère,  par  sa  probabilité, 
au  produit  semblable  relatif  à  la  perte.  Mais  il  est  nécessaire  pour 
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y  parvenir,  d'apprécier  exactement,  les  avantages,  les  pertes, 
et  leurs  probabilités  respectives.  Il  faut  pour  cela ,  une  grande  jus-, 
tesse  d'esprit,  un  tact  délicat,  et  une  grande  expérience  des  choses: 
il  faut  savoir  se  garantir  des  préjuges,  des  illusions  de  la  crainte 
et  de  l'espérance,  et  de  ces  fausses  idées  de  fortune  et  de  bonheur, 
dont  la  plupart  des  hommes  bercent  leur  amour-propre. 

L'application  des  principes  précèdent,  à  la  question  suivante, 
a  beaucoup  exercé  les  géomètres.  Paul  joue  à  croix  et  pile,  avec 
la  condition  de  recevoir,  deux  francs ,  s'il  amène  croix  au  premier 
coup;  quatre  francs,  s'il  ne  l'amène  qu'au  second  ;  huit  francs, 
s'il  ne  l'amène  qu'au  troisième ,  et  ainsi  de  suite.  Sa  mise  au  jeu , 
doit  être  par  le  huitième  principe,  égale  au  nombre  des  coups  ; 
ensorte  que  si  la  partie  continue  à  l'infini,  la  mise  doit  être  infinie. 
Cependant,  aucun  homme  raisonnable  ne  voudrait  exposer  à  ce 
jeu ,  une  somme  même  modique ,  cinquante  francs,  par  exemple. 
D'où  vient  cette  différence  entre  le  résultat  du  calcul,  et  l'indica- 
tion du  sens  commun?  On  reconnut  bientôt,  qu'elle  tenait  à  ce 
que  l'avantage  moral  qu'un  bien  nous  procure,  n'est  pas  propor- 
tionnel à  ce  bien,  et  qu'il  dépend  de  mille  circonstances  souvent 
très-difficiles  à  définir ,  mais  dont  la  plus  générale  et  la  plus  im- 
portante est  celle  de  la  fortune.  En  effet,  il  est  visible  qu'un  franc 
a  beaucoup  plus  de  prix  pour  celui  qui  n'en  a  que  cent,  que  pour 
un  millionnaire.  On  doit  donc  dans  le  bien  espéré ,  distinguer  sa 
valeur  absolue ,  de  sa  valeur  relative.  Celle-ci  se  règle  sur  les  motifs 
qui  le  font  désirer;  au  lieu  que  la  première  en  est  indépendante. 
On  ne  peut  pas  donner  de  principe  général,  pour  apprécier  celte 
valeur  relative.  En  voici  cependant  un  proposé  par  Daniel  Bernoulli, 
et  qui  peut  servir  dans  beaucoup  de  cas.  La  valeur  relative  d'une  x*  Ptim  .p.. 
somme  infiniment  petite,  est  égale  à  sa  valeur  absolue  divisée  par 
le  bien  total  de  la  personne  intéressée.  Cela  suppose  que  tout 
homme  a  un  bien  quelconque  dont  la  valeur  ne  peut  jamais  être 
supposée  nulle.  En  effet,  celui  même  qui  ne  possède  rien,  donne 
toujours  à  son  existence  ,  une  valeur  au  moins  égale  à  ce  qui  lui 
est  rigoureusement  nécessaire  pour  vivre. 

Si  Ton  applique  l'analyse,  au  principe  que  nous  venons  d'exposer; 
on  obtient  la  règle  suivante. 
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En  désignant  par  l'unité,  la  partie  de  la  fortune  dSin  individu,  indé- 
pendante de  ses  expectatives;  si  l'on  détermine  les  diverses  valeurs 
que  cette  fortune  peut  recevoir  en  vertu  de  ces  expectatives,  et  leurs 
probabilités;  le  produit  de  ces  valeurs  élevées  respectivement  aux 
puissances  indiquées  par  ces  probabilités,  sera  la  fortune  physique 
qui  procurerait  à  l'individu ,  le  même  avantage  moral  qu'il  reçoit 
de  la  partie  de  sa  fortune,  prise  pour  unité,  et  de  ses  expectatives  ; 
en  retranchant  donc  l'unité,  de  ce  produit;  la  différence  sera  l'ac- 
croissement de  la  fortune  physique ,  dû  aux  expectatives  :  nous 
nommerons  cet  accroissement ,  espérance  morale.  Il  est  facile  de 
voir  qu'elle  coïncide  avec  l'espérance  mathématique,  lorsque  la 
fortune  prise  pour  unité,  devient  infinie  par  rapport  aux  variations 
qu'elle  reçoit  des  expectatives.  Mais  lorsque  ces  variations  sont  uno 
partie  sensible  de  cette  unité,  les  deux  espérances  peuvent  différer 
très-sensiblement  entre  elles. 

Cette  règle  conduit  à  des  résultats  conformes  aux  indications 
du  sens  commun,  que  l'on  peut  à  ce  moyen,  apprécier  avec  quel- 
qu'exactitude.  Ainsi  dans  la  question  précédente ,  on  trouve  que  si 
la  fortune  de  Paul  est  de  deux  cents  francs,  il  ne  doit  pas  raison- 
nablement mettre  au  jeu  plus  de  neuf  francs.  La  même  règle  conduit 
encore  à  répartir  le  danger,  sur  plusieurs  parties  d'un  bien  que  l'on 
espère ,  plutôt  que  d'exposer  ce  bien  tout  entier  au  même  danger. 
Il  en  résulte  pareillement  ,  qu'au  jeu  le  plus  égal ,  la  perte  est  tou- 
jours relativement  plus  grande  que  le  gain;  car  le  produit  de  la 
fortune  prise  pour  unité ,  augmentée  du  gain  et  élevée  à  une  puis- 
sance égale  à  la  probabilité  du  gain ,  par  cette  unité  diminuée  de  la 
perte,  et  élevée  à  une  puissance  égale  à  la  probabilité  de  la  perte, 
est  toujours  moindre  que  la  fortune  du  joueur  avant  sa  mise  au 
jeu.  En  supposant  par  exemple,  cette  fortune,  de  cent  francs, 
et  que  le  joueur  en  expose  cinquante  au  jeu  de  croix  et  pile; 
sa  fortune  après  sa  mise  au  jeu,  peut  être  en  vertu  de  son 
expectative,  ou  de  cent  cinquante  francs,  ou  seulement  de  cin- 
quante; la  probabilité  de  chacun  de  ces  deux  cas  est  £;  cette 
fortune  est  donc  par  la  règle  précédente ,  égale  à  la  racine  carrée 
du  produit  de  cent  cinquante,  par  cinquante;  elle  est  ainsi  réduite 
0  quatre-vingt-sept  francs,  c'est-à-dire  que  cette  dernière  somme 
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procurerait  au  joueur ,  le  même  avantage  moral ,  que  l'état  de  sa 
fortune  après  sa  mise.  Le  jeu  est  donc  désavantageux ,  dans  le  cas 
même  où  la  mise  est  égale  au  produit  de  la  somme  espérée  par 
sa  probabilité.  On  peut  juger  par  là  de  l'immoralité  des  jeux  dans 
lesquels  la  somme  espérée  est  au-dessous  de  ce  produit.  Ils  ne 
subsistent  que  par  les  faux  raisonnemens  et  la  cupidité  qu'ils  fo- 
mentent, et  qui  portant  le  peuple  à  sacrifier  son  nécessaire,  à 
des  espérances  chimériques  dont  il  est  hors  d'état  d'apprécier  l'in- 
vraisemblance ,  sont  la  source  d'une  infinité  de  maux. 

Des  Méthodes  analytiques  du  Calcul  des  Probabilités. 

L'application  dos  principes  que  nous  venons  d'exposer,  aux 
diverses  questions  de  probabilités ,  exige  des  méthodes  dont  la  re- 
cherche a  donné  naissance  à  plusieurs  branches  de  l'analyse ,  et 
spécialement  à  la  théorie  des  combinaisons,  et  au  calcul  des  diffé- 
rences finies. 

Si  l'on  forme  le  produit  des  binômes,  l'unité  plus  une  première 
lettre,  l'unité  plus  une  seconde  lettre,  l'unité  plus  une  troisième 
lettre ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  n  lettres  ;  en  retranchant  l'unité  de 
ce  produit  développé ,  on  aura  la  somme  des  combinaisons  de  toutes 
ces  lettres  prises  une  à  une ,  deux  à  deux ,  trois  à  trois,  etc.  :  chaque 
combinaison  aura  pour  coefficient,  l'unité.  Pour  avoir  le  nombre  des 
combinaisons  de  ces  n  lettres  prises  r  à  r,  oh  observera  que  si  on 
suppose  les  lettres  égales  entre  elles,  le  produit  précédent  deviendra 
la  puissance  niim0  du  binôme ,  un  plus  la  première  lettre  ;  et  le  nombre 
des  combinaisons  des  n  lettres  prises  r  à  r,  sera  le  coefficient  de 
la  puissance  riime  de  la  première  lettre ,  dans  le  développement  de 
ce  binôme;  on  aura  donc  ce  nombre,  par  la  formule  connue  du 
binôme. 

Si  l'on  veut  avoir  Égard  à  la  situation  respective  des  lettres,  dans 
chaque  combinaison;  on  doit  observer  qu'en  joignant  une  seconde 
lettre  à  la  première ,  on  peut  la  placer  au  premier  et  au  second 
rang;  ce  qui  donne  deux  combinaisons.  Si  l'on  joint  à  ces  combi- 
naisons, une  troisième  lettre;  on  peut  lui  donner  dans  chaque  com- 
binaison, le  premier,  le  second  et  le  troisième  rang;  ce  qui  forme 
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trois  combinaisons  relatives  à  chacune  des  deux  autres,  en  tout,  six 
combinaisons.  De  là,  il  est  aisé  de  conclure  que  le  nombre  des 
arrangemens  difterens  que  l'on  peut  donner  à  r  lettres,  est  le  pro- 
duit des  nombres  depuis  l'unité  jusqu'à  r.  Il  faut  donc  pour  avoir 
égard  à  la  situation  respective  des  lettres ,  multiplier  par  ce  pro- 
duit, le  nombre  des  combinaisons  des  n  lettres  prises  r  à  r;  ce  qui 
revient  à  supprimer  le  dénominateur  du  coefficient  du  terme  du 
binôme,  qui  exprime  ce  nombre. 

Supposons  une  loterie  composée  de  n  numéros ,  et  qu'il  en  sorte 
r  à  chaque  tirage  ;  on  demande  la  probabilité  de  la  sortie  de  s  numé- 
ros donnés,  dans  un  tirage.  Pour  y  parvenir,  on  déterminera  d'abord 
le  nombre  des  combinaisons  des  autres  numéros  pris  r  moins  s ,  à  r 
jnoius  s  ;  car  il  est  clair  qu'en  ajoutant  les  s  numéros  donnés,  à  cha- 
cune de  ces  combinaisons,  on  aura  la  somme  de  toutes  les  combinai- 
sons des  n  lettres  prises  r  à  r,  et  dans  lesquels  les  s  numéros  donnés 
entrent.  Si  l'on  divise  ce  nombre,  par  celui  des  combinaisons  de 
toutes  les  lettres  prises  r  à  r;  on  aura  la  probabilité  demandée.  On 
trouve  ainsi  que  cette  probabilité  est  le  rapport  du  nombre  des 
combinaisons  de  r  lettres  prises  s  à  s,  au  nombre  des  combinaisons 
de  n  lettres  prises  s  à  s. 

On  peut  d'après  ce  théorème,  calculer  les  chances  de  la  loterie 
de  France,  et  en  conclure  ses  bénéfices.  Cette  loterie  est,  comme 
on  sait,  composée  de  90  numéros,  dont  cinq  sortent  à  chaque 
tirage.  La  probabilité  de  la  sortie  d'un  extrait  donné,  est  en  vertu 
de  ce  théorème,  égale  à  ^  ou  la  loterie  devrait  donc  alors  pour 
l'égalité  du  jeu ,  rendre  dix-huit  fois  la  mise.  Le  nombre  total  des 
combinaisons  deux  à  deux,  de  90  numéros  est  4°°5,  et  il  en  sort 
dix  à  chaque  tirage  ;  ainsi  la  probabilité  de  la  sortie  d'un  ambe  donné 
est  la  loterie  devrait  donc  pour  un  ambe  sorti,  rendre  quatre 
cents  fois  et  demie,  la  mise.  On  trouve  pareillement  qu'elle  devrait 
rendre  la  mise,  11748  fois  pour  un  terne,.  6no38  fois  pour  un 
quaterne,  et  43g4ga68  fois  pour  un  quine.  La  loterie  est  loin  de 
faire  ces  avantages  aux  joueurs. 

Supposons  encore  dans  une  urne  ,  n  boules  que  l'on  puisse  égale- 
ment extraire  une  à  une ,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.  ;  on  a  fait 
une  de  ces  extractions,  et  l'on  demande  la  probabilité  que  le  nombre 
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des  boules  extraites  est  impair.  Il  suit  de  ce  qui  précède ,  que  si 
l'on  élève  le  binôme,  un  plus  un,  à  la  puissance  n\  les  termes, 
second ,  troisième ,  etc. ,  exprimeront  les  nombres  de  combinaisons 
des  n  boules,  prises  une  à  une,  deux  à  deux,  etc.;  ainsi  la  totalité 
des  combinaisons  sera  la  puissance  nUme  de  deux,  moins  l'unité  :  la 
somme  des  termes  second  ,  quatrième ,  sixième ,  etc.  du  dévelop- 
pement du  binôme ,  sera  le  nombre  des  combinaisons  impaires  : 
elle  sera  visiblement,  la  moitié  de  la  différence  des  puissances 
des  binômes  un  plus  un,  et  un  moins  un;  ou  la  moitié  de  la  nUmm 
puissance  de  deux.  En  retranchant  l'unité ,  de  cette  quantité,  on 
aura  le  nombre  des  combinaisons  paires  ;  et  en  divisant  ces  dêux 
nombres  de  combinaisons,  par  lenr  somme,  on  aura  les  probabi- 
lités respectives  des  combinaisons  impaires  et  paires.  On  volt  ainsi 
qu'il  y  a  de  l'avantage  à  parier  plutôt  pour  un  nombre  impair  de 
boules  extraites,  que  pour  un  nombre  pair. 

Mais  la  méthode  la  plus  générale  et  la  plus  directe  de  résoudra 
les  questions  de  probabilité,  consiste  à  les  faire  dépendre  d'équa- 
tions aux  différences.  En  comparant  les  états  consécutifs  de  la 
fonction  des  variables,  qui  exprime  la  probabilité,  lorsqu'on  fait 
croître  ces  variables,  de  leurs  différences  respectives;  la  question 
proposée  fournit  le  plus  souvent ,  un  rapport  très-simple  entre  les 
divers  états  de  cette  fonction.  Ce  rapport  est  ce  que  l'on  nommo 
équation  aux  différences  ordinaires  ou  partielles  ;  ordinaires , 
lorsqu'il  n'y  a  qu'une  variable  ;  partielles ,  lorsqu'il  y  en  a  plusieurs. 
Donnons  en  quelques  exemples. 

Trois  joueurs  dont  les  forces  sont  supposées  les  mêmes,  jouent 
ensemble  aux  conditions  suivantes.  Celui  desdeux  premiers  joueurs 
qui  gagne  son  adversaire ,  joue  avec  le  troisième ,  et  s'il  le  gagne , 
la  partie  est  finie.  S'il  est  vaincu ,  le  vainqueur  joue  avec  l'autre, 
et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  que  l'un  des  joueurs  ait  gagné  consé- 
cutivement les  deux  autres;  ce  qui  termine  la  partie.  On  demande 
la  probabilité  que  cette  partie  sera  finie  dans  un  nombre  donné  de 
coups.  Cherchons  d'abord  la  probabilité  qu'elle  finira  précisément  à 
un  coup  déterminé,  par  exemple,  au  dixième  coup.  Pour  cela,  le 
joueur  qui  la  gagne,  doit  entrer  au  jeu  au  neuvième  coup,  et  le 
gagner  ainsi  que  le  coup  suivant.  Mais  si  au  lieu  de  gagner  le 
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neuvième  coup,  il  était  vaincu  par  son  adversaire;  comme  celui-ci 
a  déjà  gagne  l'autre  joueur,  la  partie  finirait  à  ce  coup;  ainsi  la 
probabilité  qu'un  joueur  entrera  au  jeu  au  neuvième  coup,  et  le 
gagnera,  est  égale  à  celle  que  la  partie  finira,  précisément  à  ce 
coup  ;  et  comme  ce  joueur  doit  gagner  le  coup  suivant ,  pour  que 
la  partie  se  termine  au  dixième  coup ,  cette  dernière  probabilité  ne 
sera  qu'un  demi  de  la  précédente.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  considère 
cette  probabilité,  comme  une  fonction  du  numéro  du  coup  auquel 
elle  doit  finir;  cette  fonction  sera  la  moitié  de  la  même  fonction 
dans  laquelle  on  a  diminué  le  numéro  ou  la  variable ,  d'une  unité. 
Cette  égalité  forme  une  de  ces  équations  que  l'on  nomme  équations 
aux  différences  finies  ordinaires. 

On  peut  déterminer  facilement  à  son  moyen,  la  probabilité  que  la 
partie  finira  précisément  à  un  coup  quelconque.  11  est  visible  que 
la  partie  ne  peut  finir  au  plutôt,  qu'au  second  coup;  et  pour  cela, 
il  est  nécessaire  que  celui  des  deux  premiers  joueurs  qui  gagne  son 
adversaire,- gagne  au  second  coup,  le  troisième  joueur.  Ainsi  la 
probabilité  que  la  partie  finira  à  ce  coup ,  est  \.  De  là ,  en  vertu 
de  l'équation  précédente,  on  conclut  que  les  probabilités  succes- 
sives de  la  fin  de  la  partie ,  sont  £  pour  le  troisième  coup ,  j  pour  le 
quatrième,  etc. ,  et  généralement  \  élevé  à  une  puissance  moindre 
de  l'unité,  que  le  numéro  du  coup.  Maintenant,  si  l'on  prend  la 
somme  de  toutes  ces  puissances ,  depuis  la  première  jusqu'à  cette 
dernière  inclusivement;  on  aura  la  probabilité  que  la  partie  sera 
terminée  dans  le  nombre  de  coups  indiqué  par  ce  numéro ,  égale 
à  l'unité  moins  la  dernière  de  ces  puissances  de  ~. 

Considérons  encore  le  premier  problème  que  l'on  ait  résolu  sur 
les  probabilités,  et  que  Pascal  proposa  de  résoudre  à  Fermât.  Deux 
joueurs  A  et  B,  dont  les  adresses  sont  égales,  jouent  ensemble  à 
cette  condition  que  celui  qui  lç  premier  aura  vaincu  l'autre  un 
nombre  donné  de  fois  ,  gagnera  la  partie ,  et  emportera  la  somme 
des  mises  au  jeu.  Après  quelques  coups,  les  joueurs  conviennent 
de  se  retirer  sans  avoir  termine  la  partie  ;  on  demande  de  quelle 
manière  ils  doivent  se  partager  cette  somme.  11  est  visible  que  leurs 
parts  doivent  être  proportionnelles  à  leurs  probabilités  respectives 
de  gagner  la  partie  ;  la  question  se  réduit  donc  à  déterminer  ces 
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probabilités.  Elles  dépendent  évidemment  des  nombres  de  points 
qui  manquent  à  chaque  joueur,  pour  atteindre  le  nombre  donné} 
oinsi  la  probabilité  de  A  est  une  fonction  de  ces  deux  nombres  que 
nous  regarderons  comme  autant  de  variables.  Si  les  deux  joueurs 
convenaient  de  jouer  un  coup  de  plus  (  convention  qui  ne  change 
en  rien  leur  sort  )  ;  ou  A  le  gagnerait ,  et  alors  le  nombre  des  points 
qui  lui  manque ,  serait  diminué  d'une  unité  ;  ou  le  joueur  B  gagne- 
rait ce  nouveau  coup ,  et  alors  le  nombre  des  points  qui  manquent 
à  ce  dernier  joueur,  serait  diminué  d'une  unité;  mais  la  probabi- 
lité de  chacun  de  ces  cas  est  T;  la  fonction  cherchée  est  donc 
égale  à  la  moitié  de  cette  fonction  dans  laquelle  on  diminue  d'une 
unité ,  la  première  variable,  plus  à  la  moitié  de  la  même  fonction 
dans  laquelle  on  diminue  la  seconde  variable ,  d'une  unité.  Cette 
égalité  est  une  de  ces  équations  que  l'on  nomme  équations  aux 
différences  partielles. 

On  peut  déterminer  à  son  moyen ,  les  probabilités  de  À,  en  par- 
tant des  plus  petits  nombres ,  et  en  observant  que  la  probabilité  ou 
la  fonction  qui  l'exprime,  est  égale  à  l'unité  ,  lorsqu'il  ne  manque 
aucun  point  au  joueur  A ,  ou  lorsque  la  première  variable  est  nulle  j 
et  que  cette  fonction  devient  nulle  avec  la  seconde  variable.  En 
supposant  ainsi  qu'il  ne  manque  qu'un  point  au  joueur  A ,  on  trouve 
que  sa  probabilité  est  7 ,  | ,  £ ,  etc. ,  suivant  qu'il  manque  à  B ,  un 
point,  ou  deux,  ou  trois,  etc.  Généralement,  elle  est  alors-  égale  à 
l'unité ,  moins  £  élevé  à  une  puissance  égale  au  nombre  des  points 
qui  manquent  à  B.  On  supposera  ensuite  qu'il  manque  deux  points 
au  joueur  A ,  et  Ton  trouvera  sa  probabilité  égale  à  7,  \ ,  f£ ,  etc., 
suivant  qu'il  manque  à  B,  un  point,  ou  deux,  ou  trois ,  etc.  On  suppo- 
sera encore  qu'il  manque  trois  points  au  joueur  A,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  manière  d'obtenir  les  valeurs  successives  d'une  quantité  , 
au  moyen  de  son  équation  aux  différences ,  est  longue  et  pénible  j 
et  les  géomètres  ont  cherché  des  méthodes  pour  avoir  la  fonction 
générale  des  variables  qui  satisfait  à  cette  équation,  ensorte  que 
l'on  n'ait  besoin  pour  chaque  cas  particulier ,  que  de  substituer  dans 
cette  fonction ,  les  valeurs  correspondantes  des  variables.  Consi- 
dérons cet  objet  d'une  manière  générale.  Pour  cela ,  concevons 
une  suite  de  termes  disposés  sur  une  ligne  horizontale ,  et  tels  que. 
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chacun  d'eux  dérive  des  précédens,  suivant  une  loi  donnée  :  sup- 
posons cette  loi  exprimée  par  une  équation  entre  plusieurs  termes 
consécutifs,  et  leur  indice ,  ou  le  nombre  qui  indique  le  rang  qu'ils 
occupent  dans  la  série  :  cette  équation  est  ce  que  je  nomme  équa- 
tion aux  différences  finies  à  un  seul  indice  variable.  L'ordre 
ou  le  degré  de  cette  équation ,  est.  la  différence  du  rang  de  ses  deux 
termes  extrêmes.  On  peut,  à  son  moyen ,  déterminer  successive- 
ment les  termes  de  la  série ,  et  la  continuer  indéfiniment  ;  mais  il 
faut  pour  cela,  connaître  un  nombre  de  termes  de  la  série ,  égal 
au  degré  de  l'équation.  Ces  termes  sont  les  constantes  arbitraires 
de  l'expression  du  terme  général  de  la  série,  ou  de  l'intégrale  do 
l'équation  aux  diflftr«n©«e. 

Concevons  maintenant ,  au-dessus  des  termes,  de  la  série  précé- 
dente, une  seconde  série  de  termes  disposés  horizontalement; 
concevons  encore ,  au-dessus  des  termes  de  la  seconde  série ,  une 
troisième  série  horizontale,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini ,  et  suppo- 
sons les  termes  de  toutes  ces  séries ,  liés  par  une  équation  générale 
entre  plusieurs  termes  consécutifs ,  pris  tant  dans  le  sens  horizon- 
tal, que  dans  le  sens  vertical,  et  les  nombres  qui  indiquent  leur 
rung  dans  les  deux  sens.  Cette  équation  est  ce  que  je  nomme  équa- 
tion aux  différences  finies  partielles  à  deux  indices  variables. 

Concevons  pareillement  au-dessus  du  plan  qui  renferme  les  séries 
précédentes,  un  second  plan  renfermant  des  séries  semblables, 
dont  les  termes  soient  placés  respectivement  au-dessus  de  ceux 
que  contient  le  premier  plan.  Concevons  ensuite  au-dessus  de  ce 
second  plan,  un  troisième  plan  renfermant  des  séries  semblables, 
et  ainsi  à  l'infini.  Supposons  tous  les  termes  de  ces  séries,  liés  par 
une  équation  entre  plusieurs  termes  consécutifs ,  pris  tant  dans  le 
sens  de  la  longueur ,  que  dans  les  sens  de  la  largeur  et  de  la  pro- 
fondeur, et  les  trois  nombres  qui  indiquent  leur  rang  dans  ces 
trois  sens.  Cette  équation  est  ce  que  je  nomme  équation  aux  diffé- 
rences finies  partielles  à  trois  indices  variables. 

Enfin ,  en  considérant  la  chose  d'une  manière  abstraite  et  indé- 
pendante des  dimensions  de  l'espace ,  concevons  généralement  un 
système  de  grandeurs  qui  soient  fonctions  d'un  nombre  quelconque 
d'indices  variables,  et  supposons  entre  Ces  grandeurs ,  leurs  diûe% 
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rences  relatives  à  ces  indices  et  les  indices  eux-mêmes ,  autant 
d'équations  qu'il  y  a  de  ces  grandeurs  ;  ces  équations  seront  aux 
différences  finies  partielles  à  un  nombre  quelconque  d'indices 
variables.  • 

On  peut  à  leur  moyen,  déterminer  successivement  ces  gran- 
deurs. Mais  de  même  que  l'équation  à  un  seul  indice ,  exige  que 
l'on  connaisse  un  certain  nombre  de  termes  de  la  série  ;  de  même 
l'équation  à  deux  indices  exige  que  Ton  connaisse  une  bu  plusieurs 
lignes  de  séries,  dont  les  termes  généraux  peuvent  chacun  être 
exprimés  par  une  fonction  arbitraire  d'un  des  indices.  Pareillement, 
l'équation  à  trois  indices  exige  que  l'on  connaisse  un  ou  plusieurs 
plans  de  séries ,  dont  les  tertnea  généraux  peuvent  être  exprimés 
chacun  par  une  fonction  arbitraire  de  deux  indices,  et  ainsi  de  suite. 
Dans  tous  ces  cas,  on  pourra  ,  par  des  éliminations  successives, 
déterminer  un  terme  quelconque  des  séries.  Mais  toutes  les  équa- 
tions entre  lesquelles  on  élimine,  étant  comprises  dans  un  même 
système  d'équations  générales  j  toutes  les  expressions  des  termes 
successifs  que  l'on  obtient  par  ces  éliminations ,  doivent  être  com- 
prises dans  une  expression  générale ,  fonction  des  indices  qui  dé- 
terminent le  rang  du  terme.  Cette  expression  est  l'intégrale  de 
l'équation  proposée  aux  différences ,  et  sa  recherche  est  l'objet  du 
calcul  intégral.  Parmi  les  méthodes  imaginées  pour  y  parvenir , 
celle  qui  me  parait  être  la  plus  générale  et  la  plus  simple,  est  fondée 
sur  la  considération  des  fonctions  génératrices  dont  voici  l'idée. 

Si  l'on  conçoit  une  fonction  A  d'une  variable,  développée  dans 
une  série  ascendante  par  rapport  aux  puissances  de  cette  variable  ; 
le  coefficient  de  l'une  quelconque  de  ces  puissances  sera  fonction 
de  l'indice  ou  exposant  de  cette  puissance.  A  est  ce  que  je  nomme 
fonction  génératrice  de  ce  coefficient,  ou  de  la  fonction  de  l'indice. 

Maintenant,  si  l'on  multiphe  la  série  A,  par  une  fonction  linéaire 
de  la  variable,  telle ,  par  exemple,  que  l'unité  plus  deux  fois  cette 
variable  ;  le  produit  sera  une  nouvelle  fonction  génératrice  dans 
laquelle  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  la  variable,  sera 
égal  au  coefficient  de  )a  même  puissance  dans  A ,  plus  au  double  du 
coefficient  de  la  puissance  inférieure  d'une  unité.  Ainsi  la  fonction 
de  l'indice  dans  le  produit,  égalera  la  fonction  de  l'indice  dans  A , 
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plus  le  double  de  cette  même  fonction  dans  laquelle  l'indice  est 
diminué  de  l'unité.  Cette  fonction  de  l'indice  dans  le  développement 
du  produit,  peut  ainsi  être  envisagée,  comme  une  dérivée  de  la 
fonction  de  l'indice  dans  A,  dérivée  que  l'oh  peut  exprimer  par  une 
caractéristique  placée  devant  cette  dernière  fonction.  La  dérivation 
indiquée  parla  caractéristique,  dépend  de  la  fonction  multiplicateur, 
que  nous  désignerons  généralement  par  B ,  et  que  nous  supposerons 
développée  comme  A,  par  rapport  aux  puissances  de  la  variable. 

Si  l'on  multiplie  de  nouveau  par  B ,  le  produit  de  A  par  B,  ce  qui 
revient  à  multiplier  A  par  le  carré  de  B  ;  on  formera  une  troisième 
fonction  génératrice  dans  laquelle  le  coefficient  d'une  puissance  quel- 
conque de  la  variable,  »«ro  une  dérivée  semblable  du  coefficient 
correspondant  dans  le  premier  produit  ;  on  pourra  donc  l'exprimer 
par  la  même  caractéristique  placée  devant  la  dérivée  précédente, 
et  alors  cette  caractéristique  sera  deux  fois  écrite  devant  le  coef- 
ficient correspondant  dans  la  série  A  ;  mais  au  lieu  de  l'écrire  ainsi 
deux  fois,  on  lui  donne  pour  exposant,  le  nombre  deux. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  voit  généralement  que  si  l'on 
multiplie  A  par  une  puissance  nUm€  de  B;  on  aura  le  coefficient  d'une 
puissance  quelconque  de  la  variable  dans  le  produit,  en  plaçant 
devant  le  coefficient  correspondant  de  A,  la  caractéristique  avec  « 
pour  exposant. 

Supposons  que  B  soit  l'unité  divisée  par  la  variable  ;  alors  dans 
le  produit  de  A  par  B,  le  coefficient  d'une  puissance  de  la  variable, 
sera  le  coefficient  de  la  puissance  supérieure  d'une  unité  dans  A  ; 
d'où  il  suit  que  dans  le  produit  de  A  par  la  puissance  niime  de  B , 
ce  coefficient  sera  celui  de  la  puissance  supérieure  d'un  nombre  n 
d'unités  dans  A. 

Si  Best  égala,  moins  implusl'unitédivisée  par  la  variable;  alors  dans 
le  produit  de  A  par  B,  le  coefficient  de  la  variable  sera  le  coefficient 
de  la  puissance  supérieure  d'une  unité  dans  A ,  moins  le  coefficient 
de  cette  puissance;  il  sera  donc  la  différence  finie  de  ce  dernier  coef- 
ficient dans  lequel  on  fait  varier  l'indice ,  de  l'unité.  Ainsi  dans  la 
produit  de  A  par  la  puissance  niime  de  B ,  le  coefficient  sera  la  diffé- 
rence TV"""  du  coefficient  correspondant  dans  A. 

B  étant  une  fonction  de  la  variable,  et  C  étant  une  autre  fonction 
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de  la  même  variable;  on  pourra  considérer  B,  comme  une  fonc- 
tion de  C ,  développée  dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  de  C;  le  produit  de  A  par  cette  série,  sera  donc  iden- 
tiquement égal  au  produit  de  A  par  B;  et  les  coefficient  d'une  même 
puissance  de  la  variable ,  seront  identiquement  égaux  dans  ces 
deux  produits.  Mais  le  premier  de  ces  coefficiens  est  formé  d'une 
suite  de  termes  correspondans  aux  produits  de  A  par  les  diverses 
puissances  de  C.  Dans  le  produit  de  A  par  C,  ce  coefficient  est  une 
nouvelle  dérivée  du  coefficient  correspondant  dans  A,  dérivée  que 
nous  exprimerons  par  une  nouvelle  caractéristique  placée  devant 
ce  dernier  coefficient.  En  changeant  donc  les  diverses  puissances 
de  C ,  dans  cette  nouvelle  caractéristique  affectée  d'exposans  égaux 
à  ceux  deecs  puissances ,  et  placée  devant  le  coefficient  correspon- 
dant de  A  ;  en  multipliant  ensuite  parce  coefficient,  le  terme  indé- 
pendant de  C,  dans  la  série  précédente;  on  aura  le  coefficient  relatif 
au  produit  de  Â  par  le  développement  de  B ,  suivant  les  puissances 
de  C.  Si  l'on  égale  ce  coefficient,  à  celui  qui  est  relatif  au  produit 
de  A  par  B,  et  qui  est  exprimé  par  la  première  caractéristique  placée 
devant  le  coefficient  correspondant  de  A  ;  on  aura  l'expression  de 
la  dérivée  indiquée  par  cette  caractéristique ,  dans  une  série  or- 
donnée suivant  les  exposans  de  la  nouvelle  caractéristique.  On 
voit  que  pour  former  cette  série,  c'est-à-dire  pour. repasser  des 
fonctions  génératrices  à  leurs  coefficiens ,  il  suffit  de  substituer  dans 
B  considéré  cowne  fonction  de  C,  la  nouvelle  caractéristique,  à 
la  place  de  C;  de  développer  ensuite  B,  dans  une  série  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  de  cette  caractéristique  ;  enfin  d'écrire 
le  coefficient  d'une  puissance  indéterminée  de  la  variable  dans  A , 
à  la  suite  de  chaque  puissance  de  la  caractéristique ,  et  après  le 
premier  terme  de  la  série.  Ainsi  ce  coefficient  étant  une  fonction 
quelconque  de  l'indice  de  la  puissance  de  la  variable  ;  la  transfor- 
mation d'une  dérivée  de  cette  fonction ,  indiquée  par  une  première 
caractéristique ,  dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  exposans 
successifs  de  la  caractéristique  d'une  nouvelle  dérivée  de  la  même 
fonction,  se  réduit  aux  opérations  algébriques  du  développement 
des  fonctions  en  séries. 
Si  l'on  suppose  B  égal  à  l'unité  divisée  par  la  variable,  et  Cégal 
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à  cette  fraction  moins  un  ;  B  sera  égal  à  l'unité  plus  C ,  et  le  pro- 
duit de  A  par  la  ra"""  puissance  de  B ,  sera  égal  au  produit  de  A 
par  le  développement  de  la  puissance  n**"**  du  binôme,  un  plus  C; 
or  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  la  variable ,  dans 
le  produit  de  A  par  B  élevé  à  la  nUm*  puissance,  est ,  comme  on  l'a 
vu,  le  coefficient  de  la  puissance  supérieure  de  n  unités,  dans  A  ;  et 
ce  même  coefficient  dans  le  produit  de  A  par  une  puissance  de  C , 
est  la  différence  du  même  ordre,  du  coefficient  correspondant  dans 
A  ;  une  fonction  quelconque  de  l'indice  augmenté  de  n ,  est  donc  égale 
aux  coefficiens  des  termes  du  développement  de  la  puissance  7Vime 
du  binôme,  multipliés  respectivement  par  la  fonction  elle-même, 
et  ses  différences  successives;  ce  qui  donne  l'interpolation  des  séries, 
eu  moyen  des  différences  de  leurs  termes  successifs. 

B  étant  toujours  supposé  égal  à  l'unité  divisée  par  la  variable , 
et  C  étant  une  fonction  quelconque  de  cette  variable  ;  C  sera  la 
même  fonction  du  quotient  de  l'unité  divisée  par  B.  Si  de  là  on 
tire  l'expression  de  la  puissance  nUme  dé  B ,  dans  une  série  déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  Cj  on  aura  en  repassant  des  fonc- 
tions génératrices  aux  coefficiens ,  une  fonction  quelconque  de  l'in- 
dice augmenté  de  n ,  égale  à  une  série  dont  le  premier  terme  sera 
le  premier  terme  de  la  série  précédente,  multiplié  par  la  fonction 
elle-même  ;  et.dontles  suivans  seront  ceux  de  la  même  série ,  dans 
lesquels,  au  lieu  des  puissances  de  C,  on  écrit  les  mêmes  puissances 
de  la  caractéristique  relative  à  C ,  suivies  de  la  jonction.  Si  l'on 
suppose  un  des  termes  de  cette  nouvelle  série,  égal  ù  zéro;  tous 
les  termes  suivans  seront  nuls ,  et  la  somme  des  termes  pYécédens 
sera  l'expression  de  la  fonction  de  l'indice  augmenté  de  l'indéter- 
minée 7i  j  cette  expression  sera  l'intégrale  complète  de  l'équation 
aux  différences ,  indiquée  par  l'égalité  du  terme  de  la  série,  à  zéro  ; 
on  a  ainsi  la  méthode  la  plus  simple  d'intégrer  ce  genre  d'équa- 
tions. 

Concevons  présentement  que  A  soit  une  fonction  de  deux  va- 
riables, (ce  que  nous  allons  dire,  s'étend  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  ).  En  la  développant  dans  une  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  puissances  de  ces  variables ,  et  à  leurs  produits  ;  le  coefficient 
du  produit  de  deux  puissances  quelconques  dans  ce  développement, 
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sera  une  fonction  des  indices  de  ces  puissances ,  dont  A  sera  la 
fonction  génératrice. 

Si  l'on  multiplie  A  par  une  autre  fonction  B  de  ces  deux  va- 
riables ;  le  coefficient  des  deux  mêmes  puissances  dans  le  produit, 
sera  une  fonction  dérivée  du  coefficient  précédent,  dérivée  que  Ton 
pourra  exprimer  par  une  caractéristique  placée  devant  ce  coefficient. 
On  verra ,  comme  ci-dessus ,  que  le  coefficient  correspondant,  dans 
le  produit  de  A  par  une  puissance  quelconque  de  B ,  sera  exprime 
par  cette  caractéristique ,  toujours  placée  devant  le  coefficient  rela- 
tif à  A,  et  à  laquelle  on  donne  pour  exposant,  celui  de  la  puissance 
de  B.  De  là  résultent  des  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  sont 
relatifs  à  une  seule  variable.  On  pourra  développer  d'une  manière 
semblable ,  une  fonction  quelconque  des  deux  Indices  augmentés 
respectivement  des  nombres  n  et  n' ,  dans  une  série  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  d'une  caractéristique,  placées  devant  la  fonc- 
tion sans  accroissement  d'indices  ;  et  dont  le  premier  terme  est  celte 
fonction  elle-même.  Si  l'un  des  termes  de  cette  série ,  est  égal  àzérb  j 
tous  les  termes  suivans  le  seront  pareillement ,  et  la  somme  des 
termes  précédais  sera  l'expression  de  la  fonction  des  deux  indices 
augmentés  respectivement  des  indéterminées  n  et  n!  :  celte  expres- 
sion sera -l'intégrale  de  l'équation  ans  différences  finies  partielles, 
donnée  par  cette  égalité. 

Il  existe  toujours  une  fonction  des  variables ,  telle  qu'en  la  dé- 
veloppant en  série ,  les  coefficiens  des  produits  de  leurs  puissances 
ont  entre  eux,  la  relation  donnée  par  une  équation  aux  différences 
partielles.  Cette  fonction  que  j'ai  nommée  Jonction  génératrice  de 
l'équation  proposée  ,'est  souvent  facile  à  obtenir:  toutes  les  manières 
de  la  développer  en  série ,  donneront  l'intégrale  de  cette  équation , 
sous  des  formes  diverses  plus  ou  moins  commodes  selon  les  cir- 
constances. 

Si  l'on  a  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  d'une 
variable ,  et  telle  que  le  coefficient  de  chaque  puissance  soit ,  par 
exemple*,  la  moitié  du  coefficient  de  la  puissance  précédente  ;  on 
pourra  concevoir  l'intervalle  des  deux  premiers  termes ,  rempli 
d'une  infinité  de  termes  dans  lesquels  les  puissances  de  la  variable 
croîtront  par  degrés  infiniment  petits,  depuis  zéro  jusqu'à  l'unité, 
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et  auront  des  coefficiens  arbitraires.  Les  intervalles  des  termes 
consécutifs  suivans  ,  seront  pareillement  remplis  d'une  infinité 
d'autres  termes ,  mais  dépendons  des  premiers ,  de  manière  que  le 
coefficient  d'une  puissance  de  la  variable ,  soit  la  moitié  du  coeffi- 
cient de  la  puissance  moindre  d'une  unité.  Le  plus  communément, 
on  suppose  les  intervalles  des  premiers  termes  de  chaque  série , 
remplis  par  des  ordonnées  paraboliques  ;  alors  les  autres  inter- 
valles sont  remplis  d'ordonnées  semblables,  liées  aux  précédentes, 
par  la  loi  générale  de  la  série  qui  renferme  ainsi  toutes  les  puissances 
entières  et  fractionnaires  de  la  variable. 

Supposons  maintenant  que  A  soit  une  série  semblable,  et  que  B 
soit  égal  à,  moins  un  plus  l'unité  divisée  par  une  puissance  i  entière 
ou  fractionnaire  de  la  variable.  En  représentant  par  un  plus  C , 
l'unité  divisée  par  la  variable;  B  sera  égal  à  la  quantité  suivante , 
moins  un  plus  la  puissance  i  du  binôme  un  plus  C.  Si  l'on  multiplie 
par  A,  la  puissance  niime  de  cette  quantité  ;  on  aura  un  produit  iden- 
tiquement égal  à  celui  de  A  par  la  puissance  niim*  de  B.  Si  l'on  dé- 
veloppe ces  puissances  ;  on  repassera  des  fonctions  génératrices , 
aux  coefficiens,  i°  en  changeant  la  puissance  nième  de  B,  multipliée 
par  A,  dans  la  différence  nième  de  la  fonction  de  l'indice,  relative  à 
A,  /  étant  l'accroissement  de  l'indice;  a*  en  changeant  pareillement 
le  produit  de  A  par  une  puissance  de  C  d'un  ordre  quelconque ,  dans 
une  différence  du  même  ordre ,  de  la  même  fonction  de  l'indice  , 
l'unité  étant  l'accroissement  de  l'indice.  On  aura  donc  la  différence 
n>ème  d'une  fonction  quelconque  de  l'indice  dont  {'est  l'accroissement, 
exprimée  par  une  série  des  différences  de  la  même  fonction ,  dans 
lesquelles  l'unité  est  l'accroissement  de  l'indice.  On  peut  ainsi  trans- 
former la  caractéristique  relative  à  un  accroissement  de  l'indice, 
dans  une  série  de  caractéristiques  relatives  à  un  autre  accroisse- 
ment. 

On  voit  dans  tout  ce  qui  précède,  que  les  opérations  algébriques 
relatives  aux  transformations  des  fonctions ,  se  transportent  aux 
caractéristiques ,  en  leur  donnant  pour  exposons ,  ceux  dés  quan- 
tités qui  leur  correspondent.  Cette  analogie  remarquable  et  féconde 
des  puissances  et  des  caractéristiques,  avait  été  aperçue  parLcibnitz 
dans  les  expressions  duTérentielles.  Lagrangc,  en  suivant  cet  aperçu 
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de  Leibnitz  dans  tous  ses  développement,  en  a  tiré  des  formule» 
aussi  curieuses  qu'utiles  pour  l'analyse ,  mais  sans  en  donner  les 
démonstrations  qu'il  regardait  comme  difficiles.  La  théorie  des 
fonctions  génératrices  ne  laisse  rien  à  désirer  à  cet  égard,  et  de  plus 
clic  étend  à  des  caractéristiques  quelconques ,  l'analogie  que  ces 
deux  grands  géomètres  n'avaient  observée  que  relativement  aux 
puissances  et  aux  différences. 

Si  l'on  suppose  les  accroissemens  des  indices,  infiniment  petits; 
les  résultats  relatifs  à  leurs  accroissemens  finis ,  subsisteront  tou- 
jours, et  se  simplifieront  en  rejetant  les  infiniment  petits  d'un 
ordre  supérieur  à  celui  que  Ton  conserve.  Ces  passages  du  fini  à 
l'infiniment  petit,  ont  l'avantage  d'éclairer  les  points  délicats  de 
l'analyse  infinitésimale,  qui  ont  été  l'objet  de  giuuues  discussions 
parmi  les  géomètres.  C'est  ainsi  que  j'ai  démontré  la  possibilité 
d'introduire  des  fonctions  discontinues ,  dans  les  intégrales  des  équa- 
tions aux  différentielles  partielles;  pourvu  que  la  discontinuité  n'ait 
lieu  que  pour  les  différentielles  des  fonctions ,  de  l'ordre  de  ces 
équations.  Les  résultats  transcendant  du  calcul  sont ,  comme  toutes 
les  abstractions  de  l'entendement ,  des  signes  généraux  dont  on  ne 
peut  connaître  la  véritable  étendue ,  qu'en  remontant  par  l'analyse 
métaphysique,  aux  idées  élémentaires  qui  y  ont  conduit;  ce  qui 
présente  souvent  de  grandes  difficultés;  car  l'esprit  humain  en 
éprouve  moins  encore  à  se  porter  en  avant,  qu'à  se  replier  sur 
lui-même. 

Le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit,  répand  un  grand  jour  sur 
la  métaphysique  du  calcul  différentiel.  On  voit  clairement  par  ce 
passage ,  que  ce  calcul  n'est  que  la  comparaison  des  coefficiens  des 
mêmes  puissances  des  différentielles ,  dans  le  développement  en 
série,  de  fonctions  identiquement  égales  des  indices  augmentés  res- 
pectivement de  différentielles  indéterminées.  Les  quantités  que  l'on, 
néglige  comme  étant  d'un  ordre  d'infiniment  petits, supérieur  à  celui 
que  l'on  conserve ,  et  qui  semblent  par  cette  omission  y  ôter  à  ce 
calcul  la  rigueur  de  l'algèbre,  ne  sont  que  des  puissances  de  ces  diffé- 
rentielles, d'un  ordre  supérieur  à  celui  des  puissances  dont  on  com- 
pare les  coefficiens  ,  et  qui  par  là ,  doivent  être  rejetées  de  cette 
comparaison  j  ensorte  que  le  calcul  différentiel  a  toute  l'exactitude 
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des  autres  opérations  algébriques.  Mais  dans  ses  applications  à  la 
géométrie  et  à  la  mécanique,  il  est  indispensable  d'introduire  le  prin- 
cipe des  limites.  Par  exemple,  la  soutangente  d'une  courbe  étant  la 
limite  géométrique  de  la  sousécante ,  ou  la  ligne  dont  celle-ci  approche 
sans  cesse,  à  mesure  que  les  points  d'intersection  de  la  sécante 
et  de  la  courbe  se  rapprochent  ;  l'expression  analytique  de  la  sou- 
tangente ,  doit  être  pareillement  la  limite  de  l'expression  analytique 
de  la  sousécante  ;  elle  est,  par  conséquent,  égale  au  premier  terme 
de  celte  dernière  expression  développée  suivant  les  puissances  de 
l'intervalle  qui  sépare  les  deux  points  d'intersection. 

On  peut  encore  envisager  la  tangente,  comme  la  droite  dont- 
l'équation  approche  le  plus  do  ©elle  de  la  courbe ,  près  du  point  de 
contingence.  L'ordonnée  de  cette  courbe ,  étant  une  fonction  de 
l'abscisse  ;  si  à  partir  de  ce  point ,  on  fait  croître  l'abscisse,  d'une 
quantité  indéterminée ,  et  qu'on  développe  la  fonction  suivant  les 
puissances  de  cette  indéterminée  ;  il  est  visible  que  la  somme  des 
deux  premiers  termes  de  ce  développement,  sera  l'ordonnée  de  la 
droite  la  plus  approchante  de  la  courbe  ;  conséquemment ,  elle  sera 
l'ordonnée  de  la  tangente  :  le  coefficient  de  Indéterminée  dans  le 
second  terme,  exprimera  le  rapport  de  l'ordonnée  à  la  soutangente. 
Il  est  facile  de  prouver  par  le  principe  des  limites,  que  toute  autre 
droite  menée  par  le  point  de  contingence ,  entrerait  dans  la  courbe 
près  de  ce  point. 

Cette  manière  singulièrement  heureuse  de  parvenir  à  l'expression 
des  soutangentes,  est  due  à  Fermât  qui  l'a  étendue  aux  courbes 
transcendantes.  Ce  grand  géomètre  exprime  par  la  caractéristique  £ , 
l'accroissement  de  l'abscisse  ;  et  en  ne  considérant  que  la  première 
puissance  de  cet  accroissement ,  il  détermine  exactement  comme 
on  le  fait  par  le  calcul  différentiel,  les  soutangentes  des  courbes, 
leurs  points  d'inflexion ,  les  maxima  et  minima  de  leurs  ordon- 
nées, et  généralement  ceux  des  fonctions  rationnelles.  On  voit  même 
par  sa  belle  solution  du  problème  de  la  réfraction  de  la  lumière , 
en  supposant  qu'elle  parvient  d'un  point  à  un  autre  dans  le  temps 
le  plus  court,  et  qu'elle  se  meut  dans  les  divers  milieux  diaphanes 
avec  différentes  vitesses ,  on  voit  dis-je ,  qu'il  savait  étendre  sa  mé- 
thode ,  aux  fonctions  irrationnelles,  en  se  débarrassant  des  irration- 
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nalités ,  par  Félévation  des  radicaux  aux  puissances.  On  doit  donc 
regarder  Fermât ,  comme  le  véritable  inventeur  du  calcul  différentiel. 
Newton  a  depuis  rendu  ce  calcul,  plus  analytique,  dans  sa  Méthode 
desFluxionsîetUenasimplifié  et  généralisé lesprocédés,  par  sonbeau 
théorème  du  binôme.  Enfin presqu'enmême  temps,  Leibnitz  a  enrichi 
le  calcul  différentiel ,  d'une  notation  qui  en  indiquant  le  passa  gedu  fini 
à  l'infiniment  petit,  réunit  à  l'avantage  d'exprimer  les  résultats  rigou- 
reux de  ce  calcul,  celui  de  donner  les  premières  valeurs  appro- 
chées des  différences  et  des  sommes  des  quantités  ;  notation  qui  s'est 
adaptée  d'elle-même  au  calcul  des  différentielles  partielles.  La  langue 
de  l'analyse ,  la  plus  parfaite  de  toutes  les  langues,  étant  par  elle- 
même  un  puissant  instrument  de  découvertes  ;  ses  notations ,  lors- 
qu'elles sont  nécessaires  et  heureusement  imaginées,  sont  des  germes 
de  nouveaux  calculs.  Ainsi ,  la  simple  idée  qu'eut  Descartes ,  d'in- 
diquer les  puissances  représentées  par  des  lettres,  en  écrivant  vers 
le  haut  de  ces  lettres ,  les  nombres  qui  expriment  les  degrés  de  ces 
puissances ,  a  donné  naissance  au  calcul  exponentiel  j  et  Leibnitz  a 
été  conduit  par  sa  notation ,  à  l'analogie  singulière  des  puissances 
et  des  différentielles.  Le  calcul  des  fonctions  génératrices ,  qui , 
comme  on  l'a  vu ,  donne  la  véritable  origine  de  cette  analogie , 
offre  tant  d'exemples  de  ce  transport  des  puissances  aux  caracté- 
ristiques ,  qu'il  peut  encore  être  envisagé  comme  le  calcul  expo- 
nentiel des  caractéristiques. 

On  est  souvent  conduit  à  des  expressions  qui  contiennent  tant 
de  termes  et  de  facteurs ,  que  les  substitutions  numériques  y  sont 
impraticables.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  les  questions  de  probabilité, 
lorsque  Ton  considère  un  grand  nombre  d'événemens.  Cependant 
il  importe  alors  d'avoir  la  valeur  numérique  des  formules ,  pour 
connaître  avec  quelle  probabilité ,  les  résultats  que  les  événemens 
développent  en  se  multipliant,  sont  indiqués.  Il  importe  surtout 
d'avoir  la  loi  suivant  laquelle  cette  probabilité  approche  sans  cesse 
de  la  certitude  qu'elle  finirait  par  atteindre,  si  le  nombre  des  évé- 
nemens devenait  infini.  Pour  y  parvenir,  je  considérai  que  les 
intégrales  définies  de  différentielles  multipliées  par  des  facteurs 
élevés  à  de  grandes  puissances,  donnaient  par  l'intégration,  des  for- 
mules composées  d'un  grand  nombre  de  termes  et  de  facteurs.  Cette 
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remarque  me  fit  naître  l'idée  de  transformer  dans  de  semblables 
intégrales,  les  expressions  compliquées  de  l'analyse  et  les  intégrales 
des  équations  aux  différences.  Je  remplis  cet  objet  par  une  mé- 
thode qui  donne  à-Ia-fois,  la  fonction  comprise  sous  le  signe  inté- 
gral, et  les  limites  de  l'intégration.  Elle  offre  cela  de  remarquable , 
savoir ,  que  cette  fonction  est  la  fonction  même  génératrice  des 
expressions  et  des  équations  proposées;  ce  qui  rattache  cette 
méthode  ,  à  la  théorie  des  fonctions  génératrices  dont  elle  est  le 
complément.  Il  ne  s'agissait  plus  ensuite  que  de  réduire  l'intégrale 
définie ,  en  série  convergente.  C'est  ce  que  j'obtins  par  un  procédé 
qui  fait  converger  la  série ,  avec  d'autant  plus  de  rapidité ,  que  la 
formule  qu'ell«  repn»«Bto  cet  plus  compliquée  ;  ensorte  qu'il  est 
d'autant  plus  exact,  qu'il  devient  plus  nécessaire.  Le  plus  souvent , 
la  série  a  pour  facteur,  la  racine  carrée  du  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  :  quelquefois  elle  dépend  4'autres  transcendantes 
dont  le  nombre  est  infini. 

Une  remarque  importante ,  qui  tient  à  la  grande  généralité  de 
l'analyse ,  et  qui  permet  d'étendre  cette  méthode,  aux  formules 
et  aux  équations  aux  différences ,  que  la  théorie  des  probabilités 
présente  le  plus  fréquemment ,  est  que  les  séries  auxquelles  on 
parvient,  en  supposant  réelles  et  positives,  les  limites  des  intégrales 
définies ,  ont  également  lieu  dans  le  cas  où  l'équation  qui  détermine 
ces  limites ,  n'a  que  des  racines  négatives  ou  imaginaires.  Ces  pas- 
sages du  positif  au  négatif,  et  du  réel  à  l'imaginaire ,  dont  j'ai  fait 
le  premier  usage ,  m'ont  conduit  encore  aux  valeurs  de  plusieurs 
intégrales  définies  singulières ,  que  j'ai  trouvées  ensuite  directement. 
On  peut  donc  considérer  ces  passages ,  comme  des  moyens  de  dé- 
couvertes ,  pareils  à  l'induction  et  à  l'analogie  employées  depuis 
long-temps  par  les  géomètres,  d'abord  avec  un  extrême  réserve, 
ensuite  avec  une  entière  confiance  ;  un  grand  nombre  d'exemples 
en  ayant  justifié  l'emploi.  Cependant  il  est  toujours  utile  de  con- 
firmer par  des  démonstrations  directes ,  les  résultats  obtenus  par 
ces  divers  moyens. 

J'ai  nommé  calcul  des  fonctions  génératrices,  l'ensemble  des 
méthodes  précédentes  :  ce  calcul  sert  de  fondement  à  la  théorie. 
d£3  probabilités,  exposée  dans  cet  ouvrage. 


Digitized  by  Google 


INTRODUCTION. 


APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS. 

Des  Jeux. 

Les  combinaisons  que  les  jeux  présentent ,  ont  été  l'objet  des 
premières  recherches  sur  les  probabilités.  Dans  l'infinie  variété  de 
ces  combinaisons,  plusieurs  d'entre  elles  se  prêtent  avec  facilité  au 
calcul  :  d'autres  exigent  des  calculs  plus  difficiles;  et  les  difficultés 
croissant  à  mesure  que  les  combinaisons  deviennent  plus  compli- 
quées, le  désir  de  les  surmonter  et  la  curiosité  ont  excité  les  géo- 
mètres à  perfectionner  de  plus  en  pins,  ce  genre  d'analyse.  On  a  vu 
précédemment  que  l'on  pouvait  facilement  déterminer  par  la  théorie 
des  combinaisons,  les  bénéfices  d'une  loterie.  Mais  il  est  plus  diffi- 
cile de  savoir  en  combien  de  tirages  on  peut  parier  un  contre  un, 
par  exemple ,  que  tous  les  numéros  seront  sortis,  n  étant  le  nombre 
des  numéros ,  r  celui  des  numéros  sortans  à  chaque  tirage ,  et  i  le 
nombre  inconnu  de  tirages;  l'expression  de  la  probabilité  de  la  sor- 
tie de  tous  les  numéros ,  dépend  de  la  différence  finie  nWme  de  la 
puissance  i  du  produit  de  r  nombres  consécutifs.  Lorsque  le 
nombre  n  est  considérable ,  la  recherche  de  la  valeur  de  i  ,  qui 
rend  cette  probabilité  égale  à  i,  devient  impossible,  à  moins  qu'on 
ne  convertisse  cette  différence ,  dans  une  série  très-convergente. 
C'est  ce.  que  l'on  fait  heureusement  par  la  méthode  ci-dessus  indi- 
quée, pour  les  approximations  des  fonctions  de  très-grands  nombres. 
On  trouve  ainsi  que  la  loterie  étant  composée  de  dix  mille  numé- 
ros dont  un  seul  sort  à  chaque  tirage;  il  7  a  du  désavantage  à 
parier  un  contre  un,  que  tous  les  numéros  sortiront  dans  95767  ti- 
rages, et  de  l'avantage  à  faire  le  même  pari  pour  95768  tirages.  A  la 
loterie  de  France,  ce  pari  est  désavantageux  pour  85  tirages,  et 
avantageux  pour  86  tirages. 

Considérons  encore  deux  joueurs  A  et  B  jouant  ensemble  à  croix 
et  pile ,  de  manière  qu'à  chaque  coup ,  si  croix  arrive ,  A  donne 
un  jeton  à  B  qui  lui  en  donne  un, si  pile  arrive;  le  nombre  des 
jetons  de  B  est  limité  :  celui  des  jetons  de  A  est  illimité  ;  et  la 
partie  ne  doit  finir  que  lorsque  B  n'aura  plus  de  jetons.  On  demande 
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plus  petit  nombre  de  jetons.  Sa  probabilité  de  gagner  la  partie  aug- 
mente, si  les  joueurs  conviennent  de  doubler,  de  tripler  leurs 
jetons;  et  elle  devient  r  ou  la  même  que  la  probabilité  de  l'autre 
joueur,  dans  le  cas  où  les  nombres  de  leurs  jetons  deviendraient 
infinis ,  en  conservant  toujours  le  même  rapport. 

On  peut  corriger  l'influence  de  ces  inégalités  inconnues,  en  les 
soumettant  elles-mêmes  aux  chances  du  hasard.  Ainsi  au  jeu  de 
croix  et  pile,  si  Ton  a  une  seconde  pièce  que  l'on  projette  chaque 
fois  avec  la  première;  et  que  l'on  convienne  de  nommer  constam- 
ment croix,  la  face  amenée  par  cette  seconde  pièce;  la  probabilité 
d'amener  croix  deux  fois  de  suite,  avec  la- première  pièce ,  appro- 
chera beaucoup  pkia  d'un  quart,  que  dans  le  cas  d'une  seule  pièce. 
Dans  ce  dernier  cas,  la  différence  est  le  carré  du  petk  accroisse- 
ment de  possibilité  que  l'inégalité  inconnue  donne  à  la  face  de  la 
première  pièce ,  qu'elle  favorise  :  dans  l'autre  cas ,  cette  différence 
est  le  quadruple  produit  de  ce  carré,  par  le  carré  correspondant 
relatif  à  la  seconde  pièce. 

Que  l'onjette  dans  une  urne,  cent  numéros  depuis  un  jusqu'à  cent, 
dans  l'ordre  de  la  numération,  et  qu'après  avoir  agité  l'urne,  pour 
mêler  ces  numéros,  on  en  lire  un;  il  est  clair  que  si  le  mélange 
a  été  bien  fait,  les  probabilités  de  sortie  des  numéros,  sont  les 
mêmes.  Mais  si  l'on  craint  qu'il  n'y  ait  entre  elles ,  de  petites  diffé- 
rences dépendantes  de  l'ordre  suivant  lequel  les  numéros  ont  été 
jetés  dans  l'urne  ;  on  diminuera  considérablement  ces  différences, 
.  en  jetant  dans  une  seconde  urne,  ces  numéros  suivant  leur  ordre 
de  sortie  de  la  première  urne ,  et  en  agitant  ensuite  cette  seconde 
urne ,  pour  mêler  ces  numéros.  Une  troisième  mue  ,  une  qua- 
trième, etc.,  diminueraient  de  plus  en  plus  ces  différences  déjà 
insensibles  dans  la  seconde  urne. 

De  la  probabilité  des  témoignages. 

La  plupart  de  nos  jugemens  étant  fondés  sur  la  probabilité  des 
témoignages ,  il  est  bien  important  de  la  soumettre  au  calcul.  La 
chose,  il  est  vrai,  devient  souvent  impossible,  par  la  difficulté 
d'apprécier  la  véracité  des  témoins ,  et  par  le  grand  nombre  de 
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circonstances  dont  les  faits  qu'ils  attestent ,  sont  accompagnés.  Mais 
on  peut  dans  plusieurs  cas,  résoudre  des  problèmes  qui  ont  beau- 
coup d'analogie  avec  les  questions  que  l'on  se  propose  ,  et  dont 
les  solutions  peuvent  être  regardées  comme  des  approximations 
propres  à  nous  guider,  et  à  nous  garantir  des  erreurs  et  des  dangers 
auxquels  de  mauvais  raisonnemens  nous  exposent.  Une  approxima- 
tion de  ce  genre ,  lorsqu'elle  est  bien  dirigée,  est  toujours  préférable 
aux  raisonnemens  les  plus  spécieux.  Essayons  donc  de  donner 
quelques  règles  générales  pour  y  parvenir. 

On  a  extrait  un  seul  numéro ,  d'une  urne  qui  en  renferme  mille. 
Un  témoin  de  ce  tirage,  annonce  que  le  n°  7g  est  sorti;  on  demande 
la  probabilité  de  cette  sortie.  Supposons  que  l'expéi  ieucc  ml  fait 
connaître  que  ce  témoin  trompe  une  fois  sur  dix  ,  ensorte  que 
la  probabilité  de  son  témoignage  soit  Ici,  l'événement  observé  est  " 
le  témoin  attestant  que  le  n°  79  est  sorti.  Cet  événement  peut 
résulter  des  deux  hypothèses  suivantes,  sa  voir,  que  le  témoin  énonce 
la  vérité,  ou  qu'il  trompe.  Suivant  le  principe  que  nous  avons 
exposé  sur  la  probabilité  des  causes ,  tirée  des  événemens  obser- 
vés ,  il  faut  d'abord  déterminer  à  priori,  la  probabilité  de  l'évé- 
nement dans  chaque  hypothèse.  Dans  la  première ,  la  probabilité 
que  le  témoin  annoncera  le  n*  79 ,  est  la  probabilité  même  de  la 
sorlie  de  ce  numéro ,  c'est-à-dire  Il  faut  la  multiplier  par  la 
probabilité  de  la  véracité  du  témoin;  on  aura  donc  7^*--  pour 
la  probabilité  de  l'événemerit  observé ,  dans  cette  hypothèse.  Sî 
le  témoin  trompe,  le  n°  79  n'est  pas  sorti;  et  la  probabilité  de  ce 
cas  est  Mais  pour  annoncer  la  sortie  de  ce  numéro ,  le 
témoin  doit  le  choisir  parmi  les  999  numéros  non  sortis  ;  et  comme 
il  est  supposé  n'avoir  aucun  motif  de  préférence  pour  les  uns 
plutôt  que  pour  les  autres ,  la  probabilité  qu'il  choisira  le  n°  79  • 
est  5^5;  en  multipliant  donc  cette  probabilité,  par  la  précédente  , 
on  aura  Tssêpour  la  probabilité  que  le  témoin  annoncera  le  n'  79  , 
dans  la  seconde  hypothèse.  II  faut  encore  multiplier  cette  proba- 
bilité, par  la  probabilité  ~  de  l'hypothèse  elle-même;  ce  qui  donne 
,oôoo  pour  la  probabilité  de  l'événement,  relative  à  cette  hypo- 
thèse. Présentement,  si  l'on  forme  une  fraction  dont  le  numérateur 
soit  la  probabilité  relative  à  la  première  hypothèse ,  et  dont  le; 
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dénominateur  soit  la  somme  des  probabilités  relatives  aux  deux 
hypothèses;  on  aura  par  le  sixième  principe,  la  probabilité  de  la 
première  hypothèse,  et  cette  probabilité  sera  c'est-à-dire  la 
véracité  même  du  témoin.  C'est  aussi  la  probabilité  de  la  sortie 
du  n'  79.  La  probabilité  du  mensonge  du  témoin  et  de  la  non-sortie 
de  ce  numéro  est 

Si  le  témoin  voulant  tromper,  avait  quelqu'intérèt  à  choisir  le 
n*  79  parmi  les  numéros  non  -  sortis  ;  s'il  jugeait ,  par  exemple , 
qu'ayant  placé  sur  ce  numéro  une  mise  considérable,  l'annonce 
de  sa  sortie  augmentera  son  crédit;  la  probabilité  qu'il  choisira 
ce  numéro,  ne  sera  plus,  comme  auparavant,  *£?;  elle  pourra 
être  alors  7,  7,  etc.,  suivant  l'intérêt  qu'il  aura  d'annoncer  sa 
sortie.  En  la  supposant  £ ,  il  faudra  multiplier  par  cette  fraction , 
la  probabilité  ,  pour  avoir  dans  l'hypothèse  du  mensonge ,  la 
probabilité  de  l'événement  observé,  qu'il  faut  encore  multiplier  par 
77;  ce  qui  donne  r^i-ts  V°m  lft  probabilité  de  l'événement  dans  la 
seconde  hypothèse.  Alors  la  probabilité  de  la  première  hypothèse, 
ou  de  la  sortie  du  n*  79,  se  réduit  par  la  règle  précédente,  à 
-fc.  Elle  est  donc  trèa-affâibue  par  la  considération  de  l'intérêt  que 
le  témoin  peut  avoir  à  annoncer  la  sortie  du  n*  79.  Le  bon  sens 
nous  dicte  que  cet  intérêt  doit  inspirer  de  la  défiance.  Mais  le  calcul 
en  apprécie  l'influence  avec  exactitude. 

La  probabilité  à  priori  du  numéro  énoncé  par  le  témoin,  est 
l'unité  divisée  par  le  nombre  des  numéros  de  l'urne  :  elle  se  trans- 
forme en  vertu  du  témoignage,  dans  la  véracité  même  du  témoin  ; 
elle  peut  donc  être  affaiblie  par  ce  témoignage.  Si ,  par  exemple , 
l'urne  ne  renferme  que  deux  numéros ,  ce  qui  donne  ?  pour  la 
probabilité  à  priori  de  la  sortie  du  n*  1  ;  et  si  la  véracité  d'un  témoin 
qui  l'annonce  est  tV;  cette  sortie  en  devient  moins  probable.  Eneffèt, 
il  est  visible  que  le  témoin  ayant  alors  plus  de  pente  vers  le  men- 
songe que  vers  la  vérité  ;  son  témoignage  doit  diminuer  la  proba- 
bilité du  fait  attesté ,  toutes  les  fois  que  cette  probabilité  égale  ou 
surpasse  -J.  Mais  s'il  y  a  trois  numéros  dans  l'urne,  la  probabilité 
à  priori  de  la  sortie  dun'i,  est  accrue  par  l'affirmation  d'un  témoin 
dont  la  véracité  surpasse  f 

Supposons  maintenant  que  l'urne  renferme  999  boules  noires  et 
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une  boule  blanche,  et  qu'une  boule  en  ayant  été  extraite,  un  té- 
moin du  tirage  annonce  que  cette  boule  est  blanche.  La  probabilité 
de  l'événement  observé,  déterminée  à  priori,  dans  la  première 
hypothèse ,  sera  ici ,  comme  dans  la  question  précédente ,  égale  à 
Tôlës.  Ma*s  dan»  l'hypothèse  où  le  témoin  trompe,  la  boule  blanche 
n'est  pas  sortïe ,  et  la  probabilité  de  ce  cas  est  J&V  D  feut  k 
multiplier  par  la  probabilité  -fr  du  mensonge,  ce  qui  donne  -£'k 
pour  la  probabilité  de  l'événement  observé ,  relative  à  la  seconde 
hypothèse.  Cette  probabilité  n'était  que  tô£ïô  dans  la  question  pré- 
cédente :  cette  grande  différence  tient  à  ce  qu'une  boule  noire  étant 
sortie ,  le  témoin  voulant  tromper ,  n'a  point  de  choix  à  faire  parmi  les 
999  boules  non  sorties,  pour  annoncer  la  sortie  <Tuuc  boule  Mauche. 
Maintenant,  si  l'on  forme  deux  fractions  dont  les  numérateurs 
soient  les  probabilités  relatives  à  chaque  hypothèse ,  et  dont  le 
dénominateur  commun  soit  la  somme  de  ces  probabilités;  on  aura 
roVs  pour  la  probabilité  de  la  première  hypothèse,  et  de  la  sortie 
.  d'une  boule  blanche ,  et        pour  la  probabilité  de  la  seconde 
hypothèse,  et  de  la  sortie  d'une  boule  noire.  Cette  dernière  pro- 
babilité est  fort  approchante  de  la  certitude  :  elle  en  approcherait 
beaucoup  plus  encore,  et  deviendrait   *oV/o g  »  si  l'urne  renfermait 
un  million  de  boules  dont  une  seule  serait  blanche  ;  la  sortie  d'une 
boule  blanche  devenant  alors  beaucoup  plus  extraordinaire.  On  voit 
ainsi  comment  la  probabilité  du  mensonge  croît  à  mesure  que  le 
fuit  devient,  plus  extraordinaire. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  témoin  ne  se  trompait  point; 
mais  si  l'on  admet  encore  la  chance  de  son  erreur,  le  fuit  extraor- 
dinaire  devient  plus  invraisemblable.  Alors  au  lieu  de  deux  hypo- 
thèses, on  aura  les  quatre  suivantes,  savoir,  celle  du  témoin  ne 
trompant  point  et  ne  se  trompant  point  ;  celle  du  témoin  ne 
trompant  point,  et  se  trompant  ;  l'hypothèse  du  témoin  trompant 
et  ne  se  trompant  point;  enfin  celle  du  témoin  trompant  et  se 
trompant  En  déterminant  à  priori  dans  chacune  de  ces  hypo- 
thèses ,  la  probabilité  de  l'événement  observé  ;  on  trouve  par  le 
sixième  principe,  la  probabilité  que  le  fait  attesté  est  faux,  égale 
à  une  fraction  dont  le  numérateur  est  le  nombre  des  boules  noires 
de  l'urne,  multiplié  par  la  somme  des  probabilités  que  le  tuinoin 
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ne  trompe  point  et  se  trompe ,  ou  qu'il  trompe  et  ne  se  trompe 
point,  et  dont  le  dénominateur  est  ce  numérateur  augmenté  de 
la  somme  des  probabilités  que  le  témoin  ne  trompe  point  et  ne  se 
trompe  point,  ou  qu'il  trompe  et  se  trompe  à -la-fois.  On  voit  par 
là,  que  si  le  nombre  des  boules  noires  de  l'urne  est  très -grand, 
ce  qui  rend  extraordinaire ,  la  sortie  de  la  boule  blanche  ;  la  pro- 
babilité que  le  fait  attesté  n'est  pas ,  approche  extrêmement  de  la 
certitude.  , 

En  étendant  cette  conséquence ,  à  tous  les  faits  extraordinaires  ; 
il  en  résulte  que  la  probabilité  de  l'erreur  ou  du  mensonge  du  té- 
moin, devient  d'autant  plus  grande,  que  le  iâit  attesté  est  plus 
extraordinaire.  Quelquoo  autours  ont  avancé  le  contraire ,  en  se 
fondant  sur  ce  que  la  vue  d'un  fuit  extraordinaire  étant  parfaite- 
ment semblable  à  celle  d'un  fait  ordinaire,  les  mêmes  motifs  doivent 
nous  porter  à  croire  également  le  témoin,  soit  qu'il  affirmél'un  ou 
qu'il  affirme  l'autre  de  ces  faits.  Le  simple  bon  sens  repousse  une 
aussi  étrange  assertion:  mais  le  calcul  desprobabilités,  cucoiifirrnant 
l'indication  du  sens  commun ,  apprécie  de  plus,  l'invraisemblance 
des  témoignages  sur  les  faits  extraordinaires. 

On  insiste,  et  l'on  suppose  deux  témoins  également  dignes  de  foi, 
dont  le  premier  atteste  qu'il  a  vu  mort,  il  y  a  quinze  jours,  un 
individu  que  le  second  témoin  affirme  avoir  vu  hier,  plein  de  vie. 
L'un  ou  l'autre  de  ces  faits  n'offre  rien  d'invraisemblable.  La  résur- 
rection de  l'individu  est  une  conséquence  de  leur  ensemble  ;  mais 
les  témoignages  ne  portant  point  directement  sur  elle ,  ce  qu'elle  a 
d'extraordinaire  ne  doit  point  affaiblir  la  croyance  qui  leur  est  due. 
(  Encyclopédie ,  art.  certitude  ). 

Cependant ,  si  la  conséquence  qui  résulte  de  l'ensemble  des  té- 
moignages était  impossible ,  l'un  d'eux  serait  nécessairement  faux  ; 
or  une  conséquence  impossible  est  la  limite  des  conséquences  ex- 
traordinaires ,  comme  l'erreur  est  la  limite  des  invraisemblances  ; 
la  valeur  des  témoignages,  qui  devient  nulle  dans  le  cas  d'une  con- 
séquence impossible,  doit  donc  être  trcs-alTaiblie  dans  celui  d'une 
conséquence  extraordinaire.  C'est  en  effet ,  ce  que  le  calcul  des 
probabilités  confirme. 

Pour  le  faire  voir,  considérons  deux  urnes  A  et  B  dont  la  pre- 
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mière  contient  un  million  de  boules  blanches,  et  la  seconde ,  un 
million  de  boules  noires.  On  tire  de  l'une  de  ces  urnes ,  une  boule 
que  Ton  remet  dans  l'autre  urne  dont  on  extrait  ensuite  une  boule. 
Deux  témoins ,  l'un  du  premier  tirage ,  et  l'autre  du  second ,  attestent 
que  la  boule  qu'ils  ont  vu  extraire,  est  blanche.  Chaque  témoignage 
pris  isolément ,  n'a  rien  d'invraisemblable  ;  et  il  est  facile  de  voir 
que  la  probabilité  du  lait  attesté,  est  la  véracité  même  du  témoin. 
Mais  il  suit  de  l'ensemble  des  témoignages ,  qu'une  boule  blanche  a 
été  extraite  de  l'urne  A  au  premier  tirage ,  et  qu'ensuite ,  mise  dan» 
l'urne  B,  elle  a  reparu  au  second  tirage;  ce  qui  est  fort  extraor- 
dinaire ;  car  cette  urne  renfermant  alors  une  boule  blanche  sur  un 
million  de  boules  noires ,  la  probabilité  d'en  oxtrain»  ln  houle 
blanche  est  ,0.ô0.7»  Pour  déterminer  l'affaiblissement  qui  en  résulte 
dans  la  probabilité  de  la  chose  énoncée  parles  deux  témoins;  nous 
remarquerons  que  l'événement  observé  est  ici  l'affirmation  par  cha- 
cun d'eux,  que  la  boule  qu'il  a  vu  extraire ,  est  blanche.  Repré- 
sentons par  •£  la  probabilité  qu'il  énonce  la  vérité,  ce  qui  peut  avoir 
lieu  dans  le  cas  présent,  lorsque  le  témoin  ne  trompe  point  et  ne 
se  trompe  point,  et  lorsqu'il  trompe  et  se  trompe  à-la-fois.  On  peut 
former  les  quatre  hypothèses  suivantes. 

i".  Le  premier  et  le  second  témoin  disent  la  vérité.  Alors ,  une 
boule  blanche  a  d'abord  été  extraite  de  l'urne  A,  et  la  probabilité 
de  cet  événement  est  £ ,  puisque  la  boule  extraite  au  premier  ti- 
rage a  pu  sortir  également  de  l'une  ou  l'autre  urne.  Ensuite ,  la 
boule  extraite  mise  dans  l'urne  B  a  reparu  au  second  tirage  :  la  pro- 
babilité de  cet  événement  est  tsïïttptî  la  probabilité  du  fait  énoncé 
est  donc  «,.„;.„-.  En  la  multipliant  par  le  produit  des  probabilités 
et  que  les  témoins  disent  la  vérité;  on  aura  t^^ôtt^  Pour  1* 
probabilité  de  l'événement  observé ,  dans  cette  première  hypothèse. 

a\  Le  premier  témoin  dit  la  vérité,  et  le  second  ne  la  dit  point , 
soit  qu'il  trompe  et  ne  se  trompe  point,  soit  qu'il  ne  trompe  point 
et  se  trompe.  Alors  une  boule  blanche  est  sortie  de  l'urne  A  au  pre- 
mier tirage,  et  la  probabilité  de  cet  événement  est  7.  Ensuite  cette 
boule  ayant  été  mise  dans  l'urne  B ,  tinc  boule  noire  en  a  été  ex- 
traite :  la  probabilité  de  cette  extraction  est  î  on  a  donc 
;£Hr.  pour  la  probabilité  de  l'événement  composé.  En  la  multi- 
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pliant  par  le  produit  des  deux  probabilités  et  que  le  premier 
ttîhioin  dit  la  vérité,  et  que  le  second  ne  la  dit  point;  on  aura 
itËËËz  Pour  la  probabilité  de  l'événement  observé,  dans  la  seconde 
hypothèse. 

3*.  Le  premier  témoin  ne  dit  pas  la  vérité,  et  le  second  l'énonce. 
Alors  une  boule  noire  est  sortie  de  l'urne  B  au  premier lirage ,  et 
après  avoir  été  mise  dans  l'urne  A,  une  boule  blanche  a  été  extraite 
de  celte  urne.  La  probabilité  du  premier  de  ces  événemens  est  t  , 
et  celle  du  second  est  !4HH7  ;  la  probabilité  de  l'événement  com- 
posé est  donc  ïK-îrffï-  En  la  multipliant  par  le  produit  des  proba- 
bilités et  que  le  premier  témoin  ne  dit  pas  la  vérité,  et  que 
le  second  l'énonce;  on  «ura  ^Î2H~  pour  la  probabilité  de  l'événe- 
nement  observé,  relative  à  celte  hypothèse. 

4°.  Enfin,  aucun  des  témoins  ne  dit  la  vérité.  Alors  une  boule 
noire  a  été  extraite  de  l'urne  B  au  premier  tirage  ;  ensuite  ayant 
été  mise  dans  l'urne  A,  elle  a  reparu  au  second  tirage  :  la  proba- 
bilité de  cet  événement  composé  est  ,00^oo7.  En  la  multipliant  par 
le  produit  des  probabilités  Vô  et  que  chaque  témoin  ne  dit  pas 
la  vérité  ;  on  aura  t^^ïôô  pour  la  probabilité  de  l'événement 
observé,  dans  cette  hypothèse. 

Maintenant,  pour  avoir  la  probabilité  de  la  chose  énoncée  par 
les  deux  témoins ,  savoir,  qu'une  boule  blanche  a  été  extraite  à 
chacun  des  tirages  ;  il  fout  diviser  la  probabilité  correspondante  à 
la  première  hypothèse,  parla  somme  des  probabilités  relatives  aux 
quatre  hypothèses;  et  alors  on  a  pour  cette  probabilité  r^'^ii ,  frac- 
tion extrêmement  petite. 

Si  les  deux  témoins  affirmaient,  le  premier,  qu'une  boule  blanche 
a  été  extraite  de  l'une  des  deux  urnes  A  et  B  ;  le  second ,  qu'une 
boule  blanche  a  été  pareillement  extraite  de  l'une  des  deux  urnes 
A'  et  B',  en  tout  semblables  aux  premières  ;  la  probabilité  de  la  chose 
énoncée  par  les  deux  témoins  serait  le  produit  des  probabilités  de 
leurs  témoignages  ou  — ; ,  c'est  à-dire ,  cent  quatre-vingt  mille  fois 
au  moins,  plus  grande  que  la  précédente.  On  voit  par  là  ,  combien 
dans  le  premier  cas,  la  réapparition  au  second  tirage,  de  la  boule 
blanche  extraite  au  premier,  conséquence  extraordinaire  des  deux 
témoignages ,  en  affaiblit  la  valeur. 
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Nous  n'ajouterions  point  foi  au  témoignage  d*un  homme^rai  nous 
attesterait  qu'en  projetant  cent  des  en  l'air,  ils  sont  tous  retombés 
sur  la  même  face.  Si  nous  avions  été  nous-mêmes  spectateurs  do 
cet  événement,  nous  n'en  croirions  nos  propres  yeux,  qu'après 
en  avoir  scrupuleusement  examiné  toutes  les  circonstances ,  pour 
être  bien  surs  qu'il  n'y  a  point  eu  de  prestige.  Mais  après  cet 
examan ,  nous  ne  balancerions  point  à  l'admettre ,  malgré  son  ex- 
trême invraisemblance  ;  et  personne  ne  serait  tenté  pour  l'expliquer, 
de  recourir  à  une  illusion  produite  par  un  renversement  des  lois  de  la 
vision.  Nous  devons  en  conclure  que  la  probabilité  de  la  constance 
des  lois  de  la  nature,  est  pour  nous,  supérieure  à  celle  que  l'événe- 
ment dont  il  s'agit,  ne  doit  point  avoir  lieu ,  probabilité  supérieure 
elle-même  à  celle  de  la  plupart  des  faits  historiques  que  nous  re- 
gardons comme  incontestables.  On  peut  juger  par  là ,  du  poids  im- 
mense de  témoignages  nécessaires  pour  admettre  une  suspension  des 
lois  naturelles  ;  et  combien  il  seraitabusif  d'appliquer  à  ce  cas,  les  règles 
ordinaires  de  la  critique.  Tous  ceux  qui  sans  offrir  cette  immensité 
de  témoignages ,  éta  y  ent  ce  qu'ils  avancent ,  de  récits  d'événemens  con- 
traires à  ces  lob,  affaiblissent  plutôt  qu'ils  n'augmentent  la  croyance 
qu'ils  cherchent  à  inspiror;car  alors  ces  récits  rendent  très-probable , 
l'erreur  ou  le  mensonge  de  leurs  auteurs.  Mais  ce  qui  diminue  la 
croyance  des  hommes  éclairés,  accroît  souvent  celle  du  vulgaire  j 
et  nous  en  avons  donné  précédemment  la  raison. 

Il  y  a  des  choses  tellement  extraordinaires ,  que  rien  ne  peut 
en  balancer  l'invraisemblance.  Mais  celle-ci,  par  l'effet  d'une  opi- 
nion dominante ,  peut  être  affaiblie  au  point  de  paraître  inférieure 
à  la  probabilité  des  témoignages  ;  et  quand  cette  opinion  vient  à 
changer ,  un  récit  absurde  admis  unanimement  dans  le  siècle  qui 
lui  a  donné  naissance,  n'offre  aux  siècles  suivans ,  qu'une  nouvelle 
preuve  de  l'extrême  influence  de  l'opinion  générale,  sur  les  meilleurs 
esprits.  Deux  grands  hommes  du  siècle  de  Louis  XIV,  Racine  et 
Pascal ,  en  sont  des  exemples  frappans.  Il  est  affligeant  de  voir 
avec  quelle  complaisance ,  Racine ,  ce  peintre  admirable  du  cœur 
humain,  et  le  poëte  le  plus  parfait  qui  fut  jamais,  rapporte  comme 
miraculeuse ,  la  guérison  de  la  jeune  Perrier,  nièce  de  Pascal ,  et 
pensionnaire  à  l'abbaye  de  Port-Royal  :  il  est  pénible  de  lire  les 
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raisonncmens  par  lesquels  Pascal  cherche  à  prouver  que  ce  miracle 
devenait  nécessaire  à  la  religion ,  pour  justifier  la  doctrine  des  re- 
ligieuses de  cette  abbaye ,  alors  persécutées  par  les  Jésuites.  La 
jeune  Perrier  était  depuis  trois  ans  et  demi ,  affligée  d'une  fistule 
lacrymale  :  elle  toucha  de  son  œil  malade ,  une  relique  que  Ton 
prétendait  être  une  des  épines  de  la  couronne  du  Sauveur ,  et  elle 
se  crut  à  l'instant,  guérie.  Quelques  jours  après ,  les  médecins  et 
les  chirurgiens  constatèrent  la  guérison ,  et  ib  jugèrent  que  la  nature 
et  les  remèdes  n'y  avaient  eu  aucune  part.  Cet  événement  arrivé 
en  i656,  ayant  fait  un  grand  bruit,  «  tout  Paris  se  porta,  dit 
»  Racine,  à  Port- Royal.  La  foule  croissait  de  jour  en  jour,  et  Dieu 
»  mêniR  srmhlaitprondrc  plaisir  à  autoriser  la  dévotion  des  peuples, 
y>  par  la  quantité  de  miracles  qui  se  firent  en  cette  église.  »  A 
cette  époque ,  les  miracles  et  les  sortilèges  ne  paraissaient  pas  en* 
corc  invraisemblables,  et  l'on  n'hésitait  point  à  leur  attribuer  les 
singularités  de  la  nature,  que  l'on  ne  pouvait  autrement  expli- 
quer. 

Cette  manière  d'envisager  les  effets  extraordinaires  se  retrouve 
dans  les  ouvrages  les  plus  remarquables  du  siècle  de  Louis  XIV  > 
dans  l'Essai  même  sur  l'entendement  humain,  du  sage  Locke  qui  dit 
en  parlant  des  degrés  d'assentiment  :  «  quoique  la  commune  expé- 
»  rience  et  le  cours  ordinaire  des  choses  aient  avec  raison,  une 
»  grande  influence  sur  l'esprit  des  hommes  pour  les  porter  à 
»  donner  ou  à  refuser  leur  consentement  à  une  chose  qui  leur 
»  est  proposée  à  croire;  il  y  a  pourtant  un  cas  où  ce  qu'il  y  a 
»  d'étrange  dans  un  fait ,  n'affaiblit  point  l'assentiment  que  nous 
»  devons  donner  au  témoignage  sincère  sur  lequel  il  est  fondé. 
»  Lorsque  des  événemens  surnaturels  sont  conformes  aux  fins  que 
j>  se  propose  celui  qui  a  le  pouvoir  de  changer  le  cours  de  la  na- 
3>  turc,  ils  peuvent  être  d'autant  plus  propres  à  trouver  créance 
»  dans  nos  esprits,  qu'ils  sont  plus  au-dessus  des  observations  ordi- 
»  noires,  ou  même  qu'ils  y  sont  plus  opposés.  »  Les  vrais  prin- 
cipes de  la  probabilité  des  témoignages,  ayant  été  ainsi  méconnus 
des  philosophes  auxquels  la  raison  est  principalement  redevable  de 
ses  progrès  ;  j'ai  cru  devoir  exposer  avec  étendue,  les  résultats  du 
calcul  sur  cet  important  objet. 
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îci  se  présente  naturellement  la  discussion  d'un  argument  fameux 
de  Pascal,  que  Craig,  mathématicien  anglais,  a  reproduit  sous  une 
forme  géométrique.  Des  témoins  attestent  qu'ils  tiennent  de  la  Di- 
vinité même ,  qu'en  se  conformant  à  telle  chose,  on  jouira,  non 
pas  d'une,  ou  de  deux,  mais  d'une  infinité  de  vies  heureuses.  Quel- 
que faible  que  soit  la  probabilité  des  témoignages,  pourvu  qu'elle 
ne  soit  pas  infiniment  petite ,  il  est  clair  que  l'avantage  de  ceux 
qui  se  conforment  à  la  chose  prescrite ,  est  infini  ;  puisqu'il  est  le 
produit  de  cette  probabilité,  par  un  bien  infini;  on  ne  doit  donc 
point  balancer  à  se  procurer  cet  avantage. 

Cet  argument  est  fondé  sur  le  nombre  infini  de  vies  heureuses 
promises  au  nom  de  la  Divinité ,  par  les  témoins  ;  il  faudrait  donc 
faire  ce  qu'ils  prescrivent,  précisément  parce  qu'ils  exagèrent 
leurs  promesses  au  -  delà  de  toutes  limites  ,  conséquence  qui 
répugne  au  bon  sens.  Aussi  le  calcul  nous  fait-il  voir  que  cette 
exagération  même  affaiblit  la  probabilité  de  leur  témoignage  ,  au 
point  de  la  rendre  infiniment  petite ,  ou  nulle.  En  effet ,  ce  cas 
revient  à  celui  d'un  témoin  qui  annoncerait  la  sortie  du  numéro 
le  plus  élevé ,  d'une  urne  remplie  d'un  grand  nombre  de  numéros 
dont  un  seul  a  été  extrait ,  et  qui  aurait  un  grand  intérêt  à  an- 
noncer la  sortie  de  ce  numéro.  On  a  vu  précédemment  combien 
cet  intérêt  affaiblit  son  témoignage.  En  n'évaluant  qu'à  £  la  proba- 
bilité que  si  le  témoin  trompe ,  il  choisira  le  plus  grand  numéro  j 
le  calcul  donne  la  probabilité  de  son  annonce ,  égale  à  une  fraction 
dont  le  numérateur  est  le  double  de  la  probabilité  de  son  témoi- 
gnage ,  considérée  à  priori  ou  indépendamment  de  l'annonce ,  et 
dont  le  dénominateur  est  le  produit  du  nombre  des  numéros  de 
l'urne,  par  l'unité  diminuée  de  cette  dernière  probabilité.  Pour 
assimiler  ce  cas ,  à  celui  de  l'argument  de  Pascal  ;  il  suffit  de  re- 
présenter par  les  numéros  de  l'urne,  tous  les  nombres  possibles 
de  vies  heureuses ,  ce  qui  rend  le  nombre  de  ces  numéros,  infini  j 
et  d'observer  que  si  les  témoins  trompent,  ils  ont  le  plus  grand 
intérêt  pour  accréditer  leur  mensonge ,  à  promettre  une  éternité 
de  bonheur.  L'expression  précédente  de  la  probabilité  de  leur  té- 
moignage, devient  alors  infiniment  petite.  En  la  multipliant  par 
le  nombre  infini  de  vies  heureuses  promises,  l'infini  disparait  du 
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produit  qui  exprime  l'avantage  résultant  de  cette  promesse  ;  ce  qui 
détruit  l'argument  de  Pascal. 

Considérons  présentement  la  probabilité  del'ensemble  de  plusieurs 
témoignages  sur  un  fait  déterminé.  Pour  fixer  les  idées ,  supposons 
que  ce  fait  soit  la  sortie  d'un  numéro  d'une  urne  qui  en  renferme 
cent,  et  dont  on  a  extrait  un  seul  numéro.  Deux  témoins  de  ce 
tirage,  annoncent  que  le  W  i  est  sorti;  et  l'on  demande  la  proba- 
bilité résultante  de  l'ensemble  de  ces  témoignages.  On  peut  former 
ces  deux  hypothèses  :  les  témoins  disent  la  vérité;  les  témoins 
trompent.  Dans  la  première  hypothèse,  le  n#  i  est  sorti,  et  la  pro- 
babilité de  cet  événement  est  Il  faut  la  multiplier  par  le  pro- 
duit dco  verociteo  des  témoins,  véracités  que  nous  supposerons  être 
io  et  h>  011  aura  donc  pour  la  probabilité  de  l'événement 
observé,  dans  cette  hypothèse.  Dans  la  seconde ,  le  n*  1  n'est  pas 
sorti ,  et  la  probabilité  de  cet  événement  est  Mais  l'accord  des 
témoins  exige  alors  qu'en  cherchant  à  tromper,  ils  choisissent  tous 
deux  le  numéro  1 ,  sur  les  99  numéros  non  sortis  ;  la  proba- 
bilité de  ce  choix  est  le  produit  de  la  fraction  ~  par  elle-même  ;  il 
faut  ensuite  multiplier  ces  deux  probabilités  ensemble ,  et  par  le 
produit  des  probabilités  77  et  ^  que  les  témoins  trompent  ;  on  aura 
ainsi  nàr.  Pour  la  probabilité  de  l'événement  observé ,  dans  la  se- 
conde hypothèse.  Maintenant  on  aura  la  probabilité  du  fuit  attesté 
ou  de  la  sortie  du  n°  1 ,  en  divisant  la  probabilité  relative  à  la  pre- 
mière hypothèse,  par  la  somme  des  probabilités  relatives  aux  deux 
hypothèses;  cette  probabilité  sera  donc  [a.[l  ;  et  la  probabilité  delà 
non  sortie  de  ce  numéro  et  du  mensonge  des  témoins  sera  ~. 

Si  l'urne  ne  renfermait  que  les  numéros  1  et  a;  on  trouverait 
de  la  même  manière ,  H  pour  la  probabilité  de  la  sortie  du  n*  1 , 
et  par  conséquent  ^  pour  la  probabilité  du  mensonge  des  témoins, 
probabilité  quatre-vingt-quatorze  fois  au  moins ,  plus  grande  que  la 
précédente.  On  voit  par  là ,  combien  la  probabilité  du  mensonge 
des  témoins  diminue ,  quand  le  fuit  qu'ils  attestent  est  moins  pro- 
bable en  lui-même.  En  efTet ,  on  conçoit  qu'alors  l'accord  des  té- 
moins ,  lorsqu'ils  trompent ,  devient  plus  difficile ,  à  moins  qu'ils 
De  s'entendent ,  ce  que  nous  supposons  ici  ne  pas  avoir  lieu. 

Dans  le  cas  précédent  où  l'urne  ne  renfermant  que  deux  numé- 
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ros,  la  probabilité  à  priori  du  fait  attesté  est  ±;  la  probabilité  ré- 
sultante des  témoignages,  est  le  produit  des  véracités  des  témoins, 
divisé  par  ce  produit  ajouté  à  celui  des  probabilités  respectives  de 
leur  mensonge. 

Il  nous  reste  à  considérer  l'influence  du  tcmpSjSurla  probabilité  des 
faits  transmis  par  une  chaîne  traditionnelle  de  témoins.  Il  est  clair 
que  cette  probabilité  doit  diminuer  à  mesure  que  la  chaîne  6e  pro- 
longe. Si  le  fait  n'a  aucune  probabilité  par  lui-même  ;  celle  qu'il 
acquiert  par  les  témoignages ,  décroît  suivant  le  produit  continu 
de  la  véracité  des  témoins.  Si  le  fait  a  par  lui-même  ,  une  pro- 
babilité; si,  par  exemple,  ce  fait  est  la  sortie  du  n*  1  d'une  urne 
qui  en  renferme  un  nombre  fini,  et  dont  il  est  certain  qu'on  a 
extrait  un  seul  numéro;  ce  que  la  chaîne  traditionnelle  ajoute  à  cette 
probabilité,  décroît  suivant  un  produit  continu,  dont  le  premier  fac- 
teur est  le  rapport  du  nombre  des  numéros  de  l'urne  moins  un,  à  ce 
même  nombre;  et  dont  chaque  autre  facteur  est  la  véracité  de  chaque 
témoin,  diminuée  du  rapport  de  la  probabilité  de  son  mensonge,  au 
nombre  des  numéros  de  Farnc  moins  un  ;  ensortc  que  la  limite  de  la 
probabilité  du  fait,  est  celle  de  ce  fait  considéré  à  priori  ou  indépen- 
damment des  témoignages ,  probabilité  égale  à  Funité  divisée  par 
le  nombre  des  numéros  de  l'urne. 

L'action  du  temps  affaiblit  donc  sans  cesse ,  la  probabilité  des 
faits  historiques,  comme  elle  altère  les  monumensles  plus  durables. 
On  peut,  à  la  vérité,  la  ralentir,  en  multipliant  et  conservant  les 
témoignages  et  les  raonumens  qui  les  étayent.  L'imprimerie  offre 
pour  cet  objet,  nn  grand  moyen  malheureusement  inconnu  des 
anciens.  Malgré  les  avantages  infinis  qu'elle  présente;  les  révolutions 
physiques  et  morales  dont  la  surface  de  ce  globe  sera  toujours 
agitée ,  finiront,  en  se  joignant  à  l'effet  inévitable  du  temps ,  par 
rendre  douteux  après  des  milliers  d'années,  les  faits  historiques 
aujourd'hui  les  plus  certains. 

Craig  a  essayé  de  soumettre  au  calcul,  l'affaiblissement  graduel  dés 
preuves  de  la  religion  chrétienne  :  en  supposant  que  le  monde  doit 
finir  à  l'époque  où  elle  cessera  d'être  probable ,  il  trouve  que  cela  doit 
arriver ,  i454  ans  après  le  moment  où  il  écrit.  Mais  son  analyse  est 
aussi  fautive ,  que  son  hypothèse  sur  la  durée  du  monde  est  bizarre. 
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Les  jugemens  des  tribunaux  peuvent  être  assimilés  aux  témoi- 
gnages ,  en  considérant  chaque  juge ,  comme  un  témoin  qui  atteste 
la  vérité  de  son  opinion.  Supposons  le  tribunal  composé  de  trois 
juges.  Si  le  jugement  qu'ils  prononcent ,  est  rendu  à  l'unanimité , 
et  si  chacun  d'eux  mérite  la  même  confiance  ;  la  probabilité  de  ce 
jugement  sera  la  troisième  puissance  de  la  véridicité  des  juges,  di- 
visée par  cette  puissance  ajoutée  à  la  troisième  puissance  de  leur 
failtibilité.  Si  le  jugement  n'est  rendu  qu'à  la  pluralité;  sa  proba- 
bilité sera  cette  véridicité  elle-même,  que  l'on  peut  déterminer  par 
l'expérience,  en  observant  sur  un  très-grand  nombre  de  jugemens, 
combien  ont  été  rendus  à  l'unanimité.  Si ,  par  exemple,  le  rapport 
du  second  au  premier  de  ces  nombres,  est  celui  de  7  à  16;  on 
trouve  par  une  analyse  dont  nous  exposerons  ci-après  les  principes, 
que  la  véridicité  de  chaque  juge  est  > ,  et  que  la  probabilité  d'un 
nouveau  jugement  rendu  à  l'unanimité  est 

L'analyse  confirme  encore,  ce  que  dicte  le  simple  bon  sens,  sa- 
voir, que  la  bonté  des  jugemens  est  d'autant  plus  probable,  que  les 
juges  sont  plus  nombreux  et  plus  éclairés  ;  il  importe  donc  que  les 
tribunaux  d'appel  remplissent  ces  deux  conditions.  Les  tribunaux 
de  première  instance ,  plus  rapprochés  des  justiciables,  leur  offrent 
l'avantage  d'un  premier  jugement  déjà  probable,  et  dont  souvent  ils 
se  contentent ,  soit  en  transigeant,  soit  en  se  désistant  de  leurs  pré- 
tentions. Mais  si  l'importance  et  l'incertitude  de  l'objet  en  litige , 
déterminent  un  plaideur  à  recourir  au  tribunal  d'appel  ;  il  doit  trouver 
dans  une  plus  grande  probabilité  d'obtenir  un  jugement  équitable, 
plus  de  sûreté  pour  sa  fortune ,  et  la  compensation  des  embarras 
et  des  frais  qu'une  nouvelle  procédure  entraîne.  Cest  ce  qui  n'avait 
point  lieu  dans  l'institution  de  l'appel  réciproque  des  tribunaux  de 
département,  institution  par  là  très-préjudiciable  aux  intérêts  des 
citoyens. 

Des  choix  et  des  décisions  des  assemblées. 

La  "probabilité  des  décisions  d'une  assemblée  dépend  de  la  plu- 
ralité des  voix ,  des  lumières  et  de  l'impartialité  des  membres  qui 
la  composent.  Tant  de  passions  et  d'intérêts  particuliers  y  mêlent 
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sî  souvent  leur  influence,  qu'il  est  impossible  de  soumettre  au  cal- 
cul ,  cette  probabilité.  Il  y  a  cependant  quelques  résultats  généraux 
dictes  par  le  simple  bon  sens ,  et  que  le  calcul  confirme.  Si,  par 
exemple ,  rassemblée  est  très-peu  éclairée  sur  l'objet  sejimis  à  sa 
décision;  si  cet  objet  exige  des  considérations  délicates,  ou  si  la 
vérité  sur  ce  point  est  contraire  à  des  préjugés  reçus ,  ensorte  qu'il 
y  ait  plus  d'un  contre  un  à  parier  que  chaque  votant  s'en  écar- 
tera; alors  la  décision  de  la  majorité  sera  probablement  mauvaise, 
et  la  crainte  à  cet  égard  sera  d'autant  plus  juste,  que  l'assemblée 
sera  plus  nombreuse.  Il  importe  donc  à  la  chose  publique,  que  les 
assemblées  n'aient  à  prononcer  que  sur  les  objets  à  la  portée  du 
plus  grand  nombre  :  il  lui  importe  que  l'«n«tnirtion  soit  générale- 
ment répandue ,  et  que  de  bons  ouvrages  fondés  sur  la  raison  et 
l'expérience,  éclairent  ceux  qui  sont  appelés  à  décider  du  sort  de 
leurs  semblables  ou  à  les  gouverner,  et  les  prémunissent  d'avance 
contre  les  feux  aperçus  et  les  préventions  de  l'ignorance.  Les  sa  vans 
ont  de  fréquentes  occasions  de  remarquer  que  les  premiers  aperçus 
trompent  souvent,  et  que  le  vrai  n'est  pas  toujours  vraisemblable. 

Il  est  difficile  de  connaître  et  même  de  définir  le  vœu  d'uno 
assemblée ,  au  milieu  de  la  variété  des  opinions  de  ses  membres. 
Essayons  de  donner  sur  cela,  quelques  règles,  en  considérant  les 
deux  cas  les  plus  ordinaires ,  l'élection  entre  plusieurs  candidats , 
et  celle  entre  plusieurs  propositions  relatives  au  même  objet. 

Lorsqu'une  assemblée  doit  choisir  entre  plusieurs  candidats  qui 
se  présentent  pour  une  ou  plusieurs  places  du  même  genre;  ce 
qui  paraît  le  plus  simple  est  de  faire  écrire  à  chaque  votant  sur 
un  billet,  les  noms  de  tous  les  candidats,  suivant  l'ordre  du  mérite 
qu'il  leur  attribue.  En  supposant  qu'il  les  classe  de  bonne  foi,  l'ins- 
pection de  ces  billets  fera  connaître  les  résultats  des  élections ,  de 
quelque  manière  que  les  candidats  soient  comparés  entre  eux  ;  en- 
sorte  que  de  nouvelles  élections  ne  peuvent  apprendre  rien  de  plus 
à  cet  égard.  H  s'agit  présentement  d'en  conclure  l'ordre  de  pré* 
férence,  que  les  billets  établissent  entre  les  candidats.  Imaginons  que 
l'on  donne  à  chaque  électeur,  une  urne  qui  contienne  une  infinité 
de  boules  au  moyen  desquelles  il  puisse  nuancer  tous  les  degrés  de 
mérite  des  candidats  :  concevons  encore  qu'il  tire  de  son  urne,  un 
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"nombre  de  boules  proportionnel  au  mérite  de  chaque  candidat ,  et 
supposons  ce  nombre  écrit  sur  un  billet ,  à  côté  du  nom  du  can- 
didat. Il  est  clair  qu'en  faisant  une  somme  de  tous  les  nombres 
relatifs  à  chaque  candidat ,  sur  chaque  billet,  celui  de  tous  les  can- 
didats qui  aura  la  plus  grande  somme,  sera  le  candidat  que  rassem- 
blée préfère  ;  et  qu'en  général ,  l'ordre  de  préférence  des  candidats , 
sera  celui  des  sommes  relatives  à  chacun  d'eux.  Mais  les  billets  ne 
marquent  point  le  nombre  des  boules  que  chaque  électeur  donne 
aux  candidats  :  ils  indiquent  seulement  que  le  premier  en  a  plus 
que  le  second,  le  second  plus  que  le  troisième ,  et  ainsi  de  suite. 
En  supposant  donc  au  premier ,  sur  un  billet  donné  ,  un  nombre 
quelconques*»  ko^ica^  toutes  les  combinaisons  des  nombres  in- 
férieurs, qui  remplissent  les  conditions  précédentes,  sont  également 
admissibles  ;  et  l'on  aura  le  nombre  de  boules ,  relatif  à  chaque 
candidat ,  çn  faisant  une  somme  de  tous  les  nombres  que  chaque 
combinaison  lui  donne ,  et  en  la  divisant  par  le  nombre  entier  des 
combinaisons.  8i  ces  nombres  sont  très- considérables,  comme  on 
doit  le  supposer  pour  qu'ils  puissent  exprimer  toutes  les  nuances 
du  mérile  ;  une  analyse  fort  simple  fait  voir  que  les  nombres  qu'il 
faut  écrire  sur  chaque  billet  à  côté  du  dernier  nom ,  de  l'avant- 
dernier,  etc. ,  peuvent  être  représentés  par  la  progression  arithmé- 
tique 1 ,  2,  5,  etc.  En  écrivant  donc  ainsi  sur  chaque  billet,  les 
termes  de  cette  progression,  et  ajoutant  les  termes  relatifs  à  chaque 
candidat  sur  ces  billets  ;  les  diverses  sommes  indiqueront  par 
leur  grandeur ,  l'ordre  de  préférence  qui  doit  être  établi  entre  les 
candidats.  Tel  est  le  mode  d'élection,  qu'indique  la  Théorie  de» 
Probabilités.  Sans  doute ,  il  serait  le  meilleur  ;  si  chaque  électeur 
inscrivait  sur  son  billet ,  les  noms  des  candidats ,  dans  l'ordre  du 
mérite  qu'il  leur  attribue.  Mais  les  intérêts  particuliers  et  beaucoup 
de  considérations  étrangères  au  mérite ,  doivent  troubler  cet  ordre, 
et  faire  placer  quelquefois  au  dernier  rang ,  le  candidat  le  plus  re- 
doutable à  celui  que  l'on  préfère;  ce  qui  donne  trop  d'avantage  aux 
candidats  d'un  médiocre  mérite.  Aussi  l'expérience  a- 1- elle  fait 
abandonner  ce  mode  d'élection,  dans  les  établissemens  qui  l'avaient 
adopté. 

L'élection  à  la  majorité  absolue  des  suffrages  réunit  à  la  certi- 
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tude  de  n'admettre  aucun  des  candidats  que  cette  majorité  rejetterait , 
l'avantage  d'exprimer  le  plus  souvent ,  le  vœu  de  rassemblée.  Elle 
coïncide  toujours  avec  le  mode  précédent,  lorsqu'il  n'y  a  que  deux 
candidats.  A  la  vérité ,  elle  expose  à  l'inconvénient  de  rendre  les 
élections  interminables.  Mais  l'expérience  a  fait  voir  que  cet  inconvé- 
nient est  nul,  et  que  le  désir  général  de  mettre  fin  aux  élections, 
réunit  bientôt  la  majorité  des  suffrages  sur  un  des  candidats. 

Le  choix  «ntre  plusieurs  propositions  relatives  au  même  objet , 
semble  devoir  êlrcassujéti  aux  mômes  règles,  que  l'élection  entre 
plusieurs  candidats.  Mais  il  existe  entre  ces  deux  cas ,  cette  diffë  - 
rcnc%  savoir ,  que  le  mérite  d'un  candidat  n'exclut  point  celui  de 
ses  concurrens;  au  lieu  que  si  1rs  propositions  entre  lesquelles  il 
finit  choisir ,  sont  contraires ,  la  vérité  de  l'une  exclut  la  ^ritc  des 
autres.  Voici  comme  on  doit  alors  envisager  la  question. 

Donnons  à  chaque  votant,  une  urne  qui  renferme  un  nombre 
infini  de  boules;  et  supposons  qu'il  les  distribue  sur  les  diverses  pro- 
positions ,  en  raison  des  probabilité»  respectives  qu'il  leur  attribue.  Il 
est  clair  que  le  nombre  total  des  boules,  exprimant  la  certitude , 
et  le  votant  étant  par  l'hypothèse ,  assuré  que  l'une  des  propositions 
doit  être  vraie  ;  il  répartira  ce  nombre  en  entier ,  sur  les  proposi- 
tions. Le  problème  se  réduit  donc  à  déterminer  les  combinaisons 
dans  lesquelles  les  boules  seront  réparties ,  de  manière  qu'il  y  en  ait 
plus  sur  la  première  proposition  du  billet,  que  sur  la  seconde  ;  plus 
sur  la  seconde  que  sur  la  troisième  ,  etc.  ;  à  faire  les  sommes  de 
tous  les  nombres  de  boules,  relatifs  à  chaque  proposition  dans  ces 
diverses  combinaisons;  et  à  diviser  cette  somme,  par  le  nombre 
des  combinaisons  :  lesquotiens  seront  les  nombres  de  boules,  que 
l'on  doit  attribuer  aux  propositions  sur  un  billet  quelconque.  On 
trouve  par  l'analyse,  qu'en  partant  de  la  dernière  proposition,  pour 
remonter  à  la  première;  ces  quotiens  sont  entre  eux,  comme  les 
quantités  suivantes  :  i*  l'unité  divisée  par  le  nombre  des  proposi- 
tions; a°  ta  quantité  précédente  augmentée  de  l'unité  divisée  par 
le  nombre  des  propositions  moins  une;  5°  cette  seconde  quantité 
augmentée  de  l'unité  divisée  par  le  nombre  des  propositions  moins 
deux  ;  et  ainsi  du  reste.  On  écrira  donc  sur  chaque  billet ,  eus 
quantités  à  coté  des  propositions  correspondantes  ;  et  en  ajoutant 
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les  quantités  relatives  à  chaque  proposition ,  sur  les  divers  billets  f 
les  sommes  indiqueront  par  leur  grandeur ,  Tordre  de  préférence 
que  rassemblée  donne  à  ces  propositions. 

* 

Des  Lois  de  la  Probabilité,  qui  résultent  de  la  multiplication 

indéfinie  des  événemens. 

Âu  milieu  des  causes  variables  et  inconnues  que  nous  compre- 
nons sous  le  nom  de  hasard,  et  qui  rendent  incertaine  et  irrégu- 
lière ,  la  marche  des  événemens  ;  on  voit  naître  à  mesure  qu'ils  se 
multiplient,  une  régularité  frappante  qui  semble  tenir  à  un  dïtscin  , 
et  que  Ton  a  considérée  comme  une  preuve  de  la  providence  qui 
gouverne  monde.  Mais  en  y  réfléchissant,  on  reconnaît  bientôt 
que  cette  régularité  n'est  que  le  développement  des  possibilités  res- 
pectives des  événemens  simples,  qui  doivent  se  présenter  plus  sou- 
vent, lorsqu'ils  sont  plus  probables.  Concevons,  par  exemple,  une 
urne  qui  renferme  des  boules  blanches  et  des  boules  noires  ;  et 
supposons  qu'à  chaque  fois  que  Ton  en  tire  une  boule ,  on  la  re- 
mette dans  l'urne  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage.  Le  rapport 
du  nombre  des  boules  blanches  extraites,  au  nombre  des  boules 
noires  extraites  ,  sera  le  plus  souvent  très-irrégulier  dans  les  pre- 
miers tirages  ;  mais  les  causes  variables  de  cette  irrégularité,  pro- 
duisent des  effets  alternativement  favorables  et  contraires  à  la 
marche  régulière  des  événemens,  et  qui  se  détruisant  mutuellement 
dans  l'ensemble  d'un  grand  nombre  de  tirages,  laissent  de  plus  en 
plus  apercevoir  le  rapport  des  boules  blanches  aux  boules  noires 
contenues  dans  l'urne ,  ou  les  possibilités  respectives  d'en  extraire 
une  boule  blanche  et  une  boule  noire  à  chaque  tirage.  De  là  résulte 
le  théorème  suivant, 

La  probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des  boules  blanches 
extraites,  au  nombre  total  des  boules  sorties,  ne  s'écarte  pas  de  la 
possibilité  d'extraire  une  boule  blanche  à  chaque  tirage ,  au-delà  d'un 
intervalle  donné,  approche  indéfiniment  de  la  certitude ,  par  la  mul- 
tiplication indéfinie  des  événemens,  quelque  petit  que  l'on  suppose 
cet  intervalle. 

Ce  théorème  indiqué  par  le  bon  sens,  était  difficile  à  démontrer 
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par  l'analyse.  Aussi  l'illustre  géomètre  Jacques  BernouIH  qui  s'en 
est  occupé  le  premier,  attachait -il  une  grande  importance  à  la 
démonstration  qu'il  en  a  donnée.  Le  calcul  des  fonctions  généra- 
trices, appliqué  à  cet  objet,  non-seulement  démontre  avec  facilité 
ce  théorème;  mais  de  plus  il  donne  la  probabilité  que  le  rapport 
des  événemens  observés,  ne  s'écarte  que  dans  certaines  limites, 
du  vrai  rapport  de  leurs  possibilités  respectives. 

On  peut  tirer  du  théorème  précédent,  cette  conséquence  qui  doit 
être  regardée  comme  une  loi  générale,  savoir,  que  les  rapports  des 
effets  de  la  nature,  sont  à  fort  peu  près  constans,  quand  ces  effets 
sont  considérés  en  grand  nombre.  Ainsi,  malgré  la  variété  des  années  , 
la  somme  des  productions  pendant  un  nomhre  d'années,  considé- 
rable, est  sensiblement  la  même;  ensorte  que  l'homme,  par  une  utile 
prévoyance ,  peut  se  mettre  à  l'abri  de  l'irrégularité  des  saisons ,  en  ré- 
pandant également  sur  tous  les  temps,  les  biens  que  la  nature  distri- 
bue d'une  manière  inégale.  Je  n'excepte  pas  de  la  loi  précédente,  les 
effets  dus  aux  causes  morales.  Le  rapport  des  naissances  annuelles 
à  la  population,  et  celui  des  mariages  aux  naissances,  n'éprouvent 
que  de  très-petites  variations  :  à  Paris,  le  nombre  des  naissances 
annuelles  a  toujours  été  le  même  à  peu  près  ;  et  j'ai  ouï  dire  qu'à 
la  poste,  dans  les  temps  ordinaires,  le  nombre  des  lettres  mises  au 
rebut  par  les  défauts  des  adresses,  change  peu  chaque  année. 

11  suit  encore  de  ce  théorème,  que  dans  une  série  d'événemens, 
indéfiniment  prolongée,  l'action  des  causes  régulières  et  constantes 
doit  l'emporter  à  la  longue,  sur  celle  des  causes  irréguliéres.  C'est 
ce  qui  rend  les  gains  des  loteries ,  aussi  certains  que  les  produit» 
de  l'agriculture  ;  les  chances  qu'elles  se  réservent,  leur  assurant  un 
bénéfice  dans  l'ensemble  d'un  grand  nombre  de  mises.  Ainsi  des 
chances  favorables  et  nombreuses  étant  constamment  attachées  à 
l'observation  des  principes  éternels  de  raison ,  de  justice  et  d'hu- 
manité, qui  fondent  et  maintiennent  les  sociétés;  il  y  a  un  grand 
avantage  à  se  conformer  à  ces  principes,  et  de  graves  inconvéniens 
à  s'en  écarter.  Que  l'on  consulte  les  histoires  et  sa  propre  expé- 
rience; on  y  verra 'tous  les  faits  venir  à  l'appui  de  ce  résultat  du 
calcul.  Considérez  les  avantages  que  la  bonne -foi  a  procu- 
rés aux  gouvernemens  qui  en  ont  fait  la  base  de  leur  conduite, 
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et  comme  ils  ont  été  dédommagés  des  sacrifices  qu'a  pu  leur 
coûter  une  scrupuleuse  exactitude  à  tenir  leurs  promesses  :  quel 
immense  crédit  au  dedans!  quelle  prépondérance  au  dehors!  Voyez 
au  contraire,  dans  quel  abîme  de  malheurs ,  les  peuples  ont  été 
souvent  précipités  par  l'ambition  et  la  perfidie  de  leurs  chefs. 
Toutes  les  fois  qu'une  grande  puissance  enivrée  de  l'amour 
des  conquêtes,  aspire  à  la  domination  universelle;  le  sentiment 
de  Pindépendance  produit  entre  les  nations  injustement  attaquées , 
une  coalition  dont  elle  devient  presque  toujours  la  victime.  Pareil* 
le  ment ,  au  milieu  des  causes  variables  qui  étendent  ou  resserrent 
les  divers  états;  les  limites  naturelles,  en  agissant  comme  causes 
constantes ,  doivent  fan'  par  prévaloir.  Il  importe  donc  à  la  stabilité 
comme  au  bonheur  des  empires ,  de  ne  pas  les  étendre  au-delà  de 
ces  limites  dans  lesquelles  ils  sont  ramenés  sans  cesse  par  l'action 
de  ces  causes  ;  ainsi  que  les  eaux  des  mers,  soulevées  par  de  vio- 
lentes tempêtes ,  retombent  dans  leurs  bassins  par  la  pesanteur. 
C'est  encore  un  résultat  du  calcul  des  probabilités,  confirmé  par 
de  nombreuses  et  funestes  expériences.  L'histoire  traitée  sous  le 
point  de  vue  de  l'influence  des  causes  constantes ,  unirait  à  l'inté- 
rêt de  la  curiosité ,  celui  d'offrir  aux  hommes,  les  plus  utiles  leçons. 
Quelquefois  on  attribue  les  effets  inévitables  de  ces  causes,  à  des 
circonstances  accidentelles  qui  n'ont  fait  que  développer  leur  action. 
11  est,  par  exemple ,  contre  la  nature  des  choses,  qu'un  peuple  soit 
à  jamais  gouverné  par  un  autre,  qu'une  vaste  mer  ou  une  grande 
distance  en  sépare.  On  peut  affirmer  qu'à  la  longue ,  celte  cause 
constante  se  joignant  sans  cesse  aux  causes  variables  qui  agissent 
dans  le  même  sens ,  et  que  la  suite  des  temps  développe,  finira 
par  en  trouver  d'assez  fortes  pour  rendre  au  peuple  soumis ,  son 
indépendance  naturelle ,  ou  pour  le  réunir  à  un  état  puissant  qui 
lui  soit  contigu. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  et  ce  sont  les  plus  importans 
de  l'analyse  des  hasards ,  les  possibilités  des  événemens  simples 
sont  inconnues,  et  nous  sommes  réduits  à  chercher  dans  les  évé- 
Bemcns  passés,  des  indices  qui  puissent  nous  guider  dans  nos 
conjectures  sur  les  causes  dont  ils  dépendent.  En  appliquant  l'ana- 
lyse des  fonctions  génératrices ,  au  principe  exposé  ci-devant ,  sur 
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la  probabilité  des  causes,  tirée  des  événemens  observés;  on  est 
conduit  au  théorème  suivant 

Lorsqu'un  événement  simple,  ou  composé  de  plusieurs  événe- 
mens simples,  tel  qu'une  partie  de  jeu,  a  été  répété  un  grand 
nombre  de  fois  ;  les  possibilités  des  événemens  simples,  qui  rendent 
ce  que  l'on  a  observé,  le  plus  probable,  sont  celles  que  l'obser- 
vation indique  avec  le  plus  de  vraisemblance  :  à  mesure  que  l'évé- 
nement observé  se  répète,  cette  vraisemblance  augmente  et  finirait 
par  se  confondre  avec  la  certitude,  si  le  nombre  des  répétitions 
devenait  infini. 

11  y  a  ici  deux  sortes  d'approximations  ;  l'une  d'elles  est  relative 
aux  limites  prises  de  part  et  d'autre,  des  possibilité  qnî  donnent 
au  passé ,  le  plus  de  vraisemblance  :  l'autre  approximation  se  rap- 
porte à  la  probabilité  que  ces  possibilités  tombent  dans  ces  limites. 
La  répétition  de  l'événement  composé  accroît  de  plus  en  plus  cette 
probabilité,  les  limites  restant  les  mêmes  :  elle  resserre  de  plus 
en  plus  l'intervalle  de  ces  limites,  la  probabilité  restant  la  même: 
dans  l'infini ,  cet  intervalle  devient  nul ,  et  la  probabilité  se  change 
en  certitude. 

Si  l'on  applique  ce  théorème ,  au  rapport  des  naissances  des 
garçons  à  celles  des  filles,  observé  dans  les  diverses  parties  de 
l'Europe  ;  on  trouve  que  ce  rapport  partout  à  peu  prés  égal  à  celui 
de  222  à  ai,  indique  avec  une  extrême  probabilité,  une  plus  grande 
facilité  dans  les  naissances  des  garçons.  En  considérant  ensuite 
qu'il  est  le  même  à  Naples  qu'à  Pétersbourg ,  on  verra  qu'à  cet 
égard,  l'influence  du  climat  est  insensible.  On  peut  donc  soupçon- 
ner contre  l'opinion  commune ,  que  cette  supériorité  des  naissances 
masculines  subsiste  dans  l'orient  même.  Pavais  en  conséquence 
invité  les  savans  français  envoyés  en  Égyptc ,  à  s'occuper  de  cette 
question  intéressante;  mais  la  difficulté  d'obtenir  des  reuseignemens 
précis  sur  les  naissances ,  ne  leur  a  pas  permis  de  la  résoudre. 

Le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles ,  diffé- 
rant très-peu  de  l'unité;  des  nombres  même  assez  grands  de  nais- 
sances observées  dans  un  lieu,  pourraient  offrir  à  cet  égard,  un 
résultat  contraire  à  la  loi  générale  ,  sans  que  l'on  fut  en  droit  d'en 
conclure  que  cette  loi  n'y  existe  pas.  Pour  tirer  cette  conséquence, 
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il  faut  employer  de  très-grands  nombres,  et  s'assurer  qu'elle  est 
indiquée  avec  une  grande  probabilité.  Bufton  cite,  par  exemple, 
dans  son  Arithmétique  politique,  plusieurs  communes  de  Bour- 
gogne ,  où  les  naissances  des  filles  ont  surpassé  celles  des  garçons. 
Parmi  ces  communes ,  celle  de  Carcclle-le-Grignon  présente  sur 
9009  naissances  pendant  cinq  années,  ioa6  filles  et  g83  garçons. 
Quoique  ces  nombres  soient  considérables,  cependant  ils  n'indiquent 
une  plus  grande  possibilité  dans  les  naissances  des  tilles,  qu'avec 
la  probabilité  et  cette  probabilité  plus  petite  que  celle  de  ne  pas 
amener  croix  quatre  fois  de  suite,  au  jeu  de  croix  et  pile ,  n'est 
pas  suffisante  pour  rechercher  la  cause  de  celte  anomalie  qui ,  se- 
lon toute  vra^omblaiice,  disparaîtrait  ,  si  l'on  suivait  pendant  un 
siècle,  les  naissances  dans  cette  commune. 

Les  registres  des  naissances ,  que  l'on  tient  avec  soin  pour 
assurer  l'état  des  citoyens ,  peuvent  servir  à  déterminer  la  popu- 
lation d'un  grand  empire,  sans  recourir  au  dénombrement  de  ses 
habitans ,  opération  pénible  et  difficile  à  foire  avec  exactitude.  Mais 
il  faut  pour  cela ,  connaître  le  rapport  de  la  population  aux  nais- 
sances annuelles.  Le  moyen  d'y  parvenir ,  le  plus  précis,  consiste 
i#  à  choisir  dans  l'empire,  des  départemens  distribués  d'une  ma- 
nière à  peu  prés  égale  sur  toute  sa  surface,  afin  de  rendre  le 
résultat  général ,  indépendant  des  circonstances  locales  ;  a°  à  dé- 
nombrer avec  soin,  pour  une  époque  donnée,  les  habitans  de 
plusieurs  communes  dans  chacun  de  ces  départemens  ;  5*  à  déter- 
miner par  le  relevé  des  naissances  durant  plusieurs  années  qui 
précèdent  et  suivent  cette  époque ,  le  nombre  moyen  correspon- 
dant des  naissances  annuelles.  Ce  nombre  divisé  par  celui  des 
habitans ,  donnera  le  rapport  des  naissances  annuelles  à  la  popu- 
lation ,  d'irae  manière  d'autant  plus  sûre ,  que  le  dénombrement 
sera  plus  considérable.  Le  gouvernement  convaincu  de  l'utilité 
d'un  semblable  dénombrement ,  a  bien  voulu  en  ordonner  l'exécu- 
tion, à  ma  prière.  Dans  tronte  départemens  répandus  également 
sur  toute  la  France ,  on  a  fait  choix  des  communes  qui  pouvaient 
fournir  les  renseignemens  les  plus  précis.  Leurs  dénombremens  ont 
donné  3037616  individus  pour  la  somme  totale  de  leurs  habitans  au 
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a5  septembre  180a.  Le  relevé  des  naissances  dans  ces  communes 
pendant  les  années  1800,  1801  et  180a,  a  donné 


Naissances. 

no3ia  garçons. 
105387  filles. 


46o37- 


Décès. 

io3659  hommes. 
99443  femmes. 


Le  rapport  de  la  population  aux  naissances  annuelles  est  donc 
a8  ;  ri  est  plus  grand  qu'on  ne  l'avait  estimé  jusqu'ici.  En 
multipliant  par  ce  rapport,  le  nomhre  d#»<»  n»;««w»nrp«  annuelles 
en  France ,  on  aura  la  population  de  ce  royaume.  Mais  quelle  est 
la  probabilité  que  la  population  ainsi  déterminée ,  ne  s'écartera 
pas  de  la  véritable,  au-delà  d'une  limite  donnée?  En  résolvant 
ce  problème,  et  appliquant  à  sa  solution,  les  données  précédentes, 
j'ai  trouvé  que  le  nombre  des  naissances  annuelles  en  France , 
étant  supposé  d'un  million  ,  ce  qui  porte  sa  population  à  a835a845 
habitans;  il  y  a  près  de  trois  cent  mille  à  parier  contre  un,  que 
Terreur  de  ce  résultat  n'est  pas  d'un  demi-million. 

Le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles,  qu'offre 
le  relevé  précédent ,  est  celui  de  aa  à  ai  ;  et  les  mariages  sont  aux 
naissances,  comme  trois  est  à  quatorze. 

A  Paris ,  les  baptêmes  des  enfàns  des  deux  sexes  s'écartent  un  peu 
du  rapport  de  aa  à  ai.  Depuis  1745,  époque  à  laquelle  on  a  com- 
mencé à  distinguer  les  sexes  sur  les  registres  des  naissances,  jusqu'à 
la  fin  de  1784,  on  a  baptisé  dans  cette  capitale,  393386  garçons 
et  377555  filles.  Le  rapport  de  ces  deux  nombres  est  à  peu  près 
celui  de  a5  à  a4  j  il  parait  donc  qu'à  Paris ,  une  cause  particulière 
rapproche  de  l'égalité ,  les  baptêmes  des  deux  sexes.  Si  l'on  applique 
à  cet  objet ,  le  calcul  des  probabilités  ;  on  trouve  qu'il  y  a  a 38  à 
parier  contre  un ,  en  faveur  de  l'existence  de  celte  cause ,  ce  qui 
suffit  pour  en  autoriser  4a  recherche.  En  y  réfléchissant ,  il  m'a  paru 
que  la  différence  observée  tient  à  ce  que  les  parens  de  la  campagne 
et  des  provinces ,  trouvant  queîqu'avantage  à  retenir  près  d'eux  les 
garçons,  en  avaient  envoyé  à  l'hospice  des  Enfans-Trouvés  de 
Paris,  moins  relativement  aux  filles,  que  suivant  le  rapport  des 
naissances  des  deux  sexes.  C'est  ce  que  le  relevé  des  registres  do 
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cet  hospice  m'a  prouvé.  Depuis  le  commencement  de  1745  jusqu'à 
la  fin  de  1809,  il  y  est  entré  163499  garçons,  et  i594o5  filles. 
Le  premier  de  ces  nombres  n'excède  que  d'un  trente-huitième,  le 
second  qu'il  aurait  dû  surpasser  au  moins  d'un  vingt-quatrième. 
Ce  qui  confirme  l'existence  de  la  cause  assignée ,  c'est  qu'en  n'ayant 
point  égard  aux  enfàns  trouvés,  le  rapport  des  naissances  des  gar- 
çons à  celles  des  filles,  est  à  Paris,  comme  dans  le  reste  de  la 
France,  celui  de  aa  à  ai. 

La  constance  de  la  supériorité  des  naissances  des  garçons  sur 
celle»  des  Ailes ,  a  Taris  et  à  Londres ,  depuis  qu'on  les  observe , 
a  paru  à  quelques  savans ,  être  une  preuve  de  la  providence  sans 
laquelle  ils  ont  pensé  que  les  causes  irrégulières  qui  troublent  sans 
cesse  la  marche  des  événemens ,  aurait  dû  plusieurs  fois ,  rendre 
les  naissances  annuelles  des  filles,  supérieures  à  celles  des  garçons. 

Mais  cette  preuve  est  un  nonvel  exemple  de  l'abus  que  l'on  a  fait 
si  souvent  des  causes  finales,  qui  disparaissent  toujours  par  un 
examen  approfondi  des  questions ,  lorsqu'on  a  les  données  néces- 
saires pour  les  résoudre.  La  constance  dont  il  s'agit,  est  un  ré- 
sultat des  causes  régulières  qui  donnent  la  supériorité  aux  naissances 
des  garçons,  et  qui  l'emportent  sur  les  anomalies  dues  au  hasard, 
lorsque  le  nombre  des  naissances  annuelles  est  considérable.  La 
recherche  de  la  probabilité  que  cette  constance  se  maintiendra 
pendant  un  long  espace  de  temps ,  appartient  à  cette  branche  de 
l'analyse  des  hasards  qui  remonte  des  événemens  passés ,  à  la  pro- 
babilité des  événemens  futurs  ;  et  il  en  résulte  qu'en  partant  des 
naissances  observées  depuis  1745  jusqu'en  1784,  il  y  a  près  de 
quatre  à  parier  contre  un ,  qu'à  Paris  les  naissances  annuelles  des 
garçons  surpasseront  constamment  pendant  un  siècle,  les  naissances 
des  filles;  il  n'y  a  donc  aucune  raison  de  s'étonner  que  cela  ait  eu 
lieu  pendant  un  demi-siècle. 

Donnons  encore  un  exemple  du  développement  des  rapports 
constans  que  les  événemens  présentent,  à  mesure  qu'ils  se  multi- 
plient. Concevons  une  série  d'urnes  disposées  circulaircmcnt ,  et 
renfermant,  chacune,  un  très-grand  nombre  de  boules  blanches 
et  noires  :  les  rapports  des  boules  blanches  aux  noires,  dans  ces 
urnes,  pouvant  être  très-différens  à  l'origine,  et  tels,  par  exemple, 
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que  Tune  de  ces  urnes  ne  renferme  que  des  boules  blanches,  tandis 
qu"une  autre  ne  contient  que  des  boules  noires.  Si  l'on  tire  une 
boule  de  la  première  urne  ,  pour  la  mettre  dans  la  seconde  ; 
qu'après  avoir  agité  cette  seconde  urne,  afin  de  bien  mêler  la  boule 
ajoutée,  avec  les  autres,  on  en  tire  une  boule  pour  la  mettre 
dans  la  troisième  urne ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  urne 
dont  on  extrait  une  boule ,  pour  la  mettre  dans  la  première ,  et 
que  l'on  recommence  indéfiniment  cette  série  de  tirages;  l'analyse 
des  probabilités  nous  montre  que  les  rapports  des  boules  blanches 
aux  noires,  dans  ces  urnes,  finiront  par  être  les  mêmes  et  égaux 
au  rapport  de  la  somme  de  toutes  les  boules  blanches ,  à  la  somme 
de  toutes  les  boules  noires  contenues  dans  les  urnes.  Ainsi  par  ce 
mode  régulier  de  changement,  l'irrégularité  primitive  de  ces  rap- 
ports, disparaît  à  la  lpnguc ,  pour  faire  place  à  l'ordre  le  plus  simple. 
Maintenant  si  entre  ces  urnes,  on  en  intercale  de  nouvelles  dans 
lesquelles  Je  rapport  de  la  somme  des  boules  blanches,  à  la  somma 
des  boules  noires  qu'elles  contiennent ,  diffère  da  précédent  ;  en 
continuant  indéfiniment ,  sur  l'ensemble  de  ces  urnes ,  les  extrac- 
tions que  nous  venons  d'indiquer;  l'ordre  simple  établi  dans  les 
anciennes  urnes  sera  d'abord  troublé ,  et  les  rapports  des  boules 
blanches  aux  boules  noires  deviendront  irrégulicrs  ;  mais  peu 
à  peu ,  cette  irrégularité  disparaîtra  pour  faire  place  à  un  nouvel 
ordre ,  qui  sera  enfin  celui  de  l'égalité  des  rapports  des  boules 
blanches  aux  boules  noires  contenues  dans  les  urnes.  On  peut 
étendre  ces  résultats,  à  toutes  les  combinaisons  de  la  nature,  dans 
lesquelles  les  forces  constantes  qui  animent  les  êtres  dont  elles 
sont  formées ,  établissent  des  modes  réguliers  d'action  et  de  chan- 
gement. 

Les  phénomènes  qui  semblent  le  plus  dépendre  du  hasard ,  pré- 
sentent donc  en  se  multipliant ,  une  tendance  à  se  rapprocher  sans 
cesse,  de  rapports  fixes;  de  manière  que  si  l'on  conçoit  de  part 
et  d'autre  de  chacun  de  ces  rapports,  un  iutervalle  aussi  petit 
que  l'on  voudra ,  la  probabilité  que  le  résultat  moyen  des  obser- 
vations tombe  dans  cet  intervalle ,  finira  par  ne  différer  de  la  cer- 
titude ,  que  d'une  quantité  au-dessous  de  toute  grandeur  assignable. 
On  peut  ainsi  par  le  calcul  des  probabilités,  appliqué  à  un  grand 
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nombre  d'observations ,  reconnaître  l'existence  de  ces  rapports. 
Mais  ayant  que  d'en  rechercher  les  causes,  il  est  nécessaire ,  pour 
ne  point  s'égarer  dans  de  vaines  spéculations,  de  s'assurer  qu'ils 
sont  indiques  avec  une  probabilité  qui  ne  permet  point  de  les 
regarder  comme  des  anomalies  dues  au  hasard.  La  théorie  des 
fonctions  génératrices  donne  une  expression  très-simple  de  cette 
probabilité,  que  l'on  obtient  en  intégrant  le  produit  de  la  diffé- 
rentielle de  la  quantité  dont  le  résultat  déduit  d'un  grand  nombre 
d'observations  s'écarte  de  la  vérité ,  par  une  constante  moindre 
que  l'unité ,  d^jicnilaiitc  de  la  nature  du  problème ,  et  élevée  à  une 
puissance  dont  l'exposant  est  le  rapport  du  carré  de  cet  écart ,  au 
nombre  des  observations.  L'intégrale  prise  entre  des  limites  don- 
nées, et  divisée  par  la  même  intégrale  étendue  à  l'infini  positif  et 
négatif,  exprimera  la  probabilité  que  l'écart  de  la  vérité ,  est  com- 
pris entre  ces  limites.  TèUe  est  la  loi  générale  de  la  probabilité  des 
résultats  indiqués  par  un  grand  nombre  d'observations. 

Du  Calcul  des  Probabilités,  appliqué  à  la  recherche 
des  phénomènes  et  de  leurs  causes. 

Les  phénomènes  de  la  nature  sont  le  plus  souvent  enveloppés 
de  tant  de  circonstances  étrangères ,  un  si  grand  nombre  de  causes 
perturbatrices  y  mêlent  leur  influence;  qu'il  est  très-diflicile,  lors- 
qu'ils sont  fort  petits,  de  les  reconnaître.  On  ne  peut  alors  y  par- 
venir, qu'en  multipliant  les  observations  ;  afin  que  les  effets  étran- 
gers venant  à  se  détruire,  les  résultats  moyens  mettent  en  évidence 
ces  phénomènes.  On  conçoit  par  ce  qui  précède,  que  cela  n'a  lieu 
rigoureusement  que  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'observations  : 
dans  tout  autre  cas,  les  phénomènes  ne  sont  indiqués  par  les  ré- 
sultats moyens ,  qu'avec  une  probabilité  d'autant  plus  forte ,  que 
les  observations  sont  en  plus  grand  nombre ,  et  dont  il  importe 
d'apprécier  la  valeur. 

Prenons  pour  exemple,  la  variation  diurne  de  la  pression  de 
l'atmosphère  à  l'équaleur  où  elle  est  le  plus  sensible  ,  et  le  plus 
fecile  à  reconnaître ,  les  changemens  irréguliers  du  baromètre  y 
étant  plus  considérables.  On  remarqua  bientôt  dans  les  hauteurs 
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qu'il  indique,  line  petite  oscillation  diurne  dont  le  maximum  a  lieu 
vers  neuf  heures  du  matin ,  et  le  minimum,  vers  quatre  heures 
du  soir1!  un  second  maximum  a  lieu  vers  onze  heures  du  soir,  et 
le  second  minimum  vers  quatre  heures  du  matin  :  les  oscillations 
de  la  nuit  sont  moindres  que  celles  du  jour ,  dont  l'étendue  est  de 
deux  millimètres.  L'inconstance  de  nos  climats  n'a  point  dérobé 
cette  variation  à  nos  observateurs,  quoiqu'elle  y  soit  moins  sensible 
qu'entre  les  tropiques.  En  appliquant  l'analyse  des  probabilités,  aux 
observations  nombreuses  et  précises  faites  par  Ramond ,  pendant 
plusieurs  année»  consécutives  ;  je  trouve  qu'elles  indiquent  l'exis- 
tence et  la  quantité  de  ce  phénomène,  de  manière  à  ne  laisser 
aucun  doute.  La  période  de  sa  variation  étant  d'un  jour  solaire;  sa 
cause  est  évidemment  la  chaleur  que  le  soleil  communique  aux 
diverses  parties  de  l'atmosphère;  quoiqu'il  soit  presqu'impossible 
d'en  calculer  les  effets.  Cet  astre  agit  encore  par  son  attraction , 
sur  ce  fluide  :  il  y  produit  avec  la  lune,  drs  oscillations  semblables 
à  celles  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  oscillations  dont  j'ai  déter- 
miné les  lois  dans  la  Mécanique  céleste,  et  qui  seront,  un  jour, 
reconnues  par  des  observations  nombreuses  faites  à  l'équateur  avec 
d'exccllens  baromètres. 

On  peut  encore  par  l'analyse  des  probabilités ,  vérifier  l'existence 
ou  l'influence  de  certaines  causes  dont  on  a  cru  remarquer  l'action 
sur  les  êtres  organisés.  De  tous  les  instrumens  que  nous  pouvons 
employer  pour  connaître  les  agens  imperceptibles  de  la  nature,  les 
plus  sensibles  sont  les  nerfs  ,  surtout  lorsque  des  causes  particu- 
lières exaltent  leur  sensibilité.  C'est  par  leur  moyen,  qu'onadécou- 
.  vert  la  faible  électricité  que  développe  le  contact  de  deux  métaux 
hétérogènes  ;  ce  qui  a  ouvert  un  champ  vaste  aux  recherches  des 
physiciens  et  des  chimistes.  Les  phénomènes  singuliers  qui  ré- 
sultent de  l'extrême  sensibilité  des  nerfs  dans  quelques  individus,, 
ont  donné  naissance  à  diverses  opinions  sur  l'existence  d'un  nou- 
vel agent  que  l'on  a  nommé  magnétisme  animal,  sur  l'action  du 
magnétisme  ordinaire  et  l'influence  du  soleil  et  de  la  lune,  dans 
quelques  affections  nerveuses;  "enfin  sur  les  impressions  que  peut 
faire  naître  la  proximité  des  métaux  ou  d'une  eau  courante.  11  est 
naturel  de  penser  que  l'action  de  ces  causes  est  très-faible ,  et  qu'elle 
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peut  être  facilement  troublée  par  un  grand  nombre  de  circons- 
tances accidentelles.  Ainsi ,  parce  qu'elle  ne  s'est  point  manifestée 
dans  quelques  cas,  on  ne  doit  pas  rejeter  son  existence.  Nous 
sommes  si  éloignés  de  connaître  tous  les  agens  de  la  nature,  et 
leurs  divers  modes  d'action  ;  qu'il  ne  serait  pas  philosophique  de 
nier  les  phénomènes ,  uniquement  parce  qu'ils  sont  inexplicables 
dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances.  Seulement,  nous  devons 
les  examiner  avec  une  attention  d'autant  plus  scrupuleuse,  qu'il 
parait  plus  difficile  de  les  admettre;  et. c'est  ici  que  le  calcul  des 
probabilités  ûevieui  ixjdrâpcnoablc  ,  pour  déterminer  jusqu'à  quel 
point  il  faut  multiplier  les  observations  ou  les  expériences ,  afin 
d'obtenir  en  faveur  des  agens  qu'elles  indiquent,  une  probabilité 
supérieure  aux  raisons  que  l'on  peut  avoir  d'ailleurs,  de  ne  pas  les 
admettre. 

Le  calcul  des  probabilités  peut  faire  apprécier  les  avantages  et 
les  inconvéntens  des  méthodes  employées  dans  les  sciences  con- 
jecturales. Ainsi ,  pour  reconnaître  le  meilleur  des  traitemens  en 
usage  dans  la  guérison  d'une  maladie ,  il  suffit  d'éprouver  chacun 
d'eux  sur  un  même  nombre  de  malades,  en  rendant  toutes  les  cir- 
constances parfaitement  semblables.  La  supériorité  du  traitement 
le  plus  avantageux  se  manifestera  de  plus  en  plus ,  à  mesure  que 
ce  nombre  s'accroîtra  ;  et  le  calcul  fera  connaître  la  probabilité 
correspondante  de  son  avantage.  Le  même  calcul  s'étend  encore 
aux  objets  de  l'économie  politique ,  pour  laquelle  les  opérations  des 
gouvernemens  sont  autant  d'expériences  en  grand ,  propres  à  les 
éclairer  sur  la  conduite  qu'ils  doivent  tenir  dans  les  cas  semblables 
à  ceux  qui  se  sont  déjà  présentés.  Tant  de  causes  imprévues  ou 
cachées  ou  inappréciables  influent  sur  les  institutions  humaines , 
qu'il  est  impossible  d'en  juger  à  priori,  les  résultats.  Une  longue 
suite  d'expériences  développe  les  effets  de  ces  causes ,  et  indique 
les  moyens  de  remédier  à  ceux  qui  sont  nuisibles.  On  a  souvent 
fuit  à  cet  égard ,  des  lois  sages  ;  mais  parce  que  l'on  avait  négligé 
d'en  conserver  les  motifs,  plusieurs  ont  été  abrogées  comme  inutiles, 
et  il  a  fallu  pour  les  rétablir ,  que  de  fâcheuses  expériences  en  aient 
fait  de  nouveau ,  sentir  le  besoin.  11  est  donc  bien  important  do 
tenir  dans  chaque  branche  de  l'administration  publique,  un  registre 
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exact  des  résultats  qu'ont  produits  les  divers  moyens  dont  on  a  fait 
usage.  Appliquons  aux  sciences  politiques  et  morales,  la  méthode 
fondée  sur  l'observation  et  le  calcul ,  méthode  qui  nous  a  si  heu- 
reusement servi  dans  les  sciences  naturelles.  Ne  changeons  qu'avec 
une  circonspection  extrême,  nos  anciennes  institutions  et  les  usages 
auxquels  nos  opinions  et  nos  habitudes  se  sont  depuis  long-temps 
pliées.  Nous  connaissons  bien  par  l'expérience  du  passé ,  les  in- 
convéniens  qu'ils  présentent;  mais  nous  ignorons  quelle  est  l'étendue 
des  maux  que  leur  changement  peut  produire. 

La  considération  des  probabilité»,  étendue  a  l'astronomie ,  peut 
servir  à  reconnaître  la  cause  des  anomalies  observées  dans  les 
mouvemens  célestes ,  et  à  démêler  les  petites  inégalités  enveloppées 
dans  les  erreurs  dont  les  observations  sont  susceptibles.  Ce  fut 
en  comparant  entre  elles  tontes  ses  observations;  que  Ticho-Brahé 
reconnut  la  nécessité  d'appliquer  à  là  lune ,  une  équation  du  temps , 
différente  de  celle  que  Ton  appliquait  an  soleil  et  aux  planètes.  Ce 
Fut  encore  dans  le  résultat  d'observations  nombreuses ,  que  Mayer 
aperçut  pour  la  lune,  une  diminution  dans  le  coefficient  de  l'iné- 
galité de  la  précession ,  relatif  aux  autres  corps  célestes.  Mais 
comme  cette  diminution  ne  semblait  pas  résulter  de  la  gravita- 
tion universelle  ;  la  plupart  des  astronomes  la  négligèrent  dans  leurs 
calculs.  Ayant  soumis  à  l'analyse  des  probabilités ,  un  grand  nombre 
d'observations  lunaires  choisies  dans  cette  vue,  et  que  Bouvard 
voulut  bien  calculer  à  ma  prière;  elle  me  parut  indiquée  avec  une 
si  forte  probabilité ,  que  je  crus  devoir  en  rechercher  la  cause.  Je 
Vis  bientôt  qu'elle  ne  pouvait  être  que  l'ellipticité  du  sphéroïde 
terrestre,  négligée  jusqu'alors  dans  la  théorie  du  mouvement  lunaire , 
comme  ne  devant  y  produire  que  des  termes  insensibles  :  j'en 
conclus  que  ces  termes  deviennent  sensibles  par  les  intégrations 
successives  des  équations  différentielles.  Je  déterminai  donc  ces 
termes  par  une  analyse  particulière,  et  je  découvris  d'abord  l'inégalité 
du  mouvement  lunaire  en  latitude ,  qui  est  proportionnelle  au  siuus 
de  la  longitude  de  la  lune,  et  qu'aucun  astronome  n'avait  encore 
aperçue.  Je  reconnus  ensuite  au  moyen  de  cette  inégalité ,  que  la 
théorie  de  la  pesanteur  donne  en  effet  la  diminution  indiquée  par 
Mayer,  dans  l'équation  de  la  précession,  applicable  à  la  lune.  La 
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quantité  de  cette  diminution ,  et  le  coefficient  de  l'inégalité  précé- 
dente en  latitude ,  sont  très-propres  à  fixer  l'aplatissement  de  la 
terre.  Ayant  fait  part  de  mes  recherches,  à  Burg  qui*  s'occupait 
alors  à  perfectionner  les  tables  de  la  lune ,  par  la  comparaison 
de  toutes  les  bonnes  observations  j  je  le  priai  de  déterminer  avec  un 
soin  particulier,  ces  deux  quantités.  Par  un  accord  très-remar- 
quable, les  valeurs  qu'il  a  trouvées,  donnent  à  la  terre ,  le  même 
aplatissement  ^ ,  aplatissement  qui  diffère  peu  du  milieu  conclu 
de*  mesures  des  degrés  du  méridien  et  du  pendule  ;  mais  qui,  vu 
l'influence  des  erreurs  uc»  obaei  votions  et  de»  cauaes  perturba- 
trices ,  sur  ces  mesures ,  me  paraît  plus  exactement  déterminé  par 
ces  inégalités  lunaires. 

Le  calcul  des  probabilités  m'a  conduit  pareillement  à  la  cause 
des  grandes  irrégularités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  En  comparant 
les  observations  modernes  aux  anciennes,  Halley  trouva  une  accé- 
lération dans  le  mouvement  de  Jupiter ,  et  un  ralentissement  dans 
celui  de  Saturne.  Pour  concilier  les  observations,  il  assujétit  ces 
mouvemens,  à  deux  équations  séculaires  de  signes  contraires,  et 
croissantes  comme  les  carrés  des  temps  écoulés  depuis  1700.  Euler 
et  Lagrange  soumirent  à  l'analyse,  les  altérations  que  devoit  pro- 
duire dans  ces  mouvemens,  l'attraction  mutuelle  des  deux  planètes. 
Ils  y  trouvèrent  des  équations  séculaires  ;  mais  leurs  résultats  étaient 
si  différens,  que  l'un  d'eux,  au  moins,  devait  être  erroné.  Je  me 
déterminai  donc  à  reprendre  ce  problème  important  de  la  méca- 
nique céleste,  et  je  reconnus  l'invariabilité  des  moyens  mouvemens 
planétaires;  ce  qui  fit  disparaître  les  équations  séculaires  introduites 
par  Halley ,  dans  les  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Il  ne  restait 
ainsi ,  pour  expliquer  les  grandes  irrégularités  de  ces  planètes ,  que 
les  attractions  des  comètes  auxquelles  plusieurs  astronomes  eurent 
effectivement  recours ,  ou  l'existence  d'une  inégalité  à  longue  pé- 
riode,  produite  dans  les  mouvemens  des  deux  planètes  par  leur 
action  réciproque  ,  et  affectée  de  signes  contraires,  pour  chacune 
d'elles.  Un  théorème  que  je  trouvai  sur  les  inégalités  de  ce  genre, 
me  rendit  cette  inégalité,  très- vraisemblable.  Suivant  ce  théorème, 
si  le  mouvement  de  Jupiter  s'accélère,  celui  de  Saturne  se  ralentit, 
ce  qui  est  déjà  conforme  à  ce  que  Halley  avait  remarqué;  niais 
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de  plus,  l'accélération  de  Jupiter,  résultante  du  même  théorème  , 
est  au  ralentissement  de  Saturne ,  à  très-peu  près  dans  le  rapport 
des  équations  séculaires  proposées  par  Halley.  En  considérant  les 
moyens  mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  me  fut  aisé  de 
reconnaître  que  deux  fois  celui  de  Jupiter,  ne  surpasse  que  d'une 
très-petite  quantité,  cinq  fois  celui  de  Saturne.  La  période  d'une 
inégalité  qui  aurait  cet  argument ,  serait  d'environ  neuf  siècles.  A. 
la  vérité,  son  coefficient  serait  de  l'ordre  des  cubes  des  excentricités 
des  orbites;  mais  je  savais  qu'en  vertu  des  intégrations  successives, 
il  acquiert  poui  diviseui  ,  le  cmrt;  du  ucs-pttii  multiplicateur  du 
temps  dans  l'argument  de  cette  inégalité ,  ce  qui  peut  lui  donner  une 
grande  valeur;  il  me  parut  donc  très-probable  que  cette  inégalité  a 
heu.  La  remarque  suivante  accrut  encore  sa  probabilité.  En  sup- 
posant son  argument  nul ,  vers  l'époque  des  observations  de  Ticho- 
Brahé;  je  vis  que  Halley  avait  dû  trouver  par  la  comparaison  des 
observations  modernes  aux  anciennes ,  les  altérations  qu'il  avait  in- 
diquées; tandis  que  la  comparaison  des  observations  modernes  entro 
elles ,  devait  offrir  des  altérations  contraires ,  et  pareilles  à  celles  que 
Lambert  avait  conclues  de  cette  comparaison.  L'existence  de  cette 
inégalité  me  parut  donc  extrêmement  vraisemblable ,  et  jen'hésilai 
point  à  entreprendre  le  calcul  long  et  pénible ,  nécessaire  pour  m'en 
assurer.  Elle  fut  entièrement  confirmée  par  le  résultat  de  ce  calcul 
qui,  de  plus,  me  fît  connaître  un  grand  nombre  d'autres  inégalités 
dont  l'ensemble  a  porté  les  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne  ,  à  la 
précision  des  observations  mêmes. 

Ce  fut  encore  au  moyen  du  calcul  des  probabilités,  que  je  re- 
connus la  loi  remarquable  des  mouvemens  moyens  des  trois  pre- 
miers satellites  de  Jupiter,  suivant  laquelle  la  longitude  moyenne 
du  premier ,  moins  trois  fois  celle  du  second ,  plus  deux  fois  celle 
du  troisième  est  rigoureusement  égale  à  la  demi -circonférence. 
L'approximation  avec  laquelle  les  moyens  mouvemens  de  ces  astres 
satisfont  à  cette  loi  depuis  leur  découverte,  indiquait  son  existence 
avec  une  vraisemblance  extrême  ;  j'en  cherchai  donc  la  cause,  dans 
l'action  mutuelle  de  ces  trois  corps.  L'examen  approfondi  de  cette 
action ,  me  fit  voir  qu'il  a  suffi  qu'à  l'origine ,  les  rapports  de  leurs 
moyens  mouvemens  aient  approché  de  cette  loi ,  dans  certaines 
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limites ,  pour  que  leur  action  mutuelle  l'ait  établie  et  la  maintienne 

en  rigueur. 

On  voit  par  là ,  combien  il  faut  être  attentif  aux  indications  de 
la  nature ,  lorsqu'elles  sont  le  résultat  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations; quoique  d'ailleurs,  elles  soient  inexplicables  par  les  moyens 
connus.  L'extrême  difficulté  des  problèmes  relatifs  au  système  du 
monde ,  a  forcé  les  géomètres  de  recourir  à  des  approximations 
qui  laissent  toujours  à  craindre  que  les  quantités  négligées  n'aient 
une  influence  sensible.  Lorsqu'ils  ont  été  avertis  de  cette  influence  , 
par  les  observations  ;  ils  txjut  rctmas  sur  leur  analyse  :  en  la  rec- 
tifiant ,  ils  ont  toujours  retrouvé  la  cause  des  anomalies  observées  j 
ils  en  ont  déterminé  les  lois,  et  souvent,  ils  ont  devancé  l'ob- 
servation ,  en  découvrant  des  inégalités  qu'elle  n'avait  pas  encore 
indiquées.  Ainsi  Ton  peut  dire  que  la  nature  elle-même  a  concouru 
à  la  perfection  des  théories  fondées  sur  le  principe  de  la  pesanteur 
universelle  ;  et  c'est ,  à  mon  sens ,  une  des  plus  fortes  preuves  do 
la  vérité  de  ce  principe  admirable. 

L'un  dos  phénomènes  les  plus  remarquables  du  système  du  monde, 
est  celui  de  tous  les  mouvemens  de  rotation  et  de  révolution  des 
planètes  et  des  satellites ,  dans  le  sens  de  la  rotation  du  soleil ,  et  à 
peu  prî  s  dans  le  plan  de  son  équateur.  Un  phénomène  aussi  remar- 
quable n'est  point  l'effet  du  hasard  :  il  indique  une  couse  générale 
qui  a  déterminé  tous  ces  mouvemens.  Pour  avoir  la  probabilité  avec 
laquelle  cette  cause  est  indiquée  ;  nous  observerons  que  le  système 
planétaire  tel  que  nous  le  connaissons  aujourd'hui ,  est  composé 
d'onze  planètes  et  de  dix-huit  satellites.  On  a  reconnu  les  mouvemens 
de  rotation  du  soleil ,  de  six  planètes ,  des  satellites  de  Jupiter, 
de  l'anneau  de  Saturne,  et  d'un  de  ses  satellites.  Ces  mouvemens 
forment  avec  ceux  de  révolution  ,  un  ensemble  de  quarante-trois 
mouvemens  dirigés  dans  le  même  sens;  or  on  trouve  par  l'analyse  des 
probabilités,  qu'il  y  a  plus  de  quatre  mille  milliards  à  parier  contre 
un,  que  cette  disposition  n'est  pas  l'effet  du  hasard;  ce  qui  forme 
une  probabilité  bien  supérieure  à  celle  des  événemens  historiques 
sur  lesquels  on  ne  se  permet  aucun  doute.  Nous  devons  donc 
croire,  au  moins  avec  la  même  confiance,  qu'une  cause  primitive 
a  dirigé  les  mouvemens  planétaires;  surtout  si  nous  considérons 
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que  Knclinaison  du  plus  grand  nombre  de  ces  mouvemens  à  réqua- 
teur  solaire,  est  fort  petite. 

Un  autre  phénomène  également  remarquable  du  système  so- 
laire ,  est  le  peu  d'excentricité  des  orbes  des  planètes  et  des  satellites, 
tandis  que  ceux  des  comètes  sont  très  -  alongés  :  les  orbes  de  ce 
système  n'offrant  point  de  nuances  intermédiaires  entre  une  grande 
et  une  petite  excentricité.  Nous  sommes  encore  forcés  de  re- 
connaître ici  l'effet  d'une  cause  régulière  :  Je  hasard  n'eut  point 
donné  une  forme  presque  circulaire  aux  orbes  de  tontes  pla- 
nètes et  de  leurs  satellites;  il  est  donc  nécessaire  que  la  cause 
qui  a  déterminé  les  mouvemens  de  ces  corps,  les  ait  rendus  presque 
circulaires.  Il  faut  encore  que  les  grandes  excentricités  des  orbes 
des  comètes  résultent  de  l'existence  de  cette  cause ,  sans  qu'elle 
ait  influé  sur  les  directions  de  leurs  mouvemens  ;  car  on  trouve 
qu'il  y  a  presque  autant  de  comètes  rétrogrades ,  que  de  comètes 
directes ,  et  que  l'inclinaison*  moyenne  de  tous  leurs  orbes ,  ap- 
proche très-près  d'un  demi-angle  droit,  comme  cela  doit  être,  si 
ces  corps  ont  été  lancés  au  hasard. 

Quelle  que  soit  la  nature  de  la  cause  dont  il  s'agit;  puisqu'elle 
a  produit  ou  dirigé  les  mouvemens  des  planètes,  il  faut  qu'elle  ait 
embrasse  tous  ces  corps;  et  vu  les  distances  qui  les  séparent,  elle 
ne  peut  avoir  été  qu'un  fluide  d'une  immense  étendue  :  pour  leur 
avoir  donné  dans  le  même  sens,  un  mouvement  presque  circulaire 
autour  du  soleil,  il  faut  que  ce  fluide  ait  environné  cet  astre, 
comme  une  atmosphère.  La  considération  des  mouvemens  plané- 
taires nous  conduit  donc  à  penser  qu'en  vertu  d'une  chaleur  ex- 
cessive, l'atmosphère  du  soleil  s'est  primitivement  étendue  au-delà 
des  orbes  de  toutes  les  planètes ,  et  qu'elle  s'est  retirée  successive- 
ment jusqu'à  ses  limites  actuelles. 

Dans  l'état  primitif  où  nous  supposons  le  soleil ,  il  ressemblait 
aux  nébuleuses  que  le  télescope  nous  montre  composées  d'un  noyau 
plus  ou  moins  brillant ,  entouré  d'une  nébulosité  qui ,  en  se  con- 
densant à  la  surface  du  noyau ,  doit  le  transformer,  un  jour ,  en 
étoile.  Si  l'on  conçoit  par  analogie  ,  toutes  les  étoiles  formées  de 
cette  manière  ;  on  peut  imaginer  leur  état  antérieur  de  nébulosité, 
précédé  lui-même  par  d'autres  états  dans  lesquels  la  matière  né- 
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buleuse  était  de  plus  en  plus  diffuse ,  le  noyau  étant  de  moins  en 
moins  lumineux  et  dense.  On  arrive  ainsi ,  en  remontant  aussi  loin 
qu'il  est  possible ,  à  une  nébulosité  tellement  diffuse ,   que  l'on 
pourrait  à  peine  en  soupçonner  l'existence. 

Tel  est ,  en  effet ,  le  premier  état  des  nébuleuses  que  Herschel 
a  observées  avec  un  soin  particulier ,  au  moyen  de  ses  puissans 
télescopes ,  et  dans  lesquelles  il  a  suivi  les  progrès  de  la  conden- 
sation ,  non  sur  une  seule ,  ces  progrès  ne  pouvant  devenir  sensibles 
pour  non* ,  qn'nprôs  des  siècles ,  mais  sur  leur  ensemble  ;  à  peu 
près  comme  on  peut  dans  une  vaste  lorët,  suivre  l'accroissement 
des  arbres  sur  les  individus  de  divers  âges,  qu'elle  renferme.  11 
a  d'abord  observé  la  matière  nébuleuse  répandue  en  amas  divers, 
dans  les  différentes  parties  du  ciel  dont  elle  occupe  une  grande 
étendue.  Il  a  vu  <lans  quelques-uns  de  ces  amas,  cette  matière 
faiblement  condensée  autour  d'un  ou  de  plusieurs  noyaux  peu 
brillans.  Dans  d'autres  nébuleuses,  ces  noyaux  brillent  davantage, 
relativement  à  la  nébulosité  qui  les  environne.  Les  atmosphères 
de  chaque  noyau ,  venant  à  se  séparer  par  une  condensation  ulté- 
rieure ,  il  en  résulte  des  nébuleuses  multiples  formées  de  noyaux 
brillans  très-voisins,  et  environnés,  chacun,  d'une  atmosphère: 
quelquefois,  la  matière  nébuleuse  en  se  condensant  d'une  manière 
uniforme ,  a  produit  les  nébuleuses  que  l'on  nomme  planétaires. 
Enfin,  Un  plus  grand  degré  de  condensation  transforme  toutes 
ces  nébuleuses ,  en  étoiles.  Les  nébuleuses  classées  d'après  cette 
vue  philosophique,  indiquent  avec  une  extrême  vraisemblance, 
leur  transformation  future  en  étoiles ,  et  l'état  antérieur  de  nébu- 
losité, des  étoiles  existantes.  Les  considérations  suivantes  viennent 
à  l'appui  des  preuves  tirées  de  ces  analogies. 

Depuis  long-temps,  la  disposition  particulière  de  quelques  étoiles 
visibles  à  la  vue  simple,  a  frappé  des  observateurs  philosophes. 
Milchel  a  déjà  remarqué  combien  il  est  peu  probable  que  les  étoiles 
des  Pléiades,  par  exemple,  aient  été  resserrées  dans  l'espace  étroit 
qui  les  renferme,  par  les  seules  chances  du  hasard;  et  il  en  a 
conclu  q  ic  ce  groupe  d'étoiles,  et  les  groupes  semblables  que  le 
ciel  nous  présente,  sont  les  effets  d'une  cause  primitive ,  ou  d'une 
loi  générale  de  la  nature.  Ces  groupes  sont  un  résultat  nécessaire 
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de  la  condensation  des  nébuleuses  à  plusieurs  noyaux  ;  car  il  est 
Visible  que  la  matière  nébuleuse  étant  sans  cesse  attirée  par  ces 
noyaux  divers;  ils  doivent  former  à  la  longue  un  groupe  d'étoiles, 
pareil  à  celui  des  Pléiades.  La  condensation  des  nébuleuses  à  deux 
noyaux  forme  scmblablcment  des  étoiles  très-rapprochées  tournant 
l'une  autour  de  l'autre,  pareilles  à  celles  dont  Herschel  a  déjà 
considéré  les  mouvemens  respectifs.  Telles  sont  encore  la  soixante- 
unième  du  Cygne  et  sa  suivante,  dans  lesquelles  ficssel  vient  de 
reconnaître  des  mouvemens  propres,  si  considéra^'*»»  ot  si  pea 
difierens,  que  ta  proximité  de  ces  astres  entre  eux,  et  leur  mou- 
vement autour  de  leur  centre  commun  de  gravité,  ne  doivent 
laisser  aucun  doute.  Ainsi,  l'on  descend  par  les  progrès  de  con- 
densation de  la  matière  nébuleuse,  à  la  considération  du  soleil 
environné  autrefois  d'une  vaste  atmosphère,  considération  à  laquelle 
on  remonte,  comme  on  l'a  vu,  par  l'examen  des  phénomènes  du 
système  solaire.  Une  rencontre  aussi  remarquable  donne  à  l'exis- 
tence de  cet  état  antérieur  du  soleil,  une  probabilité  fort  approchante 
de  la  certitude. 

Mais  comment  l'atmosphère  solaire  a-t-elle  déterminé  les  mou- 
vemens de  rotation  et  de  révolution  des  planètes  et  des  satellites  ? 
Si  ces  corps  avaient  pénétré  profondément  dans  cette  atmosphère, 
sa  résistance  les  aurait  fait  tomber  sur  le  soleil;  on  est  donc  conduit 
à  croire  avec  beaucoup  de  vraisemblance ,  que  les  planètes  ont  été 
formées  aux  limites  successives  de  l'atmosphère  solaire  qui  en  se 
resserrant  par  le  refroidissement,  a  dû  abandonner  dans  le  plan 
de  son  équateur ,  des  zones  de  vapeurs ,  que  l'attraction  mutuelle 
de  leurs  molécules  a  changées  en  divers  sphéroïdes. 

J'ai  développé  avec  étendue,  dans  mon  Exposition  du  Système 
du  Monde ,  cette  hypothèse  qui  me  paraît  satisfaire  à  tous  les  phé- 
nomènes que  ce  système  nous  présente. 

Dans  cette  hypothèse,  les  comètes  sont  étrangères  au  système 
planétaire.  En  attachant  leur  formation,  à  celle  des  nébuleuses j 
on  peut  les  regarder  comme'  de  petites  nébuleuses  à  noyaux  r 
errantes  de  systèmes  en  systèmes  solaires,  et  formées  par  la  con- 
densation de  la  matière  nébuleuse  répandue  avec  tant  de  profusion 
dans  l'univers.  Les  comètes  seraient  ainsi  par  rapport  à  notre 


lxx  INTRODUCTION, 
système ,  ce  que  les  aérolithes  sont  relativement  à  la  terre ,  à 
laquelle  ils  paraissent  étrangers.  Lorsque  ces  astres  deviennent 
visibles  pour  nous ,  ils  offrent  une  ressemblance  si  parfaite  avec 
les  nébuleuses,  qu'on  les  confond  souvent  avec  elles;  et  ce  n'est 
que  par  leur  mouvement,  ou  par  la  connaissance  de  toutes  les 
nébuleuses  renfermées  dans  la  partie  du  ciel  où  ils  se  montrent , 
qu'on  parvient  à  les  en  distinguer.  Cette  supposition  explique  d'une 
manière  heureuse ,  la  grande  extension  que  prennent  les  têtes  et 
les  queues  de»  ^cx>mluu>  ;  à  mesure  qu'elles  approchent  du  soleil , 
et  l'extrême  rareté  de  ces  queues  qui  malgré  leur  immense  pro- 
fondeur ,  n'affaiblissent  point  sensiblement  l'éclat  des  étoiles  que 
l'on  voit  à  travers. 

Lorsque  de  petites  nébuleuses  parviennent  dans  la  partie  de 
l'espace  où  l'attraction  du  soleil  est  prédominante,  et  que  nous 
nommerons  sphère  d'activité  de  cet  astre;  il  les  force  à  décrire 
des  orbes  elliptiques  ou  hyperboliques.  Mais  leur  vitesse  étant  éga- 
lement possible  suivant  toutes  les  directions,  elles  doivent  se  mouvoir 
indifféremment  dans  tous  les  sens  et  sous  toutes  les  inclinaisons 
à  récliptique  ;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  l'on  observe. 

La  grande  excentricité  des  orbes  cométaires,  résulte  encore 
de  l'hypothèse  précédente.  En  effet ,  si  ces  orbes  sont  elliptiques , 
ils  sont  très-alongés  ;  puisque  leurs  grands  axes  sont  an  moins 
égaux  au  rayon  de  la  sphère  d'activité  du  soleil.  Mais  ces  orbes 
peuvent  être  hyperboliques ,  et  si  les  axes  de  ces  hyperboles  ne 
sont  pas  très-grands  par  rapport  à  la  moyenne  distance  du  soleil 
à  la  terre,  le  mouvement  des  comètes  qui  les  décrivent,  paraîtra 
sensiblement  hyperbolique.  Cependant  sur  cent  comètes  dont  on 
a  déjà  les  élémens,  aucune  n'a  paru  se  mouvoir  dans  une  hyperbole; 
il  faut  donc  que  les  chances  qui  donnent  une  hyperbole  sensible , 
soient  extrêmement  rares  par  rapport  aux  chances  contraires. 

Les  comètes  sont  si  petites,  que  pour  devenir  visibles,  leur 
distance  périhélie  doit  être  peu  considérable.  Jusqu'à  présent  cette 
distance  n'a  surpassé  que  deux  fois ,  le  diamètre  de  l'orbe  terrestre, 
et  le  plus  souvent ,  elle  a  été  au-dessous  du  rayon  de  cet  orbe. 
On  conçoit  que  pour  approcher  si  prés  du  soleil,  leur  vitesse  au 
moraont  de  leur  entrée  dans  sa  sphère  d'activité,  doit  avoir  une 
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grandeur  et  une  direction,  comprises  dans  d'étroites  limites.  En 
déterminant  par  l'analyse  des  probabilités,  le  rapport  des  chances 
qui  dans  ces  limites,  donnent  une  hyperbole  sensible,  aux  chances 
qui  donnent  un  orbe  que  l'on  puisse  confondre  avec  une  parabole  ; 
j'ai  trouvé  qu'il  y  a  six  mille  au  moins,  à  parier  contre  l'unité , 
qu'une  nébuleuse  qui  pénètre  dans  la  sphère  d'activité  du  soleil, 
de  manière  à  pouvoir  être  observée,  décrira  ou  une  ellipse  très- 
alongéc ,  ou  une  hyperbole  qui  par  la  grandeur  de  son  axe ,  se 
confondra  sensiblement  arec  une  parabole,  dans  lo  p**"*'0  *ttM  I  ot* 
observe  ;  il  nVoi  donc  pas  surprenant  que  jusqu'ici,  l'on  n'ait  point 
reconnu  de  mouvemens  hyperboliques. 

L'attraction  des  planètes,  et  peut-être  encore  la  résistance 
des  milieux  éthérés ,  a  dû  changer  plusieurs  orbes  cométaires , 
dans  des  ellipses  dont  le  grand  axe  est  moindre  que  le  rayon  de 
la  sphère  d'activité  du  soleil  ;  ce  qui  augmente  les  chances  des  orbes 
elliptiques.  On  peut  croire  que  ce  changement  a  eu  lieu  pour  la 
comète  de  168s,  la  seule  dont  on  ait  jusqu'à  présent,  déterminé 
la  révolution. 

Des  milieux  qu'il  faut  choisir  entre  les  résultats  d'un  grand 

nombre  d'observations. 

La  recherche  de  ces  milieux  est  très-importante  dans  la  philo* 
Sophie  naturelle;  et  l'analyse  qu'elle  exige,  est  la  plus  délicate  et  la 
plus  épineuse  de  toute  la  théorie  des  probabilités.  Les  observations 
et  les  expériences  les  plus  précises  sont  toujours  sujettes  à.  des 
erreurs  qui  influent  sur  la  valeur  des  élémens  que  l'on  veut  en  dé- 
duire. Pour  faire  disparaître  ces  erreurs ,  autant  qu'il  est  possible , 
en  les  détruisant  les  unes  par  les  autres;  on  multiplie  les  observa- 
tions dont  le  résultat  moyen  est  d'autant  plus  exact,  que  leur 
nombre  est  plus  considérable.  Mais  quelle  est  la  manière  la  plus 
avantageuse  de  former  ce  résultat  moyen?  De  quelle  erreur  ce 
résultat  esUil  encore  susceptible?  Cest  ce  que  l'analyse  des  pro- 
babilités peut  seule  faire  connaître;  et  voici  ce  qu'elle  nous 
apprend.  . 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  l'on  cherche  à  déterminer 
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par  l'observation,  la  grandeur  apparente  d'un  disque  vu  d'une  dis- 
tance donnée.  Si  Ton  a  pris  un  grand  nombre  de  mesures  du  disque 
avec  des  instrumens  semblables,  et  à  une  même  distance  de  ce 
disque;  on  aura  sa  grandeur  moyenne  apparente,  en  divisant  la 
somme  de  toutes  les  mesures  partielles,  par  le  nombre  de  ces 
mesures.  Pour  avoir  l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en 
moins,  sur  ce  résultat;  nous  observerons  que  cette  erreur  est  la 
somme  des  produits  de  chaque  erreur  possible,  par  sa  probabilité. 
Une  erreur,  «oit  positive,  soit  négative,  devant  être  considérée 
comme  une  perte  au  jeu,  on  doit  évaluer  t  erreur  moyenne,  comme 
on  évaluerait  une  perte  moyenne.  En  déterminant  par  l'analyse  des 
fonctions  génératrices,  l'expression  de  cette  erreur;  on  trouve  qu'elle 
a  pour  facteur,  une  quantité  dépendante  de  la  loi  de  probabilité 
des  erreurs  de  chaque  mesure.  Cette  loi  nous  est  inconnue  :  seu- 
lement, il  est  naturel  d'admettre  que  les  erreurs  négatives  sont 
aussi  probables  que  les  positives;  il  semble  donc  impossible  d'éva- 
luer cette  erreur  moyenne.  Mais  en  déterminant  par  la  même 
analyse ,  la  somme  des  carrés  des  erreurs  des  observations  ;  j'ai 
reconnu  qu'elle  a  le  même  facteur.  De  là,  j'ai  conclu  la  règle  suivante. 

Si  l'on  prend  les  différences  entre  le  résultat  moyen  de  toutes 
les  mesures,  et  chacune  d'elles  ;  l'erreur  moyenne  à  craindre  en 
plus  ou  en  moins  sur  ce  résultat,  est  une  fraction  dont  le  numéra- 
teur est  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ces  différences, 
et  dont  le  dénominateur  est  le  produit  du  nombre  des  mesures, 
par  la  racine  carrée  du  rapport  de  la  circonférence  au  rayon. 

On  a  ainsi  le  résultat  moyen  le  plus  avantageux,  et  l'on  peut 
en  apprécier  l'exactitude.  Pour  rapporter  ensuite  ce  résultat,  à  la 
distance  donnée;  il  suffit  de  lc~  multiplier  parle  rapport  inverso 
de  cette  distance ,  à  celle  d'où  les  mesures  ont  été  prises. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  pris  ces  mesures,  à  différentes 
distances  ;  et  que  l'on  veuille  toujours  en  conclure  la  grandeur  appa- 
rente du  disque  vu  d'une  distance  donnée.  Il  est  clair  que  l'erreur 
de  chaque  observation  aura  d'autant  moins  d'influence,  que  l'ob- 
servation aura  été  faite  plus  près  du  disque;  il  est  encore  facile  de 
voir  que  chaque  mesure  observée,  moins  son  erreur,. doit  être 
égale  à  la  grandeur  que  l'on  cherche,  multipliée  par  le  rapport 
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ffe !a  distance  donnée,  à  la  distance  d'où  la  mesure  a  été  prise. 
En  considérant  la  grandeur  cherchée ,  comme  une  inconnue;  chaque 
mesure  observée  donnera  une  équation  du  premier  degré  dont  le 
premier  membre  sera  le  produit  de  l'inconnue,  par  ce  rapport  ; 
et  dont  le  second  membre  sera  la  mesure  observée ,  moins  son 
erreur.  Si  l'on  ajoute  toutes  ces  équations,  leur  ensemble  formera 
une  équation  finale  qui,  en  supposant  nulle,  la  somme  des  erreurs 
de  toutes  les  observations,  donnera  une  valeur  de  l'inconnue, 
à  laquelle  toutes  les  observations  auront  conoomu,  et  qui  par 
là ,  doit  avoir  une  grande  précision.  C'est  la  règle  que  l'on  suit 
communément  ;  mais  elle  ne  donne  pas  le  résultat  le  plus  avanta- 
geux, celui  qui  ne  laisse  à  craindre  que  la  plus  petite  erreur  moyenne. 
Pour  avoir  ce  résultat ,  on  doit  observer  que  toutes  les  manières 
possibles  de  combiner  les  équations  précédentes,  afin  d'obtenir  une 
équation  finale  du  premier  degré,  qui  détermine  l'inconnue ,  re- 
viennent à  les  multiplier,  chacune,  par  un  facteur,  et  à  les  ajouter 
ensuite  sans  avoir  égard  aux  erreurs  des  observations.  En  prenant 
donc  pour  ces  facteurs,  des  constantes  arbitraires,  et*  cherchant 
l'expression  analytique  de  l'erreur  moyenne  du  résultat  donné'par 
Féquatjon  finale;  il  faut  déterminer  les  constantes,  ensorte  que 
cette  erreur  soit  un  minimum.  On  trouve  alors  que  chaque  cons- 
tante est  égale  au  coefficient  de  l'inconnue ,  dans  l'équation  partielle 
qu'elle  multiplie;  la  valeur  de  l'inconnue,  donnée  par  l'équation 
finale ,  est  ainsi  exprimée  par  une  fraction  qui  a  pour  numérateur, 
la  somme  des  produits  du  coefficient  de  l'inconnue  dans  chaque 
équation  partielle,  par  la  mesure  observée  correspondante;  et  pour 
dénominateur,  la  somme  des  carrés  de  tous  ces  coefiïciens.  Si 
Ton  prend  ensuite  les  différences  entre  les  mesures  observées,  et 
les  produits  successifs  de  ce  résultat  par  les  coefficiens  de  l'incon- 
nue $lans  les  équations  partielles;  l'erreur  moyenne  qu'il  laisse 
encore  à  craindre ,  sera  la  racine  carrée  d'une  fraction  dont  le 
numérateur  est  la  somme  des  carrés  de  ces  différences ,  et  dont  le 
dénominateur  est  le  produit  de  ces  trois  quantités,  savoir,  le  nombre 
des  observations ,  la  somme  des  carrés  des  coefficiens  de  l'incon- 
nue ,  dans  les  équations  partielles,  et  la  circonférence  dont  le  rayon 
est  l'unité. 

k 
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Il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  élève  au  carré,  l'expression  de 
l'erreur  de  chaque  mesure ,  tirée  de  l'équation  partielle  correspon- 
dante; si  l'on  rend  ensuite,  un  minimum,  la  somme  de  ces  car- 
rés, en  y  faisant  varier  l'inconnue;  l'équation  du  minimum  donnera 
pour  cette  inconnue,  la  valeur  précédente. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  et  spécialement  en  astronomie , 
les  élémens  que  l'on  veut  déterminer,  sont  déjà  connus  à  fort  peu 
près ,  et  n'ont  besoin  que  de  légères  corrections  que  l'on  cherche 
à  obtenir  ^>ar  dt»  olwM^Atiansjiombreuses  et  précises.  Pour  cela, 
on  regarde  chaque  observation,  comme  une  fonction  des  élémens. 
En  substituant  dans  cette  fonction ,  la  valeur  approchée  de  chaque 
élément,  plus  sa  correction  considérée  comme  une  inconnue;  en 
développant  ensuite,  la  fonction,  dans  une  série  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  ces  inconnues ,  et  négli- 
geant, vu  leur  petitesse,  les  carrés  et  ces  produits;  enfin ,  en  égalant 
la  série ,  à  l'observation  diminuée  de  son  erreur  ;  on  forme  une 
équation  du  premier  degré  entre  ces  inconnues.  C'est  ce  que  Ton 
nomme  équation  de  condition.  On  combine  ensuite  ces  équations 
de  condition,  de  manière  à  les  réduire  à  un  nombre  d'équations 
finales,  égal  à  celui  des  inconnues.  La  résolution  de  ces  équations 
donne  les  valeurs  des  inconnues,  ou  les  corrections  des  divers 
élémens. 

La  manière  la  plus  générale  de  former  ces  équations  finales,  con- 
siste à  multiplier  chacune  des  équations  de  condition ,  par  un 
facteur  indéterminé  :  la  somme  de  ces  produits ,  en  y  supposant 
nul,  tout  ce  qui  est  relatif  aux  erreurs  des  observations,  donnera 
une  première  équation  finale.  Un  second  système  de  facteurs  don- 
nera une  seconde  équation  finale,  et  ainsi  des  autres.  L'analyse 
des  fonctions  génératrices  donne  l'expression  de  l'erreur  moyenne 
à  craindre  sur  la  correction  de  chaque  élément,  obtenue  par  la 
résolution  de» ces  équations  finales.  Si  l'on  détermine  les  facteurs, 
par  la  condition  que  chacune  de  ces  expressions  soit  un  minimum; 
on  trouve  que  le  premier  système  de  facteurs  est  formé  des  coefli- 
ciens  de  la  première  inconnue,  dans  chaque  équation  de  condition; 
que  le  second  système  est  formé  des  coefiieiens  de  la  seconde  in- 
connue, etc.;  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  les  corrections  des 
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clémens,  les  plus  avantageuses)  sont  généralement,  comme  dans 
le  cas  d'une  seule  variable,  celles  que  l'on  obtient,  lorsqu'on  rend 
un  minimurà  ,  la  somme  des  carrés  des  erreurs  de  chaque  obser- 
vation ,  en  y  faisant  varier  successivement  les  corrections  incon- 
nues. Dans  ce  cas  général ,  l'analyse  donne  l'expression  de  l'erreur 
moyenne  à  craindre  encore  sur  chaque  élément;  mais  quoique 
très-simple,  cette  expression  ne  peut  pas  être  comprise  sans  le  se- 
cours de  l'algèbre. 

Nous  avons  supposé  fort  grand .  le  nnmbro  <kso  observations  ; 
et  la  règle  précédente  est  d'autant  plus  exacte,  que  ce  nombre 
est  plus  considérable.  Mais  dans  le  cas  même  où  il  est  petit,  il  pa- 
raît naturel  d'employer  la  même  règle  qui  dans  tous  les  cas,  offre 
un  moyen  simple  d'obtenir  sans  tâtonnement,  les  corrections  que 
l'on  cherche  à  déterminer. 

Cette  règle  peut  servir  encore  à  comparer  la  précision  de  diverses 
tables  astronomiques  d'un  môme  astre.  Cos  tables  peuvent  tou- 
jours être  supposées  réduites  à  la  même  forme,  et  alors  eUes  ne 
diffèrent  que  par  les  époques,  les  moyens  mouvemens,  et  les  coeffi- 
ciens  des  argumens  ;  car  si  l'une  d'elles  contient  un  argument  qui 
ne  se  trouve  point  dans  les  autres ,  il  est  clair  que  cela  revient 
à  supposer  nul  dans  celles-ci,  le  coefficient  de  cet  argument.  Main- 
tenant, si  l'on  rectifiait  ces  tables,  en  les  comparant  à  la  totalité  des 
bonnes  observations;  elles  satisferaient,  par  ce  qui  précède,  à  la 
condition  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  soit  un  minimum; 
les  tables  qui  comparées  à  un  nombre  considérable  d'observa- 
tions, approchent  le  plus,  de  cette  condition,  méritent  donc  la  préfé- 
rence. 

Des  Tables  de  mortalité,  et  des  durées  moyennes  de  la  vie , 
des  mariages  et  des  associations  quelconques. 

La  manière  de  former  les  tables  de  mortalité,  est  très-simple. 
On  prend  sur  les  registres  des  naissances  et  des  morts,  un  grand 
nombre  d'enfans  que  l'on  suit  pendant  le  cours  de  leur  vie ,  en 
déterminant  combien  il  en  reste  à  la  fin  de  chaque  année  de  leur 
âge ,  et  l'on  écrit  ce  nombre  vis-à-vis  de  l'année  finissante.  Mais 
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comme  dans  les  deux  premières  années  de  la  vie,  la  mortalité  est 
très-rapide;  il  faut  pour  plus  d'exactitude,  indiquer  dans  ce  premier 
âge,  le  nombre  des  survivans  à  la  tin  de  chaque  demi-année. 

Si  l'on  divise  la  somme  des  années  de  la  vie  de  tous  les  individus 
inscrits  dans  une  table  de  mortalité,  par  le  nombre  de  ces  individus, 
et  si  de  ce  quotient,  on  soustrait  une  demi-année;  on  aura  la  durée 
moyenne  de  la  vie ,  que  l'on  trouve  ainsi  de  vingt-huit  ans  et  demi 
à  peu  prés.  Cette  soustraction  ne  doit  avoir  lieu ,  que  dans  le  cas 
où  la  table  uMrnJwfu*  point  le  nombre  des  virans  à  la  fin  de  la  pre- 
mière demi  -  année  :  elle  est  fondée  sur  ce  que  la  mortalité  pou- 
vant être  supposée  uniformément  répandue  sur  la  première  année; 
la  partie  de  la  durée  moyenne  de  la  vie,  correspondante  à  cette 
année,  n'est  que  la  moitié  de  celle  qui  aurait  heu ,  si  la  mort 
ne  frappait  les  individus  qu'à  la  fin  de  Tannée.  La  durée  moyenne 
de  ce  qui  reste  encore  à  vivre,  lorsqu'on  est  parvenu  à  un  âge 
quelconque,  se  détermino  en  faisant  une  somme  des  années  qu'ont 
vécu  au-delà  de  cet  âge ,  tous  les  individus  qui  l'ont  atteint;  en  la 
divisant  par  le  nombre  de  ces  individus ,  et  en  retranchant  une 
demi-année ,  de  ce  quotient.  Ce  n'est  point  au  moment  de  la  nais- 
sance ,  que  la  durée  moyenne  de  la  vie ,  est  la  plus  grande;  c'est 
lorsqu'on  a  échappé  aux  dangers  de  la  première  enfance,  et  alors 
elle  est  d'environ  quarante  -  trois  ans.  La  probabilité  d'arriver  à 
un  âge  quelconque ,  en  partant  d'un  âge  donné ,  est  égale  au  rap- 
port des  deux  nombres  d'individus  indiqués  dans  la  table ,  à  ces 
deux  âges. 

La  précision  de  ces  résultats  exige  que  pour  la  formation  des 
tables ,  on  emploie  un  très-grand  nombre  de  naissances.  L'analyse 
donne  alors  des  formules  très-simples  pour  apprécier  la  probabilité 
que  les  nombres  indiqués  dans  ces  tables  ne  s'écarteront  de  la 
vérité,  que  dans  d'étroites  limites.  On  voit  par  ces  formules,  que 
l'intervalle  des  limites  diminue ,  et  que  la  probabilité  augmente , 
à  mesure  que  l'on  considère  plus  de  naissances;  ensorte  que  les 
tables  représenteraient  exactement  la  vraie  loi  de  la  mortalité ,  si 
le  nombre  des  naissances  employées  devenait  infini. 

Une  table  de  mortalité  est  donc  une  table  des  probabilités  de 
la  Yie  humaine.  Le  rapport  des  individus  inscrits  à  côté  de  chaque 
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année,  au  nombre  des  naissances,  est  la  probabilité  qu'un  nouveau- 
né  atteindra  cette  année.  Comme  on  estime  la  valeur  de  l'espé- 
rance ,  en  faisant  une  somme  des  produits  de  chaque  bien  espéré 
par  la  probabilité  de  l'obtenir;  on  peut  également  évaluer  la  durée 
moyenne  de  la  vio ,  en  ajoutant  les  produits  de  chaque  année 
parla  probabilité  d'y  arriver.  Ainsi  en  formant  une  suite  de  fractions 
dont  le  dénominateur  commun  est  le  nombre  des  nouveau -nés 
de  la  table,  et  dont  les  numérateurs  sont  les  nombres  inscrits 
à  côté  de  chaque  année  ;  la  somme  de  t«ut«o  vea  fractions  sera 
la  durée  moyenne  de  la  vie,  dont  il  taut  pour  plus  d'exactitude, 
retrancher  une  demi-année;  ce  qui  conduit  au  même  résultat  que 
la  règle  précédente.  Mais  cette  manière  d'envisager  la  durée 
moyenne  de  la  vie,  a  l'avantage  de  faire  voir  que  dans  une  popu- 
lation stationnaire,  c'est-à-dire  telle  que  le  nombre  des  naissances 
égale  celui  des  morts;  la  durée  moyenne  de  la  vie  est  le  rapport 
même  de  la  population  aux  naissance»  annuelles;  car  la  population 
étant  supposée  stationnaire,  le  nombre  des  individus  d'un  âge 
compris  eutre  deux  années  consécutives  de  la  table,  est  égal  au 
nombre  des  naissances  annuelles ,  multiplié  par  la  demi  -  somme 
des  probabilités  d'atteindre  ces  années;  la  somme  de  tous  ces  pro- 
duits sera  donc  la  population  entière  ;  or  il  est  aisé  de  voir  que 
cette  somme  divisée  par  le  nombre  des  naissances  annuelles, 
coïncide  avec  la  durée  moyenne  de  la  vie,  telle  que  nous  venons 
de  la  définir. 

11  est  facile  au  moyen  d'une  table  de  mortalité ,  de  former  la  table 
correspondante  de  la  population  supposée  stationnaire.  Pour  cela, 
on  prend  des  moyennes  arithmétiques  entre  les  nombres  de  la  table 
de  mortalité  correspondans  aux  âges ,  zéro  et  un  an ,  un  et  deux 
ans ,  deux  et  trois  ans,  etc.  La  somme  de  toutes  ces  moyennes 
est  la  population  entière  :  on  l'écrit  à  côté  de  l'âge  zéro.  On  re- 
tranche de  cette  somme,  la  première  moyenne;  et  le  reste  est 
lo  nombre  des  individus  d'un  an  et  au-dessus  :  on  l'écrit  à  côté  de 
Tannée  1.  On  retranche  de  ce  premier  reste,  la  seconde  moyenne; 
ce  second  reste  est  le  nombre  des  individus  de  deux  années,  et 
au-dessus  :  on  l'écrit  à  côté  de  l'année  a  ;  et  ainsi  de  suite. 

Tant  de  causes  variables  influent  sur  la  mortalité,  que  les  table» 
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qui  la  représentent ,  doivent  changer  suivant  les  lieux  et  les  temps. 
Les  divers  états  de  la  vie  offrent  à  leur  égard,  des  différences 
sensibles  relatives  aux  fatigues  et  aux  dangers  inséparables  de 
chaque  état ,  et  dont  il  est  indispensable  de  tenir  compte  dans  les 
calculs  fondés  sur  la  durée  de  la  vie.  Mais  ces  différences  n'ont 
pas  encore  été  suffisamment  observées.  Elles  le  seront ,  un  jour  ; 
alors  on  saura  quel  sacrifice  de  la  vie ,  chaque  profession  exige , 
et  l'on  profitera  de  ces  connaissances,  pour  en  diminuer  les 
dangers.  ~—  „  _ 

La  salubrité  plus  ou  moins  grande  du  sol ,  sa  température ,  les 
mœurs  des  habitans ,  et  les  opérations  des  gouvernemens  ont  sur 
la  mortalité ,  une  influence  considérable.  Mais  il  faut  toujours  faire 
précéder  la  recherche  de  la  cause  des  différences  observées,  par 
celle  de  la  probabilité  avec  laquelle  cette  cause  est  indiquée.  Ainsi 
le  rapport  de  la  population  aux  naissances  annuelles,  que  l'on  à 
vu  s'élever  en  Franco,  k  vingt-huit  et  un  tiers ,  n'est  pas  égal  a 
vingt-cinq  dans  l'ancien  duché  de  Milan.  Ces  rapports  établis  l'un 
et  l'autre,  sur  un  grand  nombre  de  naissances,  ne  permettent  pas 
de  révoquer  en  doute,  l'existence  dans  le  Milanais,  d'une  cause 
spéciale  de  mortalité,  qu'il  importe  au  gouvernement  de  ce  pays, 
de  rechercher  et  de  faire  disparaître. 

Le  rapport  de  la  population  aux  naissances  s'accroîtrait  encore, 
si  l'on  parvenait  à  diminuer  ou  à  éteindre  quelques  maladies  dan- 
gereuses et  très-répandues.  C'est  ce  que  l'on  a  fait  heureusement 
pour  la  petite  vérole,  d'abord  par  l'inoculation  de  cette  maladie; 
ensuite  d'une  manière  beaucoup  plus  avantageuse,  par  l'inoculation 
de  la  vaccine ,  découverte  inestimable  de  Jenner  qui  par  là  s'est 
rendu  l'un  des  plus  grands  bienfaiteurs  de  l'humanité. 

La  petite  vérole  a  cela  de  particulier,  savoir  que  le  même  individu 
n'en  est  pas  deux  fois  atteint,  ou  du  moins,  ce  cas  est  si  rare, 
que  Ton  peut  en  faire  abstraction  dans  le  calcul.  Cette  maladie 
à  laquelle  peu  de  monde  échappait  avant  la  découverte  de  la 
vaccine,  est  souvent  mortelle  et  fait  périr  un  septième  de  ceux 
qu'elle  attaque.  Quelquefois,  elle  est  bénigne,  et  l'expérience  a  fait 
connaître  qu'on  lui  donnait  ce  dernier  caractère,  en  l'inoculant 
sur  des  personnes  saines ,  préparées  par  un  bon  régime,  et  dans 
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une  saison  favorable.  Alors  le  rapport  des  individus  qu'elle  fait 
périr,  aux  inoculés,  n'est  pas  un  trois-centième.  Ce  grand  avantage 
de  l'inoculation ,  joint  ù  ceux  de  ne  point  altérer  la  beauté,  et  de 
préserver  des  suites  fâcheuses  que  la  petite  vérole  naturelle  en- 
traîne souvent  après  elle ,  la  fit  adopter  par  un  grand  nombre  de 
personnes.  Sa  pratique  fut  vivement  recommandée;  mais  ce  qui 
arrive  presque  toujours  dans  les  choses  sujettes  à  des  inconvéniens, 
elle  fut  vivement  combattue.  Au  milieu  de  cette  dispute .  rianiel 
Bernoulli  se  proposa  de  soumet  frp  »u  oaioui  des  probabilités ,  l'in- 
fluence de  l'inoculation  sur  la  durée  moyenne  de  la  vie.  Manquant 
de  données  précises  sur  la  mortalité  produite  par  la  petite  vérole, 
aux  divers  âges  de  la  vie  ;  il  supposa  que  le  danger  d'avoir  cette 
maladie  et  celui  d'en  périr,  sont  les  mêmes  à  tout  âge.  Au  moyen 
de  ces  suppositions,  il  parvint  par  une  analyse  délicate,  à  convertir 
une  table  ordinaire  de  mortalité,  dans  celles  qui  auraient  lieu, 
si  la  petite  vérole  n'existait  pas,  ou  si  elle  ne  luisait  périr  qu'un 
très -petit  nombre  de  malades;  et  il  en  conclut  que  l'inocula- 
tion augmenterait  de  trois  ans  au  moins ,  la  durée  moyenne  de 
la  vie;  ce  qui  lui  parut  mettre  hors  de  doute  ,  l'avantage  de 
cette  opération.  IPAlembert  attaqua  l'analyse  de  Bernoulli,  d'abord 
sur  l'incertitude  de  ses  deux  hypothèses;  ensuite,  sur  son  insuffi- 
sance, en  ce  que  l'on  n'y  .  faisait  point  entrer  la  comparaison  du 
danger  prochain  quoique  très-petit,  de  périr  par  l'inoculation,  au 
danger  beaucoup  plus  grand ,  mais  plus  éloigné ,  de  succomber  à 
la  petite  vérole  naturelle.  Cette  considération  qui  disparaît,  lorsque 
l'on  considère  un  grand  nombre  d'individus,  est  par  là,  indifférente 
aux  gouvernement ,  et  laisse  subsister  pour  eux ,  les  avantages 
de  l'inoculation;  mais  elle  est  d'un  grand  poids  pour  un  père  de 
famille  qui  doit  craindre,  en  faisant  inoculer  ses  enfàns  ,  de  voir 
bientôt  périr  ce  qu'il  a  de  plus  cher  au  monde,  et  d'en  être  cause. 
Beaucoup  de  parens  étaient  retenus  par  cette  crainte ,  que  la  décou- 
verte de  la  vaccine  a  heureusement  dissipée.  Par  un  de  ces  mystères 
que  la  nature  nous  offre  si  fréquemment,  le  vaccin  est  un  préser- 
vatif de  la  petite  vérole ,  aussi  sûr  que  le  virus  variolique ,  et  il 
n'a  aucun  danger  :  il  n'expose  à  aucune  maladie ,  et  ne  demande 
que  très-peu  de  soins.  Aussi  sa  pratique  s'est-elle  promp.tement  ré- 
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panduc ,  et  pour  la  rendre  universelle ,  il  ne  reste  plus  à  vaincre 
que  l'inertie  naturelle  du  peuple ,  contre  laquelle  il  faut  lutter  sans 
cesse ,  même  lorsqu'il  s'agit  de  ses  plus  cbers  intérêts. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  calculer  l'avantage  que  produirait  l'ex- 
tinction d'une  maladie,  consiste  à  déterminer  par  l'observation, 
le  nombre  d'individus  d'un  âge  donné,  qu'elle  fait  périr,  chaque 
année ,  et  à  le  retrancher  du  nombre  des  morts  au  même  âge. 
Le  rapport  de  la  différence ,  au  nombre  total  d'individus  de  l'âge 
donné ,  serait  la  probabilité  d«  périr  à  rpf  âgr.,  si  la  maladie  n'existait 
pas.  En  faisant  donc  une  somme  de  ces  probabilités  depuis  la  nais- 
sance jusqu'à  un  âge  quelconque,  et  retranchant  cette  somme  de 
l'unité;  le  reste  sera  la  probabilité  de  vivre  jusqu'à  cet  âge,  cor- 
réspondante  à  l'extinction  de  la  maladie.  La  série  de  ces  proba- 
bilités sera  la  table  de  mortalité,  relative  à  cette  hypothèse;  et 
l'on  en  conclura  par  ce  qui  précède,  la  dnrée  moyenne  de  la  vie. 
C'est  ainsi  que  Duvilard  a  trouvé  l'accroissement  de  la  durée 
moyenne  de  la  vie ,  dû  à  l'inoculation  de  la  vaccine ,  de  trois  ans 
au  moins.  Un  accroissement  aussi  considérable  en  produirait  un 
fort  grand  dans  la  population ,  si  d'ailleurs ,  elle  n'était  pas  restreinte 
par  la  diminution  relative  des  subsistances. 

Cest  principalement  par  le  défaut  des  subsistances ,  que  la 
marche  progressive  de  la  population  est  arrêtée.  Dans  toutes  les 
espèces  d'animaux  et  de  végétaux  ,  la  nature  tend  sans  cesse 
à  augmenter  le  nombre  des  individus,  jusqu'à  ce  qu'ils  soient  au 
niveau  des  moyens  de  subsister.  Dans  l'espèce  humaine ,  les  causes 
morales  ont  une  grande  influence  sur  la  population.  Si  le  sol, 
par  de  faciles  défrichemens,  peut  fournir  une  nourriture  abondante 
à  des  générations  nouvelles;  la  certitude  de  faire  vivre  une  nom- 
breuse famille,  encourage  les  mariages,  et  les  rend  plus  précoces 
et  plus  féconds.  Sur  un  sol  pareil ,  la  population  et  les  subsis- 
tances doivent  croître  à- la -fois  en  progression  géométrique.  Mais 
quand  les  défrichemens  deviennent  plus  difficiles  et  plus  rares  ; 
alors  l'accroissement  de  la  population  diminue  :  elle  se  rapproche 
continuellement  de  l'état  variable  des  subsistances ,  en  faisant  au- 
tour de  lui ,  des  oscillations ,  à  peu  près  comme  un  pendule  dont 
on  promène  d'un  mouvement  retardé ,  le  point  de  suspension,  oscillo 
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autour  de  ce  point,  par  sa  pcsantcuY.  Il  est  difficile  d'évaluer  le 
maximum  d'accroissement  de  la  population  :  il  parait  d'après 
quelques  observations,  que  dans  de  favorables  circonstances,  la 
population  de  l'espèce  humaine  pourrait  doubler,  tous  les  quinze 
ans.  On  estime  que  dans  l'Amérique  septentrionale ,  la  période 
de  ce  doublement  est  de  vingt-cinq  années.  Dans  cet  état  de  choses , 
la  population,  les  naissances ,  les  mariages ,  la  mortalité,  tout  croît 
suivant  la  même  progression  géométrique  dont  on  a  le  rapport 
constant  des  termes  consécutifs ,  par  l'observation  des  naissances 
annuelles  à  deux  époques. 

Une  table  de  mortalité,  représentant  les  probabilités  de  la  vie 
humaine  ;  on  peut  déterminer  à  son  moyen ,  la  durée  des  mariages. 
Supposons  pour  simplifier ,  que  la  mortalité  soit  la  même  pour 
les  deux  sexes  ;  un  aura  la  prohahilité  que  le  mariage  subsistera 
un  an,  ou  deux,  ou  trois,  etc.;  en  formant  une  suite  de  fractions 
dont  le  dénominateur  commun,  est  le  produit  des  deux  nombres 
de  la  table,  correspondans  aux  âges  des  conjoints,  et  dont  les 
numérateurs  sont  les  produits  successifs  des  nombres  corres- 
pondans à  ces  âges  augmentés  d'une  année ,  de  deux ,  de  trois,  etc. 
La  somme  de  ces  fractions,  augmentée  d'un  demi,  sera  la  durée 
moyenne  du  mariage ,  l'année  étant  prise  pour  unité.  Il  est  facile 
d'étendre  la  même  règle,  à  la  durée  moyenne  d'une  association 
formée  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  dlndividus. 

Des  bénéfices  et  des  établissemens  qui  dépendent  de  la 
probabilité  des  èvênemens. 

Rappelons  ici  ce  que  nous  avons  dit  en  parlant  de  l'espérance. 
On  a  vu  que  pour  avoir  l'avantage  qui  résulte  de  plusieurs  évé- 
nemens  simples,  dont  les  uns  produisent  un  bien,  et  les  autres 
une  perte;  il  faut  ajouter  les  produits  de  la  probabilité  de  chaque 
événement  favorable,  par  le  bien  qu'il  procure,  et  retrancher  de 
leur  somme,  celle  des  produits  de  la  probabilité -de  chaque  évé- 
nement défavorable,  par  la  perte  qui  y  est  attachée.  Mais  quel 
que  soit  l'avantage  exprime  par  la  différence  de  ces  sommes ,  un 
seul  événement  composé  de  ces  événemens  simples,  ne  garantit 
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point  de  la  crainte  d'éprouver  une  perte  réelle.  On  conçoit  que 
cette  crainte  doit  diminuer  lorsque  Ton  multiplie  l'événement  com- 
posé. L'analyse  des  probabilités  conduit  à  ce  théorème  général. 

Far  la  répétition  d'un  événement  avantageux,  simple  ou  composé, 
k  bénéfice,  réel  devient  de  «plus  en  plus  probable,  et  s'accroît  sans 
cesse  :  il  devient  certain,  dans  l'hypothèse  d'un  nombre  infini  de 
répétitions  ;  et  en  le  divisant  par  ce  nombre,  le  quotient  ou  le 
bénéfice  moyen  de  chaque  événement,  est  l'espérance  mathéma- 
tique elle-même,  ou  l'avantage  relatif  à  l'événement.  Il  en  est  de 
même  de  la  perte  qui  devient  certaine  à  la  longue ,  pour  peu  que 
l'événement  soit  désavantageux. 

Ce  théorème  sur  les  bénéfices  et  les  pertes,  est  analogue  à  ceux 
que  nous  avons  donnés  précédemment  sur  les  rapports  qu'indique 
la  répétition  indéfinie  des  événMnonc  oimplos  ou  composés;  et 
comme  eux,  il  prouve  que  la  régularité  finit  par  s'établir  dans  les 
choses  même,  les  plus  subordonnées  à  ce  que  nous  nommons 
hasard. 

Lorsque  les  événemens  sont  en  grand  nombre,  l'analyse  donne 
encore  une  expression  fort  simple  de  la  probabilité  que  le  bénéfice 
réel  sera  compris  flans  des  limites  déterminées,  expression  qui 
rentre  dans  la  loi  générale  de  la  probabilité,  que  nous  avons  donnée 
ci-dessus,  en  parlant  des  probabilités  qui  résultent  de  la  multiplication 
indéfinie  des  événemens. 

C'est  de  la  vérité  du  théorème  précédent ,  que  dépend  la  stabilité 
des  établissemens  fondés  sur  les  probabilités.  Mais  pour  qu'il  puisse 
leur  être  appliqué ,  il  faut  que  ces  établissemens,  par  de  nombreuses 
affaires,  multiplient  les  événemens  avantageux.  , 

On  a  fondé  sur  les  probabilités  de  la  vie  humaine ,  divers  éta- 
blissemens, tels  que  les  rentes  viagères  et  les  tontines.  La  méthode 
la  plus  générale  et  la  plus  simple  de  calculer  les  bénéfices  et  les 
charges  de  ces  établissemens,  consiste  à  les  réduire  en  capitaux 
actuels.  L'intérêt  annuel  de  l'unité,  est  ce  que  l'on  nomme  taux 
de  l'intérêt  A  la  fin  de  chaque  année,  un  capital  acquiert  pour 
facteur,  l'unité  plus  le  taux  de  l'intérêt;  il  croit  donc  suivant  une 
progression  géométrique  dont  ce  facteur  est  la  raison.  Ainsi  par 
reflet  du  temps,  il  devient  immense.  Si,  par  exemple,  le  taux  de 
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l'intérêt  est  ^  ou  de  cinq  pour  cent  ;  le  capital  double  à  fort  peu 
prés  en  quatorze  ans,  quadruple  en  vingt-neuf  ans,  et  dans  moins- 
de  trois  siècles ,  il  devient  deux  millions  de  fois  plus  considérable. 

Un  accroissement  aussi  prodigieux  a  fait  naître  l'idée  de  s'en 
servir,  pour  amortir  la  dette  publique.  Si  l'on  crée  un  premier 
fonds  d'amortissement  que  l'on  place  sans  cesse  avec  les  intérêts , 
sur  les  effets  publics ,  en  profitant  surtout  des  momens  de  baisse  ;  et 
si,  lorsque  les  besoins  de  l'état  obligent  à  foire  des  emprunts ,  on  en 
consacre  une  partie ,  à  l'accroissement  du  fonds  d'amortissement; 
il  est  visible  que  ces  opérations  auront  le  double  avantage  d'ac- 
croître ce  fonds,  et  de  soutenir  le  crédit  et  les  effets  publics;  et  qu'à 
la  longue,  la  caisse  d'amortissement  absorbera  une  grande  partie 
de  la  dette  nationale.  D'heureuses  expériences  ont  pleinement  con- 
firmé ces  avantages.  Mais  la  fidélité  dao»  k»  engagement  et  la  sta- 
bilité, si  nécessaires  au  succès  de  pareils  établissemens,  ne  peuvent 
être  bien  garanties,  que  par  un  gouvernement  représentatif. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède ,  que  le  capital  actuel  équivalent  à 
une  somme  qui  ne  doit  être  pavée  qu'après  un  certain  nombre  d'an- 
nées, est  égala  cette  somme  multipliée  par  la  probabilité  qu'elle  sera 
payée  à  cette  époque,  et  divisée  par  l'unité  augmentée  du  taux  de  l'in- 
térêt, élevée  à  une  puissance  exprimée  par  le  nombre  de  ces  années. 

Il  est  facile  d'appliquer  ce  principe,  aux  rentes  viagères  sur  une 
ou  plusieurs  têtes,  et  aux  caisses  d'épargne  et  d'assurance  d'une 
nature  quelconque.  Supposons  que  l'on  se  propose  de  former  une 
table  de  rentes  viagères,  d'après  une  table  donnée  de  mortalité. 
Une  rente  viagère  payable  au  bout  de  cinq  ans,  par  exemple, 
et  réduite  en  capital  actuel,  est  par  ce  principe,  égale  au  produit 
des  deux  quantités  suivantes ,  savoir ,  la  rente  divisée  par  la  cin- 
quième puissance  de  l'unité  augmentée  du  taux  de  l'intérêt ,  et  la 
probabilité  de  la  payer.  Cette  probabilité  est  le  rapport  inverse  du 
nombre  des  individus  inscrits  dans  la  table,  vis-à-vis  de  l'âge  de 
celui  qui  constitue  la  rente ,  au  nombre  inscrit  vis4-vis  de  cet 
âge  augmenté  de  cinq  années.  En  formant  donc  une  suite  de 
fractions  dont  les  dénominateurs  sont  les  produits  du  nombre 
de  personnes  indiquées  dans  la  table  de  mortalité,  comme  vivantes 
à  l'âge  de  celui  qui  constitue  la  rente,  par  les  puissances  succès- 
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sives  de  l'unité  augmentée  du  taux  de  l'intérêt ,  et  dont  les  numé- 
rateurs sont  les  produits  de  la  rente ,  par  le  nombre  des  personnes 
vivantes  au  même  âge  augmenté  successivement  d'une  année,  de 
deux  années ,  etc. ,  la  somme  de  ces  fractions  sera  le  capital  requis 
pour  la  rente  viagère  à  cet  âge. 

Supposons  maintenant  qu'une  personne  veuille,  au  moyen  d'une 
rente  viagère,  assurer  à  ses  héritiers,  un  capital  payable  à  la  fin 
de  l'année  de  sa  mort.  Pour  déterminer  la  valeur  -de  cette  rente , 
on  peut  imaginer  que  la  personne  emprunte  en  viager  à  une  caisse , 
ce  capital  divisé  par  l'unité  augmentée  du  taux  4e  l'intérêt,  et  qu'elle 
le  place  à  intérêt  perpétuel  à  la  même  caisse.  H  est  clair  que  ce 
capital  sera  dû  par  la  caisse,  à  ses  héritiers,  à  la  fin  de  l'année  de 
sa  mort;  mais  elle  n'aura  payé,  chaque  année,  que  l'excès  de  l'intérêt 
viager  *ur  l'intérêt  porpctu«l.  La  table  des  rentes  viagères  tait  donc 
connaître  ce  que  la  personne  doit  payer  annuellement  à  la  caisse, 
pour  assurer  ce  capital  après  sa  mort. 

Les  assurances  maritimes ,  celles  contre  les  incendies  et  les 
orages ,  et  généralement  tous  les  établissemens  de  ce  genre ,  se 
calculent  par  les  mêmes  principes.  Un  négociant  a  des  vaisseaux 
en  mer,  il  veut  assurer  leur  valeur  et  celle  de  leur  cargaison,  contre 
les  dangers  qu'ils  peuvent  courir  :  pour  cela  il  donne  une  somme 
à  une  compagnie,  qui  lui  répond  de  la  valeur  estimée  de  ses  car- 
gaisons et  de  ses  vaisseaux.  Le  rapport  de  cette  valeur  à  la  somme 
qui  doit  être  donnée  pour  prix  de  l'assurance,  dépend  de» dangers 
auxquels  les  vaisseaux  sont  exposés,  et  ne  peut  être  apprécié  que 
par  des  observations  nombreuses  sur  le  sort  des  vaisseaux  partis 
du  port  pour  la  même  destination. 

Si  l'assureur  ne  donnait  à  la  compagnie  d'assurance,  que  la  somme 
indiquée  par  le  calcul  des  probabilités,  cette  compagnie  ne  pourrait 
pas  subvenir  aux  dépenses  de  son  établissement  ;  il  faut  donc  qu'il 
paie  d'une  somme  plus  forte,  le  prix  de  son  assurance.  Mais  alors 
quel  est  son  avantage?  C'est  ici  que  la  considération  de  l'espé- 
rance morale  devient  nécessaire.  On  conçoit  que  le  jeu  le  plus 
égal  devenant ,  comme  on  l'a  vu  précédemment ,  désavantageux  , 
parce  qu'il  échange  une  mise  certaine ,  contre  un  bénéfice  incer- 
tain; l'assurance  par  laquelle  on  échange  l'incertain  contre  le  ccr- 
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tain ,  doit  être  avantageuse.  C'est  en  effet ,  ce  qui  résulte  de  la 
règle  que  nous  avons  donnée  ci-dessus  pour  déterminer  l'espérance 
morale ,  et  par  laquelle  on  voit  de  plus  jusqu'où  peut  s'étendre  le 
sacrifice  que  l'on  doit  faire  à  la  compagnie  d'assurance,  en  conser- 
vant toujours  un  avantage  moral.  Cette  compagnie  peut  donc  en 
procurant  cet  avantage,  faire  elle-même  un  grand  bénéfice,  si  le 
nombre  des  assureurs  est  trés-considérable ,  condition  nécessaire 
à  son  existence  durable.  Alors  son  bénéfice  devient  certain ,  et 
ses  espérances  mathématique  et  morale  coïncident.  Car  l'analyse 
conduit  à  ce  théorème  général,  savoir,  que  si  les  expectatives  sont 
très- nombreuses,  les  deux  espérances  approchent  sans  cesse  l'une 
de  l'autre,  et  finissent  par  coïncider  dans  le  cas  d'un  nombre  infini 
d'expectatives. 

Parmi  les  ctablissemens  ronfles  sur  Ira  probabilité*  de  la  vie 
humaine  ,  les  plus  utiles  sont  ceux  dans  lesquels ,  au  moyen  d'un 
léger  sacrifice  de  son  revenu ,  on  assure  l'existence  de  sa  famille 
pour  un  temps  où  l'on  doit  craindre  de  ne  plus  suffire  à  ses  be- 
soins. Autant  le  jeu  est  immoral ,  «autant  ces  établissemens  sont 
avantageux  aux  mœurs ,  en  favorisant  les  plus  doux  penclians  de 
la  nature.  Le  Gouvernement  doit  donc  les  encourager  et  les  res- 
pecter dans  ses  vicissitudes;  car  les  espérances  qu'ils  présentent, 
portant  sur  un  avenir  éloigné ,  ils  ne  peuvent  prospérer  qu'à  l'abri 
de  toute  inquiétude  sur  leur  durée. 

Disons  un  mot  des  emprunts.  Il  est  clair  que  pour  emprunter 
en  perpétuel ,  il  faut  payer ,  chaque  année ,  le  produit  du  capital 
par  le  taux  de  l'intérêt.  Mais  on  peut  vouloir  acquitter  ce  capital, 
en  paiemens  égaux  faits  pendant  un  nombre  déterminé  d'années, 
paiemens  que  l'on  nomme  annuités ,  et  dont  on  obtient  ainsi  la 
valeur.  Chaque  annuité  ,  pour  être  réduite  au  moment  actuel ,  doit 
être  divisée  par  l'unité  augmentée  du  taux  de  l'intérêt,  et  élevée  à 
une  puissance  égale  au  nombre  des  années  après  lesquelles  on 
doit  payer  cette  annuité.  En  formant  donc  une  progression  géomé- 
trique dont  le  premier  terme  est  l'annuité  divisée  par  l'unité  aug- 
mentée du  taux  de  l'intérêt ,  et  dont  le  dernier  est  cette  annuité 
divisée  par  la  même  quantité  élevée  à  une  puissance  égale  au 
.nombre  des  années  pendant  lesquelles  le  paiement  doit  avoir  lieuj 
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la  somme  de  celte  progression  sera  équivalente  au  capital  em- 
prunté; ce  qui  détermine  la  valeur  de  l'annuité.  Si  l'on  veut  faire 
un  emprunt  viager;  on  observera  que  les  tables  de  rentes  viagères 
donnant  le  capital  requis  pour  constituer  une  rente  viagère ,  à  un 
âge  quelconque;  une  simple  proportion  donnera  la.  rente  que  l'on 
doit  faire  à  l'individu  dont  on  emprunte  un  capital.  On  peut  cal- 
culer oar  ces  principes,  tous  les  modes  nossibles d'emprunt. 

Oaî  illusions  dans  l'estimation  des  probabilités. 

L'esprit  a  ses  illusions ,  comme  le  sens  de  la  vue  ;  et  de  même 
que  le  toucher  rectifie  celles-ci ,  la  réflexion  et  le  calcul  corrigent 
également  les  premières.  La  probabilité  fondée  sur  une  expérience 
journalière ,  ou  exagère*  par  la  crainte  et  l'espérance,  nous  frappe 
plus  qu'une  probabilité  supérieure ,  mais  qui  n'est  qu'un  simple 
résultat  du  calent  Ainsi  nous  ne  craignons  point  pour  de  fiables 
avantages,  d'exposer  notre  vie ,  à  des  dangers  beaucoup  moins 
invraisemblables  que  la  sortie  d'un  quine  à  la  loterie  de  France  ;  et 
cependant  personne  ne  voudrait  se  procurer  les  mêmes  avantages  , 
avec  la  certitude  de  perdre  la  vie ,  si  ce  quine  arrivait. 

Nos  passions ,  nos  préjugés,  et  les  opinions  dominantes,  en  exagé- 
rant les  probabilités  qui  leur  sont  favorables,  et  en  atténuant  les 
probabilités  contraires ,  sont  des  sources  abondantes  d'illusions 
dangereuses. 

Les  maux  présens  et  la  cause  qui  les  fait  naître,  nous  affectent 
beaucoup  plus ,  que  le  souvenir  des  maux  produits  par  la  cause 
contraire,  et  nous  empêchent  d'apprécier  avec  justesse,  la  proba- 
bilité des  moyens  propres  à  nous  préserver  des  uns  et  des  autres. 
C'est  ce  qui  porte  alternativement  vers  le  despotisme  et  vers  l'anar- 
chie ,  les  peuples  sortis  de  l'état  du  repos,  dans  lequel  ils  ne  rentrent 
jamais  qu'aprçs  de  longues  et  cruelles  agitations. 

Cette  impression  vive  que  nous  recevons  de  la  présence  des 
événemens ,  et  qui  nous  laisse  à  peine  remarquer  tes  événemens 
contraires  observés  par  d'antres,  est  une  cause  principale  d'erreurs, 
dont  on  ne  peut  trop  se  garantir.  Nous  croyons  voir ,  par  exemple , 
avec  évidence ,  la  vérité  d'un  fait  attesté  par  des  hommes  dont  noua 
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avons  souvent  reconnu  la  véracité,  surtout  lorsqu'il  est  accompagné 
de  circonstances  qui  viennent  à  l'appui  de  leur  témoignage ,  et  que 
nous  avons  pris  soin  de  vérifier  nous-mêmes.  Accoutumés  à  nous 
conduire  d'après  de  semblables  preuves  ,  et  n'ayant  jamais  été 
trompés  par  elles ,  nous  les  regardons  comme  infaillibles  ;  et 
s'il  s'agit  d'un  délit ,  nous  ne  balançons  point  à  condamner  l'indi- 
vidu qu'elles  inculpent.  Cependant,  les  récits  des  Causes  célèbres 
suffisent  pour  nous  convaincre  que  les  preuves  morales  les  plus 
fortes  sont  toujours  susceptibles  d'erreurs.  Nous  devrions  donc  alors 
nous  abstenir  de  juger.  Mais  si  les  preuves  sont  telles  que  les  incon- 
véniens  de  l'erreur  à  craindre,  multipliés  par  sa  petite  probabilité, 
donnent  un  produit  très-inférieur  au  danger  qui  résulterait  de  l'im- 
punité du  crime;  le  jugement  est  commandé  par  l'intérêt  dje  la 
société  :  quelquefois  même,  éaao  un  danger  imminent,  cet  intérêt 
exige  que  le  magistrat  se  relâche  des  formes  sagement  établies  pour 
la  sûreté  de  l'innocence. 

Les  coïncidences  de  quelques  événemens  remarquables,  avec  les 
prédictions  des  astrologues ,  des  devins  et  des  augures ,  avec  les 
songes ,  avec  les  nombres  et  les  jours  réputés  heureux  ou  malheu- 
reux, etc.,  ont  donné  naissance  à  une  foule  de  préjugés  encore 
très-répandus.  On  ne  réfléchit  pas  au  grand  nombre  de  non- 
coïncidences  qui  n'ont  fait  aucune  impression,  ou  que  Ton  ignore. 
Cependant,  c'est  le  rapport  seul  des  unes  aux  autres,  qui  peut 
donner  la  probabilité  des  causes  auxquelles  on  attribue  les  coïn- 
cidences. Si  ce  rapport  était  connu,  l'expérience  confirmerait  sans 
doute ,  ce  que  le  bon  sens  et  la  raison  nous  dictent  à  l'égard  de 
ces  préjugés.  Ainsi  le  philosophe  de  l'antiquité,  auquel  on  montrait 
dans  un  temple,  pour  exalter  la  puissance  du  dieu  qu'on  y  adorait, 
les  ex-voto  de  tous  ceux  qui  après  l'avoir  invoqué ,  s'étaieut  sauvés 
du  naufrage ,  faisait  une  question  conforme  au  calcul  des  probabi- 
lités, en  demandant  combien  de  personnes,  malgré  cette  invocation, 
avaient  péri. 

C'est  principalement  au  jeu,  qu'une  foule  d'illusions  entretient 
l'espérance,  et  la  soutient  contre  les  chances  défavorables.  La 
plupart  de  ceux  qui  mettent  aux  loteries,  ne  savent  pas  combien 
de  chances  sont  à  leur  avantage ,  combien  leur  sont  contraires. 
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Ils  n'envisagent  que  la  possibilité,  pour  une  mise  légère ,  de  gagner 
une  somme  considérable  ;  et  les  projets  que  leur  imagination  en- 
fante ,  exagèrent  à  leurs  yeux ,  la  probabilité  de  l'obtenir.  Ils  seraient 
sans  doute,  effrayés  du  nombre  immense  des  mises  perdues ,  s'ils 
pouvaient  les  connaître  ;  mais  on  prend  soin  au  contraire  ,  de 
donner  aux  gains ,  une  grande  publicité. 

Lorsqu'à  la  loterie  de  France ,  un  numéro  n'est  pas  sorti  depuis 
long- temps;  la  foule  s'empresse  de  le  couvrir  de  mises.  Elle  juge 
que  le  numéro  resté  long-temps  sans  sortir ,  doit  au'procbain  tirage , 
sortir  de  préférence  aux  autres.  Une  erreur  aussi  commune  me 
parait  tenir  à  une  illusion  ,  par  laquelle  on  se  reporte  involontai- 
rement à  l'origine  des  événemens.  Il  est,  par  exemple,  très -peu 
vraisemblable  qu'au  jeu  de  croix  et  pile,  on  amènera  croix,  dix  fois 
de  suite.  Cette  invraisemblance  qui  uuus  frappe  encore,  lorsqu'il 
est  arrivé  neuf  fois,  nous  porte  à  croire  qu'au  dixième  coup ,  pile 
arrivera.  Cependant  loin  de  nous  faire  juger  ainsi  ;  le  passé ,  en  indi- 
quant dans  la  pièce,  une  plus  grande  pente  pour  croix  que  pourpile, 
rend  le  premier  de  ces  événemens  ,  plus  probable  que  l'autre  :  il 
augmente ,  comme  on  l'a  vu,  la  probabilité  d'amener  croix  au  coup 
suivant.  Une  illusion  semblable  persuade  à  beaucoup  de  monde  , 
que  l'on  peut  gagner  sûrement  à  la  loterie ,  en  plaçant  chaque  fois, 
sur  un  même  numéro  jusqu'à  sa  sortie ,  une  mise  dont  le  produit 
surpasse  la  somme  de  toutes  les  mises.  Mais  quand  même  de  sem- 
blables spéculations  ne  seraient  pas  souvent  arrêtées  par  l'impos- 
sibilité de  les  soutenir  ;  elles  ne  diminueraient  point  le  désavantage 
mathématique  des  spéculateurs,  et  elles  accroîtraient  leur  désavan- 
tage.  moral;  puisqu'à  chaque  tirage,  ils  exposeraient  une  plus  grande 
partie  de  leur  fortune. 

Par  une  illusion  contraire  aux  précédentes,  on  cherche  dans 
les  tirages  passés ,  les  numéros  le  plus  souvent  sortis ,  pour  en 
former  des  combinaisons  sur  lesquelles  on  croit  placer  sa  mise 
avec  avantage.  Mais  vu  la  manière  dont  le  mélange  des  numéros 
se  fait  à  la  loterie  ;  le  passé  ne  doit  avoir  sur  l'avenir ,  aucune 
influence.  Les  sorties  plus  fréquentes  d'un  numéro  ne  sont  que  des 
auomalies  du  hasard  :  j'en  ai  soumis  plusieurs  au  calcul ,  et  j'ai 
constamment  trouvé  qu'elles  étaient  renfermées  dans  les  limites  que 
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la  supposition  d'une  égale  possibilité  de  sortie  de  tous  les  numéros, 
permet  d'admettre  sans  invraisemblance. 

Dans  une  longue  série  d'événemens  du  même  genre ,  les  seules 
chances  du  hasard  doivent  quelquefois  offrir  ces  veines  singulières 
de  bonheur  ou  de  malheur ,  que  la  plupart  des  joueurs  ne  manquent 
pas  d'attribuer  à  une  sorte  de  fatalité.  11  arrive  souvent  dans  les 
jeux  qui  dépendent  à-lu-fois  du  busard  et  de  l'habileté  des  joueurs , 
que  celui  qui  perd,  troublé  par  sa  perte,  cherche  à  la  réparer 
par  des  coups  hasardeux  qu'il  éviterait  dans  une  autre  situation  : 
il  aggrave  ainsi  son  propre  malheur,  et  il  en  prolonge  la  durée.  C'est 
cependant  alors,  que  la  prudence  devient  nécessaire,  etqu'il  importo 
de  se  convaincre  que  le  désavantage  moral  attaché  aux  chances 
défavorables ,  s'accroit  par  le  malheur  même. 

Le  sentiment  par  lequel  l'homme  6'est  placé  long  -  temps ,  au 
centre  de  l'univers ,  en  se  considérant  comme  l'objet  spécial 
des  soins  de  la  nature,  porte  chaque  individu  à  se  faire  le  centre 
d'une  sphère  plus  ou  moins  étendue,  et  à  croire  que  le  hasard 
a  pour  lui  des  préférences.  Soutenus  par  cette  opinion,  les  joueurs 
exposent  souvent  des  sommes  considérables ,  à  des  jeux  dont  ils 
savent  que  les  chances  leur  sont  contraires.  Dans  la  conduite  de 
la  vie,  une  semblable  opinion  peut  quelquefois  avoir  des  avan- 
tages; mais  le  plus  souvent,  elle  conduit  à  des  entreprises  périlleuses 
et  funestes.  Ici ,  comme  en  tout ,  les  illusions  sont  dangereuses , 
et  la  vérité  seule  est  généralement  utile. 

Un  des  grands  avantages  du  calcul  des  probabilités,  est  d ap- 
prendre à  sé  défier  des  premiers  aperçus.  Comme  on  reconnaît 
qu'ils  trompent  souveof ,  lorsqu'on  peut  les  soumettre  au  calcul;  on 
doit  en  conclure  que  sur  d'autres  objets ,  il  ne  faut  s'y  livrer  qu'avec 
une  circonspection  extrême.  Prouvons  cela  par  des  exemples. 

Une  urne  renferme  quatre  boules  noires  ou  blanches ,  mais  qui 
ne  sont  pas  toutes  de  la  même  couleur.  On  a  extrait  une  de  ces 
boules,  dont  la  couleur  est  blanche,  et  que  l'on  a  remise  dans  l'urne 
pour  procéder  encore  à  de  semblables  tirages.  On  demande  là  pro- 
babilité de  n'extraire  que  des  boules  noires,  dans  les  quatre  tirages 
suivans. 

Si  les  boules  blanches  et  noires  étaient  en  nombre  égal,  cette 
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probabilité  serait  la  quatrième  puissance  de  la  probabilité  {  d'ex- 
traire une  boule  noire  à  chaque  tirage  ;  elle  serait  donc  Mais 
l'extraction  d'une  boule  blanche  au  premier  tirage ,  indique  une 
supériorité  dans  le  nombre  des  boules  blanches  de  l'urne;  car  si 
l'on  suppose  dans  l'urne ,  trois  boules  blanches  et  une  noire ,  la 
probabilité  d'en  extraire  nne  boule  blanche  est  f  ;  elle  est  ~ ,  si  l'on 
suppose  deux  boules  blanches  et  deux  noires;  enfin,  elle  se  réduit 
à  £ ,  si  l'on  suppose  trois  boules  noires  et  une  blanche.  Suivant  le 
principe  de  la  probabilité  des  causes ,  tirée  des  évtnemens ,  les 
probabilités  de  ces  trois  suppositions  sont  entre  elles,  comme  les 
quantités  | ,  f ,  \;  elles  sont  par  conséquent  égales  à  £,  f,  Il  y  a 
ainsi  cinq  contre  un  à  parier  que  le  nombre  des  boWes  noires  est 
inférieur ,  ou  tout  au  plus  égal  à  celui  des  blanches.  Il  semble  donc 
que  d'après  l'extraction  d'une  boule  blanche  an  premier  tirage ,  ta 
probabilité  d'extraire  de  suite  quatre  boukp  noires,  doit  être 
moindre  que  dans  le  cas  de  l'égalité  des  couleurs,  ou  plus  petite 
qu'un  seizième.  Cependant  cela  n'est  pas,  et  l'on  trouve  par  un 
calcul  fort  simple ,  cette  probabilité  plus  grande  qu'un  quatorzième. 
En  effet ,  elle  serait  la  quatrième  puissance  de  |,  de  f  et  de  £  ,  dans 
la  première,  la  seconde  et  la  troisième  des  suppositions  précédentes 
sur  les  couleurs  des  boules  de  l'urne.  En  multipliant  respectivement 
chaque  puissance ,  par  la  probabilité  de  la  supposition  correspon- 
dante, ou  par  |,  |  et  j;  la  somme  des  produits  sera  la  proba- 
bilité d'extraire  de  suite ,  quatre  boules  noires.  On  a  ainsi  pour 
cette  probabilité ,  ^ ,  fraction  moindre  que  ~.  Ce  paradoxe  s'ex- 
plique en  considérant  que  l'indication  de  la  supériorité  des  boules 
blanches  sur  les  noires ,  par  le  premier  tkage ,  n'exclut  point  la 
supériorité  des  boules  noires  sur  les  blanches,  supériorité  qu'exclut 
la  supposition  de  l'égalité  des  couleurs.  Or  cette  supériorité  quoique 
peu  vraisemblable,  doit  rendre  la  probabilité  d'amener  de  suite, 
un  nombre  donné  de  boules  noires ,  plus  grande  que  dans  cette 
supposition ,  si  ce  nombre  est  considérable  ;  et  l'on  vient  de  voir 
que  cela  commence ,  lorsque  le  nombre  donné  est  égal  à  quatre. 

Considérons  encore  une  urne  qui  renferme  plusieurs  boules 
blanches  et  noires.  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'une  boule 
blanche  et  une  noire,.  On  peut  alors  parier  avec  égalité,  d'extraire 
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une  boule  blanche,  dans  un  tirage.  Mais  si  l'orne  renferme  trois 
boules  dont  deux  soient  noires  ;  il  semble  que  pour  l'égalité  du 
pari ,  on  doit  donner  deux  tirages  à  celui  qui  parie  d'extraire  la 
boule  blanche  :  on  doit  en  donner  trois,  si  l'urne  renferme  trois 
boulesjfioires  et  une  blanche ,  et  ainsi  du  reste;  ensorte  que  pour 
compenser  par  le  sombre  des  tirages ,  l'inégalité  des  chances,  il 
làut  donner  autant  de  liages  qu'il  y  a  de  chances  contraires  :  ou 
suppose  toujours  qu'après  chaque  tirage,  la  boule  extoitc  est  re- 
mise dans  l'urne.  Mais  il  est  facile  de  se  convaincre  que  ce  premier 
aperçu  est  erroné.  En  eret ,  dans  le  cas  de  deux  boules  noires 
sur  une  blanche ,  la  probabilité  d'éxtraire  de  l'urne,  deux  boules 
noires  en  deux  tirages ,  est  la  seconde  puissance  de  |  ou  £  ;  mais 
celte  probabilité  ajoutée  à  celle  d'amener  une  boule  blanche  en  deux 
tirages,  est  la  oertitu<U  on  l'unité;  puisqu'il  est  certain  que  l'on 
doit  amener  deux  boules  noires ,  ou  au  moin»  nne  houle  blanche; 
la  probabilité  de  ce  dernier  cas  est  donc  |  fraction  plus  grande  que 
~.  Il  y  aurait  plus  d'avantage  encore  à  parier  d'amener  une  boule 
blanche  en  cinq  tirages  ,  lorsque  Purne  contient  cinq  boules 
noires  et  une  blam  ljc  ;  ce  pari  est  même  avantageux  en  quatre 
tirages  :  il  revient  alors  à  celui  d'amener  six  en  quatre  coups,  avec 
un  seul  dé. 

Le  chevalier  déMeré,  ami  de  Pascal ,  et  qui  fit  naître  le  calcul  des 
probabilités ,  en  excitant  ce  grand  géomètre  à  s'en  occuper ,  lui 
disait  «  qu'il  avait  trouvé  fausseté  dans  les  nombres  par  cette 
»  raison.  Si  l'on  entreprend  de  faire  six  avec  un  dé,  ily  a  de  l'avantage 
»  à  l'entreprendre  en  quatre  coups,  comme  de  671  à  6a5.  Si  l'on 
»  entreprend  de  faire  sonnés  avec  deux  dés ,  il  y  a  désavantage 
»  à  l'entreprendre  en  ai  coups. -Néanmoins  a4  est  à  36  nombre 
»  de  faces  de  deux  dés,  comme  4  est  à  6  nombre  des  faces  d'un 
»  dé.  Voilà ,  écrivait  Pascal  à  Fermât,  quel  était  son  grand  scan- 
»  dale,  qui  lui  faisait  dire  hautement ,  que  les  propositions  n'étaient 
»  pas  constantes  et  que  l'arithmétique  se  démentait.....  H  a  très-bon 
»  esprit; mais  il  n'est  pas  géomètre  :  c'est,  comme  vous  savez,  un 
»  grand  défaut.  »  Le  chevalier  de  Meré  trompé  par  une  fausse 
analogie,  pensait  que  dans  le  cas  de  l'égalité  des  paris,  le  nombre  des 
coups  doit  croître  proportionnellement  au  nombre  de  toutes  les 
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chances  possibles  ,  ce  qui  n'est  pas  exact ,  mais  co  qui  approche 

d'autant  plus  de  l'être,  que  ce  nombre  est  plus  grand. 

Je  mets  encore  au  rang  des  illusions ,  l'application  que  Leibnitz  et 
Daniel  BernoulU  ont  faite  du  calcul  des  probabilités,  à  la  sommation 
des  séries.  Si  l'on  réduit  la  fraction  dont  le  numérateur  est : l'unité, 
et  dont  le  dénominateur  est  l'unité  plus  une  .variable ,  dans  une 
suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  cette  variable  ;  il  est 
facile  de  voir  qu'en  supposant  la  variable  égale  à  l'unité  ,  la  fraction 
devient  i ,  cfb  suite  devient,  plus  un,  moins  un,  plus  un,  moins 
un,  etc.  En  ajoutant  les  deux  premiers  fermes,  les  deux  suivans, 
et  ainsi  du  reste,  on  transforme  la  suite  ityns  une  autre  dont  chaque 
ternie  est  zéro.  Grandi,  jésuite  italien,  en  avait  conclu  la  possibilité 
de  la  création  ;  parce  que  la  suite  étant  toujours  égale  à  j ,  il  voyait 
celte  fraction  naîlre  d'une  infinité  de  zéros,  ou  du  néant.  Ce  fut 
ainsi"  que  Leibnitz  crut  voir  l'image  de  la  création,  dans  son  Arith- 
métique binaire  où  il  n'employait  que  les  deux  caractères  zéro  et 
l'unité.  Il  imagina  que  l'unité  pouvait  représenter  Dieu  ;  et  zéro , 
le  néant  ;  et  que  l'Etre  Suprême  avait  tiré  du  néant,  tous  les  êtres, 
comme  l'unité  avec  le  zéro ,  exprime  tous  les  nombres  dans  ce 
système.  Cette  idée  plut  tellement  à  Leibnitî,  qu'il  en  fit  part  au 
jèsuitcGrimaldi,  p'fésidentdu  tribunal  des  mathématiques  à  la  Chine, 
dans  l'espérance  que  cet  emblème  de  la  création  convertirait  au 
christianisme,  l'empereur  d'alors  qui  aimait  particulièrement  les 
sciences.  Je  ne  rapporte  ce  trait,  que  pour  montrer  jusqu'à  quel 
point  les,  préjugés  de  l'enfance  peuvent  égarer  les  plus  grands 
nommes. 

Leibnitz  toujours  conduit  par  une  métaphysique  singulière  et 
très-déliée ,  considéra  que  la  suite  ,p/us  un,  moins  un, plus  un,  etc. 
devient  l'unité  ou  zéro,  suivant  que  l'on  s'arrête  à  un  nombre  de 
termes,  impair  ou  pair;  et  comme  dans  l'infini,  il  n'y  a  aucune  raison 
de  préférer  le  nombre  pair  à  l'impair ,  on  doit ,  suivant  les  règles 
des  probabilités,  prendre  la  moitié  des  résultats  relatifs  à  ces  deux 
espèces  de  nombres ,  et  qui  sont  zéro  et  l'uuitéj  ce  qui  donne  i  pour  la 
valeur  de  la  série.  Daniel  Bernoulli  a  étendu  depuis,  ce  raisonnement 
à  la  sommation  des  séries  formées  de  termes  périodiques.  Mais  toutes 
ces  séries  n'ont  point,  à  proprement  parler,  de  valeurs  :  elles  n'en 
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prennent  que  dans  le  cas  où  leurs  termes  sont  multipliés  par  les 
puissances  successives  d'une  variable  moindre  que  l'unité.  Alors, 
ces  séries  sont  toujours  convergentes ,  quelque  petite  que  Ton 
suppose  la  différence  de  la  variable  à  l'unité  ;  et  il  est  facile  de 
démontrer  que  les  valeurs  assignées  par  Bcrnoulli ,  en  vertu  de  la 
règle  des  probabilités ,  sont  les  valeurs  mêmes  des  fractions  géné- 
ratrices des  séries,  lorsque  l'on  suppose  dans  ces  fractions,  la 
variable  égale  à  l'unité.  Ces  valeurs  sont  encore  les  limites  dont 
les  séries  approchent  de  plus  en  plus  ,  à  mesure  que  la  variable 
approche  de  l'unité.  Mais  lorsque  la  variable  est  exactement  égale 
à  l'unité,  les  séries  cessantd'être  convergentes  :  elles  n'ont  de  valeurs , 
qu'autant  qu'on  les  arrête.  La  coïncidence  remarquable  de  cette 
application  du  calcul  des  probabilités ,  avec  les  limites  des  valeurs 
des  séries  périodiques ,  supposa,  que  les  termes  de  ces  séries  sont 
multipliés  par  toutes  les  puissances  consécuUvco  de  ta  variable. 
Mais  ces  séries  peuvent  résulter  du  développement  d'une  infinité 
de  fractions  différentes ,  dans  lesquelles  cela  n'a  pas  lieu.  Ainsi  la 
série,  plus  un,  moins  un, plus  un,  etc.  peut  naître  du  dévelop- 
pement d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité  plus  la  va- 
riable ,  et  dont  le  dénominateur  est  ce  numérateur  augmenté  du 
carré  de  la  variable.  En  supposant  la  variable  égale  à  l'unité,  ce 
développement  se  change  dans  la  série  proposée,  et  la  fraction 
génératrice  devient  égale  à  f  ;  les  règles  des  probabilités  donne- 
raient donc  alors  un  faux  résultat;  ce  qui  prouve  combien  il  serait 
dangereux  d'employer  de  semblables  raisonnemens ,  surtout  dans 
les  sciences  mathématiques,  que  la  rigueur  de  leurs  procédés  doit 
éminemment  distinguer. 

* 

Des  divers  moyens  d'approcher  de  la  certitude. 

L'induction ,  l'analogie ,  des  hypothèses  fondées  sur  les  faits  et 
rectifiées  sans  cesse  par  de  nouvelles  observations,  un  tact  heureux 
donné  par  la  nature  et  fortifié  par  des  comparaisons  nombreuses 
de  ses  indications  avec  l'expérience  j  tels  sont  les  principaux  moyens 
de  parvenir  à  la  vérité. 

Si  l'on  considère  avec  attention,  la  série  des  objets  de  même 
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nature  ;  on  aperçoit  entre  eux  et  dans  leurs  changemens,  des  rap- 
ports et  des  lois  qui,  se  manifestent  de  plus  en  plus,  à  mesure  que 
t  la  série  se  prolonge,  et  qui,  en  s'étendant  et  se  généralisant 
sans  cesse ,  conduisent  en£n  an  principe  dont  ils  dépendent.  Mais 
souvent  ces  lois  et  ces  rapports  sor  t  enveloppés  de  tant  de  cir- 
constances étrangères ,  qu'il  faut  une  grande  sagacité  pour  les  dé- 
mêler ,  et  pour  remonter  à  ce  principe  :  c'est  en  cela  que  consiste 
le  véritable  génie  des  sciences.  L'analyse  et  la  philosophie  naturelle 
doivent  leurs  plus  importantes  découvertes ,  à  ce  moyen  fécond  que 
Ton  nomme  induction.  Newton  lui  a  été  redevable  de  son  théorème 
du  binôme  et  du  principe  de  la  gravitation  universelle.  Il  est  dillicile 
d'apprécier  la  probabilité  de  ses  résultats.  Elle  se  fonde  sur  ce  que 
les  rapports  et  les  lois  les  plus  simples,  sont  les  plus  communs: 
c'est  ce  qui  se  vérifie  dans  les  formules  de  l'analyse ,  et  ce  que 
l'on  retrouve  dans  les  phénomènes  naturels,  dans  la  cristallisation, 
et  dans  les  combinaisons  chimiques.  Cette  simplicité  de  lois  et  de 
rapports  ne  paraîtra  point  étonnante ,  si  Ton  considère  que  tous 
les  effets  de  la  nature,  ne  sont  que  les  résultats  mathématiques  d'un 
petit  nombre  de  lois  immuables. 

Cependant  l'induction,  en  faisant  découvrir  les  principes  géné- 
raux des  sciences ,  ne  suffit  pas  pour  les  établir  en  rigueur.  11  faut 
toujours  les  confirmer  par  des  démonstrations ,  ou  par  des  expé- 
riences décisives  ;  car  l'histoire  des  sciences  nous  montre  que 
J'induction  a  quelquefois  conduit  à  des  résultats  inexacts.  Je  citerai 
pour  exemple  ,  un  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres  premiers. 
Ce  grand  géomètre  qui  avait  profondément  médité  sur  leur  théo- 
rie, cherchait  une  formule  qui  ne  renfermant  que  des  nombres 
premiers,  donnât  directement  un  nombre  premier  plus  grand 
qu'aucun  nombre  assignable.  L'induction  le  conduisit  à  penser  que 
deux  élevé  à  une  puissance  qui  était  elle-même  une  puissance  de 
deux,  formait  avec  l'unité,  un  nombre  premier.  Ainsi  deux  élevé 
au  carré,  plus  un,  forme  le  nombre  premier  cinq  :  deux  élevé  à 
la  seconde  puissance  de  deux,  ou  seize  forme  avec  un,  le  nombre 
premier  dix-sept.  11  trouva  que  cela  était  encore  vrai  pour  la  hui- 
tième et  la  seizième  puissance  de  deux  ,  augmentée  de  l'uni  lé; 
et  cette  inductiou  appuyée  de  plusieurs  considérations  arithmé- 
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tiques ,  lui  fit  regarder  ce  résultat ,  cômme  général.  Cependant  il 
avoue  qu'il  ne  l'avait  pas  encore  démontré.  En  effet ,  Euler  a  re- 
connu que  cela  cesse  d'avoir  lieu  pour  la  trente-deuxième  puissance 
de  deux,  qui  augmentée  de  l'unité,  donne 4494967297,  nombre  di- 
visible par  64 1. 

Le  chancelier  Bacon ,  promoteur  si  éloquent  de  la  vraie  méthode 
philosophique,  a  fait  de  l'induction ,  un  abus  bien  étrange,  pour 
prouver  l'immobilité  de  la  terre.  Voici  comme  il  raisonne  dans 
le  Novum  Organum ,  son  plus  bel  ouvrage.  Le  mouvement  des 
astres ,  d'orient  en  occident,  est  d'autant  plus  prompt ,  qu'ils  sont 
plus  éloignés  de  la  terre.  Ce  mouvement  est  le  plus  rapide  pour 
les  étoiles  :  il  se  ralentit  un  peu  pour  Saturne ,  un  peu  plus  pour 
Jupiter ,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  la  lune  et  aux  comètes  les  moins 
élevées.  11  est  encore  perceptible  dans  l'atmosphère,  surtout  entre 
les  tropiques ,  à  cause  des  grands  cercle»  quo  les  molécules  de  Pair 
y  décrivent}  enfin  il  est  presqu'insensible  pour  l'Océan;  il  est  donc 
nul  pour  la  terre.  Mais  cette  induction  prouve  seulement  que  les 
astres  ont  des  mouvemens  propres ,  contraires  au  mouvement  réçl 
ou  apparent  qui  emporte  toute  la  sphère  céleste  d'orient  en  occi- 
dent, et  que  ces  mouvemens  paraissent  plus  lents  pour  les  astres 
plus  éloignés;  ce  qui  est  conforme  aux  lois  de  l'optique.  Bacon  au- 
rait du  cire  frappe  de  l'inconcevable  vitesse  qu'il  faut  supposer  aux 
astres  pour  accomplir  leur  révolution  diurne  dans  l'hypothèse  de 
la  terre  immobile ,  et  de  l'extrême  simplicité  avec  laquelle  sa  rotation 
explique  commenj  des  corps  aussi  distans  les  uns  des  autres,  que  les 
étoiles  et  les  planètes ,  semblent  tous  assujétis  à  cette  révolution. 
Quant  à  l'Océan  et  à  l'atmosphère,  il  ne  devait  point  assimiler  leur 
mouvement  à  celui  des  astres,  qui  sont  détachés  de  la  terre;  au  lieu 
que  l'air  et  la  mer  faisant  partie  du  globe  terrestre,  ils  doivent 
participer  à  son  mouvement  ou  à  son  repos.  Il  est  singulier  que 
Bacon  porté  aux  plus  grandes  vues ,  par  son  génie ,  n'ait  point 
été  entraîné  par  l'idée  majestueuse  que  le  système  de  Copernic 
offre  de  l'univers.  Il  pouvait  cependant  trouver  en  faveur,  de  ce 
système,  de  fortes  analogies,  dans  les  découvertes  de  Galilée,  qui 
lui  étaient  connues.  Il  a  donné  pour  la  recherche  de  la  vérité,  le 
précepte,  et  non  l'exemple.  Mais  en  insistant  avec  toute  la  force  de 
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la  raison  et  de  l'éloquence ,  sur  la  nécessite  d'abandonner  les  sub- 
tilités insignifiantes  de  l'école,  pour  se  livrer  aux  observations  et 
aux  expériences,  et  en  indiquant  la  vraie  méthode  de  s'élever  aux 
causes  générales  des  phénomènes  ;  ce  grand  philosophe  a  contri- 
bué aux  progrès  immenses  que  l'esprit  humain  a  faits  dans  le  beau 
siècle  où  il  a  terminé  sa  carrière. 

L'analogie  est  fondée  sur  la  probabilité  que  les  choses  semblables 
ont  des  causes  du  même  genre ,  et  produisent  les  mêmes  effets. 
Plus  la  similitude  est  parfaite,  plus  grande  est  cette  probabilité. 
Ainsi  nous  jugeons  sans  aucun  doute,  que  des  êtres  pourvus  des 
mêmes  organes,  exécutant  les  mêmes  choses ,  et  communiquant 
ensemble ,  éprouvent  les  mêmes  sensations ,  et  sont  mus  par  les 
mêmes  désirs.  La  probabilité  que  les  animaux  qui  se  rapprochent 
de  nous  par  leurs  organes ,  ont  des  sensations  analogues  aux  nôtres , 
quoiqu'un  peu  inférieure  à  celle  qui  c»i  relative  aux  individus  de 
notre  espèce ,  est  encore  excessivement  grande  ;  et  il  a  fallu  toute 
l'influence  des  préjugés  religieux,  pour  faire  penser  à  quelques  phi- 
losophes ,  que  les  animaux  sont  de  purs  automates.  La  probabi- 
lité de  l'existence  du  sentiment  décroît,  à  mesure  que  la  similitude 
des  organes  avec  les  nôtres,  diminue;  mais  elle  est  toujours  très- 
forte,  même  pour  les  insectes.  En  voyant  ceux  d'une  même  espèce , 
exécuter  des  choses  fort  compliquées ,  exactement  de  la  même 
manière,  de  générations  en  générations,  et  sans  les  avoir  apprises; 
on  est  porté  à  croire  qu'ils  agissent  par  une  sorte  d'affinité,  ana- 
logue à  celle  qui  rapproche  les  molécules  des  cristaux ,  mais  qui 
se  mêlant  au  sentiment  attaché  à  toute  organisation  animale,  pro- 
duit avec  la  régularité  des  combinaisons  chimiques ,  des  combi- 
naisons beaucoup  plus  singulières  :  on  pourrait  peut-être,  nommer 
affinité  animale ,  ce  mélange  des  affinités  électives  et  clu  senti- 
ment. Quoiqu'il  existe  beaucoup  d'analogie  entre  l'organisation 
des  plantes  et  celle  des  animaux  ;  elle  ne  me  paraît  pas  cependant 
suffisante  pour  étendre  aux  végétaux,  la  faculté  de  sentir;  comme 
rien  n'autorise  à  la  leur  refuser. 

Le  soleil  faisant  éclore  par  l'action  bienfaisante  de  sa  lumière 
et  de  sa  chaleur,  les  animaux  et  les  plantes  qui  couvrent  la  terre; 
nous  jugeons  par  l'analogie,  qu'il  produit  des  effets  semblables 
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sur  les  antres  planètes  ;  car  il  n'est  pas  naturel  de  penser  que  la 
matière  dont  nous  voyons  l'activité  se  développer  en  tant  de  fa- 
çons ,  est  stérile  sur  une  aussi  grosse  planète  que  Jupiter  qui , 
comme  le  globe  terrestre ,  9  ses  jours ,  ses  nuits  et  ses  années ,  et 
sur  lequel  les  observations  indiquent  des  changemens  qui  supposent 
des  forces  très-actives.  Cependant  ce  serait  donner  trop  d'extension 
à  l'analogie,  qne  d'en  conclure  la  similitude  des  habitans  des  pla- 
nètes, et  de  la  terre.  L'homme  fait  pour  la  température  dont  il 
jouit ,  et  pour  l'élément  qu'il  respire  ,  ne  pourrait  pas ,  selon 
toute  apparence,  vivre  sur  les  autres  planètes.  Mais  ne  doit-il  pas 
y  avoir  une  infinité  d'organisations  relatives  aux  diverses  constitu- 
tions des  globes  de  cet  univers?  Si  la  seule  différence  des  élémens 
et  des  climats ,  met  tant  de  variété  dans  les  productions  terrestres  ; 
combien  plus  doivent  différer ,  celles  des  diverses  planètes  et  de  leurs 
satellites.  L'imagination  la  plus  active  ne  peut  s'en  former  aucune 
idée;  mais  leur  existence  est  très-vraisemblable. 

Nous  sommes  conduits  par  une  forte  analogie ,  à  regarder  les 
étoiles ,  comme  autant  de  soleils  doués  ainsi  que  le  nôtre ,  d'un 
pouvoir  attractif  proportionnel  à  la  masse  et  réciproque  au  carré 
des  distances.  Car  ce  pouvoir  étant  démontré  pour  tous  les  corps 
du  système  solaire,  et  pour  leurs  plus  petites  molécules;  il  paraît 
appartenir  à  toute  la  matière.  Déjà ,  les  mouvemens  des  petites 
étoiles  que  l'on  a  nommées  doubles  à  cause  de  leur  rapproche- 
ment, paraissent  l'indiquer  :  un  siècle  au  plus  d'observations  pré- 
cises, en  constatant  leurs  mouvemens  de  révolution  les  unes  autour 
des  autres,  mettra  hors  de  doute,  leurs  attractions  réciproques. 

L'analogie  qui  nous  porte  à  faire  de  chaque  étoile,  le  centre  d'un 
système  planétaire ,  est  beaucoup  moins  forte  que  la  précédente  ; 
mais  elle  acquiert  de  la  vraisemblance  ,  par  l'hypothèse  que  nous 
avons  proposée  sur  la  formation  des  étoiles  et  du  soleil;  car  dans 
cette  hypothèse,  chaque  étoile  ayant  été  comme  le  soleil,  primi- 
tivement environnée  d'une  vaste  atmosphère  ;  il  est  naturel  d'attri- 
buer à  cette  atmosphère,  les  mêmes  effets,  qu'à  l'atmosphère  solaire, 
et  de  supposer  qu'elle  a  produit  en  se  condensant,  des  planètes  et 
des  satellites. 

La  méthode  la  plus  sûre  qui  puisse  nous  guider,  dans  larechercho 
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de  la  vérité ,  consiste  à  s'élever  par  la  voie  de  Pinduction ,  des  phé-* 
BOroènes  particuliers,  à  des  rapports  de  plus  en  f>lus  étendus,  jus- 
qu'à ce  que  l'on  arrive  enfin  à  la  loi  générale  dont  ils  dérivent 
Ensuite  on  vérifie  cette  loi,  soit  par  des  expériences  directes, 
lorsque  cela  est  possible ,  soit  m  examinant  si  elle  satisfait  aux 
phénomènes  connus  ;  et  si  par  une  rigoureuse  analyse ,  on  les  voit 
tous  découler  de  cette  loi ,  jusque  dans  leurs  moindres  détails  ;  si 
d'ailleurs  ils  sont  très-variés  et  très  -  nombreux  j  la  science  alors 
acquiert  le  plus  haut  degré  de  certitude  et  de  perfection,  qu'elle  puisse 
atteîndre.Telte  est  devenue  l'astronomie ,  par  la  découverte  de  la  pe- 
santeur universelle.  L'histoire  des  sciences  fait  voir  que  cette  marche 
lente  et  pénible  de  l'induction  ,  n'a  pas  toujours  été  celle  des  in- 
venteurs. L'imagination  impatiente  de  remonter  aux  causes ,  se 
plaît  à  créer  des  hypothèses;  et  souvent,  elle  dénature  les  faits, 
pour  les  plier  à  son  ouvrago  :  alors,  les  hypothèses  sont  dangereuses. 
Mats  quand  on  ne  les  envisage  que  comme  des  moyens  de  lier 
entre  eux  les  phénomènes,  pour  en  découvrir  les  lois;  lorsqu'en 
évitant  de  leur  attribuer  de  la  réalité ,  on  les  rectifie  sans  cesse 
par  de  nouvelles  observations  ;  elles  peuvent  conduire  aux  véritables 
causes ,  ou  du  moins ,  nous  mettre  à  portée  de  conclure  des  phé- 
nomènes observés ,  ceux  que  des  circonstances  données  doivent 
faire  éclore. 

Si  l'on  essayait  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  former  sur 
la  cause  des  phénomènes  ;  on  parviendrait  par  voie  d'exclusion , 
à  la  véritable.  Ce  moyen  a  été  employé  avec  succès  :  quelque- 
fois on  est  arrive  à  plusieurs  hypothèses  qui  expliquaient  également 
bien  tous  les  faits  connus,  et  entre  lesquelles  les  savans  se  sont 
partagés ,  jusqu'à  ce  que  des  observations  décisives  aient  fait  con- 
naître la  véritable.  Alors  il  est  intéressant  pour  l'histoire  de  l'esprit 
humain  ,  de  revenir  sur  ces  hypothèses ,  de  voir  comment  elle3 
parvenaient  à  expliquer  un  grand  nombre  de  faits,  et  de  recher- 
cher les  changemens  qu'elles  doivent  subir,  pour  rentrer  dans  celle 
de  la  nature.  C'est  ainsi  que  le  système  de  Ptolémée,  qui  n'est  que  la 
réalisation  des  apparences  célestes,  se  transforme  dans  l'hypothèse 
du  mouvement  des  planètes  autour  du  soleil,  en  y  rendant  égaux 
et  parallèles  à  l'orbe  solaire,  les  cercles  et  les  épicycles  que  Ptolémée 
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fait  décrire  annuellement,  et  dont  il  laisse  la  grandeur,  indéter- 
minée. 11  suffît  ensuite,  pour  changer  cette  hypothèse  dans  le 
vrai  système  du  monde,  de  transporter  en  sens  contraire,  à  la 
terre ,  le  mouvement  apparent  du  soleil. 

11  est  presque  toujours  impossible  de  soumettre  au  calcul ,  la 
probabilité  des  résultats  obtenus  par  ces  divers  moyens  :  c'est  ce 
qui  a  lieu  pareillement  pour  les  faits  historiques.  Mais  l'ensemble 
des  phénomènes  expliqués  ou  des  témoignages,  est  quelquefois  tel, 
que  sans  pouvoir  en  apprécier  la  probabilité,  on  ne  peut  raison- 
nablement se  permettre  aucun  doute  à  leur  égard.  Dans  les  autres 
cas,  il  est  prudent  de  ne  les  admettre  qu'avec  beaucoup  de 
réserve. 

Notice  historique  sur  le  Calcul  des  Probabilités. 

Depuis  long-temps,  on  a  déterminé  dans  les  jeux  les  plus  simples, 
les  rapports  des  chances  favorables  ou  contraires  aux  joueurs  :  les 
enjeux  et  les  paris  étaient  réglés  d'après  ces  rapports.  Mais  personne 
avant  Pascal  et  Fermât ,  n'avait  donné  des  principes  et  des  méthodes 
pour  soumettre  cet  objet  au  calcul,  et  n'avait  résolu  des  questions 
de  ce  genre ,  un  peu  compliquées.  C'est  donc  à  ces  deux  grands 
géomètres  qu'il  faut  rapporter  les  premiers  éléraens  de  la  science 
des  probabilités,  dont  la  découverte  peut  être  mise  au  rang  des 
choses  remarquables  qui  ont  illustré  le  dix-septième  siècle,  celui 
de  tous  les  siècles  qui  fait  le  plus  d'honneur  à  l'esprit  humain.  Le 
principal  problème  qu'ils  résolurent  tous  deux  par  des  voies  diffé- 
rentes ,  consiste,  comme  on  Ta  vu  précédemment,  à  partager  équi- 
tablement  l'enjeu,  entre  des  joueurs  dont  les  adresses  sont  égales,  et 
qui  conviennent  de  quitter  une  partie,  avant  qu'elle  finisse;  la  con- 
dition du  jeu  étant  que  pour  gagner  la  partie,  il  faut  atteindre  Io 
premier,  un  nombre  donné  de  points.  Il  est  dair  que  le  partage 
doit  se  faire  proportionnellement  aux  probabilités  respectives  des 
joueurs,  de  gagner  cette  partie,  probabilités  qui  dépendent  des 
nombres  de  points  qui  leur  manquent  encore.  La  méthode  de  Pascal 
est  fort  ingénieuse,  et  n'est  au  fond,  que  l'emploi  de  l'équation  aux 
différences  partielles  relative  à  ce  problème ,  pour  déterminer  les 
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probabilités  successives  des  joueurs,  en  allant  des  nombres  les  plus 
petits  aux  suivans.  Cette  méthode  est  limitée  au  cas  de  deux  joueurs  : 
celle  de  Fermât,  fondée  sur  les  combinaisons,  s'étend  à  un  nombre 
quelconque  de  joueurs.  Pascal  crut  d'abord  qu'elle  devait  être, 
comme  la  sienne,  restreinte  à  deux  joueurs;  ce  qui  établit  entre 
eux,  une  discussion  à  Ja  fin  de  laquelle  Pascal  reconnut  la  généralité 
de  la  méthode  de  Fermât. 

Huygkens  réunit  les  divers  problèmes  que  Ton  avait  déjà  résolus, 
et  en  ajouta  de  nouveaux,  dans  un  petit  Traité,  le  premier  qui  ait 
paru  sur  cette  matière,  et  qui  a  pour  titre ,  De  Ratiociniis  in  ludo 
aleœ.  Plusieurs  géomèlress'en  occupèrent  ensuite  :  Huddes  elle  grand 
pensionnaire Witt  en  Hollande,  et  Halley  en  Angleterre,  appliquèrent 
le  calcul,  aux  probabilités  de  la  vie  humaine;  et  Halley  publia 
pour  cet  objet,  la  première  table  de  mortalité.  Vers  le  même  temps, 
Jacques  Bcrnoulli  proposa  aux  géomètres ,  divers  problèmes  de 
probabilité  dortf  il  donna  depuis,  des  solutions.  Enfin  il  composa 
son  bel  ouvrage  intitulé  Ars  conjectandi,  qui  ne  parut  que  sept 
ans  après  sa  mort  arrivée  en  1706.  La  science  des  probabilités  est 
beaucoup  plus  approfondie  dans  cet  ouvrage,  que  dans  celui 
d'Huyghens;  l'auteur  j  donne  une  théorie  générale  des  combinai- 
sons et  des  suites,  et  l'applique  à  plusieurs  questions  difficiles, 
concernant  les  hasards.  Cet  ouvrage  est  encore  remarquable  par 
la  justesse  et  la  finesse  des  vues ,  par  l'emploi  de  la  formule  du 
binôme  dans  ce  genre  de  questions,  et  par  la  démonstration  de  ce 
théorème,  savoir,  qu'en  multipliant  indéfiniment  les  observations 
et  les  expériences;  le  rapport  des  événemens  de  diverses  natures, 
qui  doivent  arriver ,  approche  de  celui  de  leurs  possibilités  respec- 
tives, dans  des  limites  dont  l'intervalle  se  resserre  de  plus  en  plus, 
et  devient  moindre  qu'aucune  quantité  assignable.  Ce  théorème  est 
très-utile  pour  reconnaître  par  les  observations ,  les  lois  et  les 
causes  des  phénomènes.  Bernoulli  attachait  avec  raison,  une  grande 
*      •    importance  à  sa  démonstration  qu'il  dit  avoir  méditée  pendant 
vingt  années. 

Dans  l'intervalle  de  la  mort  de  Jacques  Bernoulli,  à  la  publica- 
tion de  son  ouvrage  ;  Montmort  et  Moivre  firent  paraître  deux  traités 
eux  le  calcul  des  probabilités.  Celui  de  Montmort  a  pour  titre , 
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Essai  sur  les  Jeux  de  hasard  :  il  contient  de  nombreuses  appli- 
cations de  ce  calcul ,  aux  divers  jeux.  L'auteur  y  a  joint  dans 
la  seconde  édition,  quelques  lettres  dans  lesquelles  Nicolas  Ber- 
noulli  donne  des  solutions  ingénieuses  de  plusieurs  problèmes  dif- 
ficiles, de  probabilité.  Le  traité  de  Moivre,  postérieur  à  celui 
de  Montmort,  parut  d'abord  dans  les  Transactions  Philosophiques 
de  Tannée  1711.  Ensuite  l'auteur  le  publia  séparément,  et  il  l'a  per- 
fectionné successivement  dans  les  trois  éditions  qu'il  en  a  données. 
Cet  ouvrage  est  principalement  fondé  sur  la  formule  du  binôme  'T 
et  les  problèmes  qu'il  contient ,  ont ,  ainsi  que  leurs  solutions ,  une 
grande  généralité.  Mais  ce  qui  le  distingue,  est  la  théorie  des  suite» 
récurrentes,  et  leur  usage  dans  ces  matières.  Cette  théorie  est 
l'intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  finies  à  coefficiens 
constans,  intégration  à  laquelle  Moivre  parvient  d'une  manière  très- 
heureuse.  Comme  il  est  toujours  intéressant  de  connaître  la  marche 
des  inventeurs;  je  vais  exposer  celle  de  Moivre,  en  l'appliquant 
à  une  suite  récurrente  dont  la  relation  entre  trois  termes  consé- 
cutifs est  donnée.  D'abord ,  il  considère  la  relation  entre  les  terme» 
consécutifs  d'une  progression  géométrique,  ou  l'équation  à  deux 
termes,  qui  l'exprime.  En  la  rapportant  aux  termes  inférieurs  d'une 
unité,  il  la  multiplie  dans  cet  état,  par  un  facteur  constant,  et 
il  retranche  le  produit,  de  l'équation  primitive.  Par  là,  il  obtient 
une  relation  entre  trois  termes  consécutifs  de  la  progression  géo- 
métrique. Moivre  considère  ensuite  une  seconde  progression  géo- 
métrique dont  la  raison  des  termes,  est  le  facteur  même  qu'il  vient 
d'employer.  Il  diminue  pareillement  d'une  unité,  l'indice  des  termes, 
dans  l'équation  de  cette  nouvelle  progression  :  dans  cet  état,  il 
la  multiplie  par  la  raison  des  termes  de  la  première  progression  y 
et  il  retranche  le  produit,  de  l'équation  primitive;  ce  qui  lui  donne 
entre  trois  termes  consécutifs  de  la  seconde  progression ,  une  re- 
lation entièrement  semblable  à  celle  qu'il  a  trouvée  pour  la  première 
progression.  Puis  il  observe  que  si  l'on  ajoute  terme  à  terme,  les 
deux  progressions;  la  même  relation  subsiste  entre  trois  quelconques 
de  ces  sommes  consécutives.  11  compare  les  coefficiens  de  cette 
relation  ,  à  ceux  de  la  relation  des  termes  de  la  suite  récurrente 
proposée  ;  et  il  trouve  pour  déterminer  les  rapports  des  termes 
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consécutifs  des  deux  progressions ,  une  équation  du  second  degré 
dont  les  racines  sont  ces  rapports.  Par  là ,  Moivre  décompose  la 
suite  récurrente ,  en  deux  progressions  géométriques  multipliées  , 
chacune,  par  une  constante  arbitraire  qu'il  détermine  au  moyen 
des  deux  premiers  termes  de  la  suite  récurrente.  Ce  procédé  est 
au  fond ,  celui  que  Lagrange  a  depuis  employé  pour  l'intégration 
des  équations  linéaires  aux  différences  à  coefficiens  constans. 

Très-peu  de  temps  ayant  ces  recherches  de  Moivrc ,  Tayior  avait 
donné  dans  son  excellent  ouvrage  intitulé  Methjflus  incrementorum, 
la  manière  d'intégrer  l'équation  linéaire  aux  différences  du  premier 
ordre ,  avec  un  coefficient  variable,  et  un  dernier  terme  fonction 
du  seul  indice.  C'est  donc  à  ces  deux  illustres  géomètres,  que  l'on 
est  redevable  de  la  considération  et  de  l'intégration  de  ce  genre 
d'équations.  A  la  vérité  ,  les  relations  dès  termes  consécutifs  des 
progressions  arithmétiques  et  géométriques ,  ne  6ont  que  les  cas 
les  plus  simples  des  équations  linéaires  aux  différences.  Mais  on 
ne  les  avait  pas  envisagés  sous  ce  point  de  vue,  l'un  de  ceux  qui 
se  rattachant  à  des  théories  générales,  ont  conduit  à  ces  théories, 
et  sont  par  là ,  de  véritables  découvertes. 

Moivre  a  repris  dans  son  ouvrage,  le  théorème  de  Jacques 
Bernonlli  sur  la  probabilité  des  résultats  donnés  par  un  grand 
nombre  d'observations.  H  ne  se  contente  pas  de  faire  voir ,  comme 
Bernoulli,  que  le  rapport  des  événemens  qui  doivent  arriver, 
approchera  sans  cesse  de  celui  de  leurs  possibilités  respectives  j 
il  donne  de  plus  une  expression  élégante  et  simple  de  la  probabilité 
que  la  différence  de  ces  deux  rapports,  sera  contenue  dans  des 
limites  données.  Pour  cela ,  il  détermine  le  rapport  du  plus  grand 
terme  du  développement  d'une  puissance  trés-é)evée  du  binôme , 
à  la  somme  de  tous  ses  termes;  et  le  logarithme  hyperbolique 
de  l'excès  de  ce  terme,  sur  les  termes  qui  en  sont  très-voisins. 
Le  plus  grand  terme  étant  alors  le  produit  d'un  nombre  considérable 
de  facteurs  ;  son  calcul  numérique  devient  impraticable.  Pour  l'ob- 
tenir par  une  approximation  convergente ,  Moivre  fait  usage  d'un 
théorème  de  Stirling  sur  le  terme  moyen  du  binôme  élevé  à  une 
haute  puissance ,  théorème  remarquable ,  surtout  en  ce  qu'il  intro- 
duit la  racine  carrée  du  rapport  de  la  circonférence  au  rayon,  dans 
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tffle  expression  qui  semble  devoir  être  étrangère  à  cette  transcen- 
dante. Aussi  Moivre  fut-il  singulièrement  frappé  de  ce  résultat  que 
8tirling  avait  déduit  de  l'expression  de  la  circonférence  en  produits 
infinis ,  expression  à  laquelle  Wallis  était  parvenu  par  une  singulière 
analyse  qui  contient  les  germes  de  la  théorie  si  curieuse  et  si  utile 
des  intégrales  définies. 

Plusieurs  savans  parmi  lesquels  on  doit  distinguer  Deparcteux, 
Kersseboom,Wargentin,Dupré  de  Saint-Maure, Simpson, Sussmilcb, 
Priceet  Duvillard,  ont  réuni  un  grand  nombre  de  données  précieuses 
sur,  la  population,  les  naissances,  les  mariages  et  la  mortalité.  Ils  ont 
donnéjdes  formules  et  des  tables  relatives  aux  rentes  viagères ,  aux 
tontines,  aux  assurances ,  etc.  Mais  dans  cette  courte  notice ,  je  ne 
puis  qu'indiquer  ces  travaux  estimables ,  pour  m'attacher  aux  idées 
originales.  De  ce  nombre,  est  la  distinction  des  espérances  mathé- 
matique et  morale ,  et  le  principe  ingénieux  que  Daniel  BernoulK 
a  donné  pour  soumettre  celle-ci  à  l'analyse.  Telle  est  encore  l'ap- 
plication heureuse  qu'il  a  faite  du  calcul  des  probabilités,  à  l'ino- 
culation. On  doit  surtout,  placer  au  nombre  de  ces  idées  originales, 
la  considération  directe  des  possibilités  des  événemens,  tirées  des 
événemens  observés.  Jacques  Bcrnoulli  et  Moivre  supposaient  ces 
possibilités,  connues;  et  ils  cherchaient  la  probabilité  que  le  résultat 
des  expériences  à  faire,  approchera  de  plus  en  plus  de  les  représenter. 
Bayes,  dans  les  Transactions  Philosophiques  de  l'année  1763,  a 
cherché  directement  la  probabilité  que  les  possibilités  indiquées  par 
des  expériences  déjà  faites,  sont  comprises  dans  des  limites  données  ; 
et  il  y  est  parvenu  d'une  manière  fine  et  très-ingénieuse,  quoiqu'un 
peu  embarrassée.  Cet  objet  se  rattache  à  la  théorie  de  la  probabilité 
des  causes  et  des  événemens  ftiturs,  conclue  des  événemens  ob- 
servés; théorie  dont  j'exposai  quelques  années  après ,  les  principes, 
avec  la  remarque  de  l'influence  des  inégalités  qui  peuvent  exister 
entre  des  chances  que  l'on  suppose  égales.  Quoique  l'on  ignore 
quels  sont  les  événemens  simples  que  ces  inégalités  favorisent; 
cependant  cette  ignorance  même  accroît  souvent,  la  probabilité 
des  événemens  composés.  En  généralisant  l'analyse  et  les  problèmes 
concernant  les  probabilités,  je  fus  conduit  au  calcul  des  diftérences 
finies  partielles  que  La  grange  a  traité  depuis,  par  une  méthode 
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fort  simple,  et  dont  il  a  fait  d'élégantes  applications  à  ce  genre  de 
problèmes.  La  théorie  des  fonctions  génératrices,  que  je  donnai 
vers  le  même  temps,  comprend  ces  objets,  parmi  ceux  qu'elle  em- 
brasse, et  s'adapte  d'elle-même  et  avec  la  plus  grande  généralité, 
aux  questions  de  probabilité,  les  plus  difficiles.  Elle  détermine  encore 
par  des  approximations  très-convergentes,  les  valeurs  des  fonctions 
composées  d'un  grand  nombre  de  termes  et  de  facteurs;  et  en 
faisant  voir  que  la  racine  carrée  du  rapport  de  la  circonférence 
au  rayon  entre  le  plus  souvent  dans  ces  valeurs,  elle  montre  qu'une 
infinité  d'autres  transcendantes  peuvent  également  s'y  introduire. 

On  a  encore  soumis  au  calcul ,  la  probabilité  des  témoignages , 
les  votes  et  les  décisions  des  assemblées  électorales  et  délibérantes. 
Tant  de  passions,  d'intérêts  divers  et  de  circonstances  compliquent 
les  questions  relatives  à  ces  objets ,  qu'elles  sont  presque  toujours 
insolubles.  Mais  la  solution  d«  problèmes  plus  simples  ,  et  qui  ont 
avec  elles  beaucoup  d'analogie ,  peut  souvent  répandre  de  grandes 
lumières  sur  ces  questions  difficiles. 

L'une  des  plus  intéressantes  applications  du  calcul  des  probabi- 
lités ,  concerne  les  milieux  qu'il  faut  choisir  entre  les  résultats  des 
observations.  Plusieurs  géomètres  s'en  sont  occupés,  et  Lagrange  a 
publié  dans  les  Mémoires  de  Turin ,  une  belle  méthode  pour  déter- 
miner ces  milieux,  quand  la  loi  des  erreurs  des  observations  est 
connue.  J'ai  donné  pour  le  même  objet,  une  méthode  fondée  sur  un 
artifice  singulier  qui  peut  être  employé  avec  avantage  dans  d'autres 
questions  d'analyse,  et  qui  en  permettant  d'étendre  indéfiniment  dans 
tout  le  cours  d'un  long  calcul ,  les  fonctions  qui  doivent  être  limitées 
par  la  nature  du  problème ,  indique  les  modifications  que  chaque 
terme}  du  résultat  final  doit  recevoir  en  vertu  de  ces  limitations. 
Mais  ces  méthodes  supposent  connue,  la  loi  des  erreurs  des  observa- 
tions; ce  qui  n'est  pas.  Heureusement ,  j'ai  trouvé  que  si  les  observa- 
tions sont  en  grand  nombre,  la  recherche  des  milieux  que  l'on  doit 
choisir,  devient  indépendante  de  cette  loi.  On  a  vu  précédemment, 
que  chaque  observation  fournit  une  équation  de  condition,  du 
premier  degré  ,  qui  peut  toujours  être  disposée  de  manière  que 
tous  ses  termes  soient  dans  le  premier  membre ,  le  second  étant 
zéro.  L'usage  de  ces  équations  est  une  des  causes  principales  d« 
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la  grande  précision  de  nos  tables  astronomiques;  parce  que  l'on 
ti  pu  ainsi  faire  concourir  un  nombre  immense  d'excellentes  ob- 
servations, à  la  détermination  de  leurs  élémens.  Lorsqu'il  n'y  a 
qu'un  seul  élément  à  déterminer ,  Côtes  avait  prescrit  de  préparer 
les  équations  de  condition,  de  sorte  que  le  coefficient  de  l'élément 
inconnu  fût  positif  dans  chacune  d'elles ,  et  d'ajouter  ensuite  toutes 
ces  équations ,  pour  former  une  équation  finale  d'où  l'on  tire  la 
valeur  de  cet  élément.  La  règle  de  Côtes  lut  suivie  par  tous  les 
calculateurs.  Mais  quand  il  fallait  déterminer  plusieurs  élémens; 
on  n'avait  aucune  règle  fixe  pour  combiner  les  équations  de  con- 
dition, de  manière  à  obtenir  les  équations  finales  nécessaires  :  seu- 
lement, on  choisissait  pour  chaque  élément,  les  observations  les 
plus  propres  à  le  déterminer.  Ce  fut  pour  obvier  à  ces  tâtonnemens, 
que  Legendre  et  Gauss  imaginèrent  d'ajouter  les  carrés  des  premiers 
membres  des  équations  de  condition,  et  d'en  rendre  la  somme  un 
minimum ,  en  y  faisant  varier  chaque  élément  inconnu  :  par  ce 
moyen ,  on  obtient  directement  autant  d'équations  finales ,  qu'il  y  a 
d'élémens.  Mais  les  valeurs  déterminées  par  ces  équations ,  méritent- 
elles  la  préférence  sur  toutes  celles  que  Ton  peut  obtenir  par  d'autres 
moyens?  C'est  ce  que  le  calcul  des  probabilités  pouvait  seul  ap- 
prendre. Je  l'appliquai  donc  à  cet  objet  important,  et  je  fus  conduit 
par  une  analyse  délicate ,  à  la  règle  que  je  viens  d'indiquer,  et  qui 
réunit  ainsi  à  l'avantage  de  faire  connaître  par  un  procédé  régulier, 
les  élémens  cherchés,  celui  d'en  donner  les  valeurs  les  plus  avan- 
tageuses, ou  qui  ne  laissent  à  craindre  que  les  plus  petites  erreurs 
possibles. 

On  voit  par  cet  Essai,  que  la  théorie  des  probabilités  n'est  au 
fond ,  que  le  bon  sens  réduit  au  calcul  :  elle  fait  apprécier  avec 
exactitude ,  ce  que  les  esprits  justes  sentent  par  une  sorte  d'ins- 
tinct, sans  qu'ils  puissent  souvent  s'en  rendre  compte.  Si  l'on 
considère  les  méthodes  analytiques  auxquelles  cette  théorie  a 
donné  naissance,  la  vérité  des  principes  qui  lui  servent  de  base, 
la  logique  fine  et  délicate  qu'exige  leur  emploi  dans  la  solution  des 
problèmes ,  les  établissemens  d'utilité  publique  qui  s'appuient  sur 
elle ,  et  l'extension  qu'elle  a  reçue  et  qu'elle  peut  recevoir  encore , 
par  son  application  aux  questions  les  plus  importantes  de  la  philo- 
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sophie  naturelle  et  de  l'économie  politique  ;  si  l'on  observe  ensuite 
que  dans  les  choses  mêmes  qui  ne  peuvent  être  soumises  au  calcul, 
elle  donne  les  aperçus  les  plus  surs  qui  puissent  nous  guider  dans 
nos  jugemens ,  et  qu'elle  nous  apprend  à  nous  garantir  des  illusions 
qui  souvent  nous  égarent;  on  verra  qu'il  n'est  point  de  science 
plus  digne  de  nos  méditations ,  et  dont  les  résultats  soient  plus 
utiles. 

»  Plan  de  V Ouvrage. 

Je  donne  dans  mon  ouvrage ,  l'analyse  mathématique  -des  ré- 
sultats que  je  viens  de  présenter  dans  cette  Introduction.  Il  est 
divisé  en  deux  livres.  Le  premier  a  pour  objet,  le  calcul  des  fonc- 
tions génératrices ,  qui  sert  de  fondement  à  ma  Théorie  des  Pro- 
babilités. Ce  livre  est  divisé  lui-même  en  deux  parties  :  l'une  pen- 
ferme  la  théorie  des  fonctions  génératrices,  et  l'autre  contient  la 
théorie  des  approximations  des  formules  fonctions  de  grands 
nombres.  Le  rapprochement  de  ces  deux  théories  montre  avec 
évidence ,  que  la  seconde  n'est  qu'une  extension  de  la  première  j 
et  qu'elles  doivent  être  considérées  comme  deux  branches  d'un 
même  calcul.  Les  principes  du  calcul  des  probabilités  et  leur  appli- 
cation aux  questions  les  plus  générales  et  les  plus  utiles  que  l'on 
puisse  se  proposer  sur  cette  matière ,  sont  l'objet  du  second  livre, 
dans  lequel  je  me  suis  spécialement  attaché  à  déterminer  la  pro- 
babilité des  causes  et  des  résultats  indiqués  par  un  grand  nombre 
d'observations,  et  à  chercher  les  lois  suivant  lesquelles  cette  pro- 
babilité approche  de  ses  limites ,  à  mesure  que  les  événemens  se 
multiplient  :  c'est  dans  ces  recherches ,  que  le  calcul  des  fonctions 
génératrices  trouve  ses  applications  les  plus  importantes. 
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LIVRE  PREMIER. 

CALCUL  DES  FONCTIONS  GÉNÉRATRICES. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

« 

Des  Fonctions  génératrice». 

Les  grandeurs  considérées  en  général,  s'expriment  communément 
par  les  lettres  de  l'alphabet ,  et  c'est  à  Viète  qu'est  due  cette 
notation  commode  qui  transporte  à  la  langue  analytique,  les  alpha- 
bets des  langues  connues.  L'application  que  Viéte  fit  de  cette  no- 
tation ,  à  la  géométrie ,  à  la  théorie  des  équations  et  aux  sections 
angulaires ,  forme  une  des  époques  remarquables  de  l'histoire  des 
Mathématiques.  Des  signes  très-simples  expriment  les  corrélations 
des  grandeurs.  La  position  d'une  grandeur  à  la  suite  d'une  autre , 
suffit  pour  exprimer  leur  produit.  Si  ces  grandeurs  sont  la  même , 
ce  produit  est  le  carré  ou  la  seconde  puissance  de  cette  grandeur. 
Mais  au  lieu  de  l'écrire  deux  fois,  Descartes  imagina  de  ne  l'écrire 
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qu'une  fois ,  en  lui  donnant  le  nombre  a  pour  exposant;  et  il  exprima 
les  puissances  successives  ,  en  augmentant  successivement  cet 
exposant,  d'une  unité.  Cette  notation,  en  ne  la  considérant  que 
comme  une  manière  abrégée  de  représenter  ces  puissances,  semble 
peu  de  chose  ;  mais  tel  est  l'avantage  d'une  langue  bien  faite ,  que 
ses  notations  les  plus  simples  sont  devenues  souvent  la  source  des 
théories  les  plus  profondes  ;  et  c'est  ce  qui  a  eu  lieu  pour  les  expo- 
sons de  Descartes.  Wallis  qui  s'est  attaché  spécialement  à  suivre 
le  fil  de  l'induction  et  de  l'analogie,  a  été  conduit  par  ce  moyen, 
à  exprimer  les  puissances  radicales ,  par  des  exposans  fractionnaires  ; 
et  de  même  que  Descartes  exprimait  par  les  exposans  a ,  3 ,  etc. , 
les  puissances  secondes,  troisièmes,  etc.  d'une  grandeur  ;  il  exprima 
ses  racines  secondes,  troisièmes,  etc.  par  les  exposans  fraction- 
naires | ,  i ,  etc.  En  général,  il  exprima  par  l'exposant  ™ ,  la  racine  n 

d'une  grandeur  élevée  à  la  puissance  m.  En  effet,  suivant  la  nota- 
tion de  Descartes,  cette  expression  a  lieu  dans  le  cas  où  m  est 
divisible  par  /z;  et  Wallis,  par  analogie,  l'étendit  à  tous  les  cas.  Il 
remarqua  ensuite  que  la  multiplication  des  puissances  d'une  même 
grandeur ,  revient  à  ajouter  les  exposans  de  ces  puissances,  qu'il 
faut  retrancher  dans  leur  division;  ensorte  que  l'exposant  n — m 
indique  le  quotient  de  la  puissance  n  d'une  grandeur,  divisée  par  sa 
puissance  m  ;  d'où  il  suit  que  ce  quotient  devenant  l'unité,  lorsque 
771  est  égalé  à  n,  toute  grandeur  ayant  zéro  pour  exposant,  est 
l'unité  même.  Si  m  surpasse  n,  l'exposant  n  —  m  devient  négatif, 
et  le  quotient  devient  l'unité  divisée  par  la  puissance  m  —  n  de  la 
grandeur.  Wallis  supposa  donc  généralement  que  l'exposant  né- 
gatif —  ^  exprime  l'unité  divisée  par  la  racine  tz*"'  de  la  grandeur 
élevée  à  la  puissance  m. 

Ce  fut  dans  son  ouvrage  intitulé  Aryihmetica  infimtorum,  que 
Wallis  exposa  ces  remarques  qui  le  conduisirent  à  sommer  x",  x  étant 
supposé  formé  d'une  infinité  d'élémens  pris  pour  unité  ;  ce  qui ,  sui- 
vant les  notations  actuelles ,  revient  à  intégrer  la  différentielle  x"dx. 

Il  fit  voir  que  cette  intégrale  prise  depuis  x  nul ,  est        ,  ce  qui  lui 

donna  l'intégrale  d'une  suite  formée  de  différentielles  semblables. 
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En  considérant  ainsi  l'intégrale  fdx.(i  — x*)',  lorsque  n  et  *  sont 
des  nombres  entiers ,  et  lorsqu'elle  est  prise  depuis  x  nul  jusqu'à 

x  =  i ,  il  trouva  qu'elle  est  égale  à     '-a-3 "    .  Si  les  indices 

n  et  s  sont  fractionnaires  et  égaux  à  £ ,  cette  intégrale  exprime  le 
rapport  de  la  surface  du  cercle  au  carré  de  son  diamètre.  YVallis 
s'attacha  donc  à  interpoler  le  produit  précédent,  dans  le  cas  où 
n  et  5  sont  des  nombres  fractionnaires;  problème  entièrement 
nouveau  à  l'époque  où  cet  illustre  Géomètre  s'en  occupa,  et  qu'A 
parvint  à  résoudre  par  une  méthode  fort  ingénieuse  qui  contient  les 
germes  des  théories  des  interpolations  et  des  intégrales  définies* 
dont  les  géomètres  se  sont  tant  occupés,  et  qui  sont  l'objet  d'une 
grande  partie  de  cet  ouvrage.  U  obtint  de  cette  manière,  l'expression 
du  rapport  de  la  surface  du  cercle  au  carré  de  son  diamètre,  par 
un  produit  d'une  infinité  de  facteurs ,  qui  donne  des  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées  de  ce  rapport ,  à  mesure  que  Ton  considère  un 
plus  grand  nombre  de  ces  facteurs  ;  résultat  l'un  des  plus  singuliers 
de  l'analyse.  Mais  il  est  remarquable  que  Wallis  qui  avait  si  bien 
considéré  les  indices  fractionnaires  des  puissances  radicales ,  ait 
continué  de  noter  ces  puissances ,  comme  on  l'avait  fait  avant  lui. 
On  voit  la  notation  des  puissances  radicales,  par  les  exposans  fraction- 
naires ,  employée  pour  la  première  fois ,  dans  les  lettres  de  Newton 
àOlderabourg,  insérées  dans  le  CommerciumEpistûlicum.  Eh  com- 
parant par  la  voie  de  l'induction  dont  Wallis  avait  lait  un  si  bel  usage, 
les  exposans  des  puissances  du  binôme ,  avec  les  coefficiens  des 
termes  de  son  développement,  dans  le  cas  où  ces  exposans  sont  des 
nombres  entiers;  il  détermina  la  loi  de  ces  coefficiens,  et  il  l'étcndit 
par  analogie ,  aux  puissances  fractionnaires  et  aux  puissances  néga- 
tives. Ces  divers  résultats  fondés  sur  la  notation  de  Descartes, 
montrent  l'influence  d'une  notation  heureuse  sur  toute  l'analyse. 

Cette  notation  a  encore  l'avantage  de  donner  l'idée  la  plus  simple 
et  la  plus  juste  des  logarithmes  qui  ne  sont  en  effet ,  que  les  expo- 
sans entiers  et  fractionnaires  d'une  même  grandeur  dont  les  diverses 
puissances  représentent  tous  les  nombres.  Mais  l'extension  la  plus 
importante  que  cette  notation  ait  reçue ,  est  celle  des  exposans 
variables }  ce  qui  constitue  le  calcul  exponentiel ,  l'une  des  branches. 
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les  plus  fécondes  de  l'analyse  moderne.  Leibnitza Jndiqué  le  premier, 
dans  les  Actes  de  Leipsic  pour  168a ,  les  transcendantes  à  exposans 
variables ,  et  par  là  il  a  complété  le  système  des  élémens  dont  une 
fonction  finie  peut  être  composée.  Car  toute  fonction  finie  explicite 
se  réduit  en  dernière  analyse,  à  des  grandeurs  simples,  ajoutées  ou 
soustraites  les  unes  des  autres ,  multipliées  ou*divisécs  entr'elles  , 
élevées  à  des  puissances  constantes  ou  variables.  Les  racines  des 
équations  formées  de  ces  élémens,  en  sont  des  fonctions  implicites. 
Ccst  ainsi  que  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
est  l'unité,  le  logarithme  de  a  est  la  racine  de  l'équation  transcen- 
dante c"  — ■  a  =  o.  On  peut  considérer  encore  les  quantités  loga- 
rithmiques, comme  des  fonctions  exponentielles  dont  les  exposans 

sont  infiniment  petits.  Ainsi  Xlog  X?  est  égal  à  — ^ — .  Toutes 

les  modifications  de  grandeur  que  l'on  peut  concevoir  aux  exposans, 
se  trouvent  donc  représentées  par  les  quantités  exponentielles , 
algébriques  et  logarithmiques.  Ces  quantités  et  leurs  fonctions  em- 
brassent par  conséquent,  toutes  les  fonctions  finies  explicites;  et 
les  racines  des  équations  formées  de  fonctions  semblables,  em- 
brassent toutes  les  fonctions  finies  implicites. 

Ces  quantités  sont  essentiellement  distinctes  :  l'exponentielle  a*, 
par  exemple,  ne  peut  jamais  être  identique  avec  une  fonction  algé- 
brique de  x.  Car  toute  fonction  algébrique  est  réductible  dans  • 
une  série  descendante  de  la  forme  k.x*+  tf.x— '-f-etc.  :  or  il  est 
facile  de  démontrer  que  a  étant  supposé  plus  grand  que  l'unité , 
et  x  étant  infini ,  a'  est  infiniment  plus  grand  que  Ax*,  quelque 
grands  que  l'on  suppose  k  et  n.  Pareillement,  il  est  aisé  de  voir 
que  dans  le  cas  de  x  infini ,  x  est  infiniment  plus  grand  que  k  (  log  *  )". 
Les  fonctions  exponentielles,  algébriques  et  logarithmiques  d'une 
variable  indéterminée,  ne  peuvent  donc  pas  rentrer  les  unes  dans 
les  autres  :  les  quantités  algébriques  tiennent  le  milieu  entre  les 
exponentielles  et  les  logarithmiques  j  les  exposans  ,  lorsque  la  va- 
riable est  infinie ,  pouvant  être  considérés  comme  infinis  dans 
les  exponentielles,  finis  dans  les  quantités  algébriques,  et  infini- 
ment petits  dans  les  quantités  logarithmiques. 

On  peut  encore  établir  en  principe,  qu'une  fonction  radicale  d'une 
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variable,  ne  peut  pas  être  identique  avec  une  ionction  rationnelle  de 

la  même  variable,  ou  avec  une  autre  fonction  radicale.  Ainsi  (i-f-x')*> 

■  _i 

est  essentiellement  distinct  de  (î-f-**)*,  et  de  (i-f-x)*. 

Ces  principes  fondés  sur  la  nature  même  des  fonctions ,  peuvent 
être  d'une  grande  utilité  dans  les  recherches  analytiques,  en  indi- 
quant les  formes  dont  les  fonctions  que  l'on  se  propose  de  trouver, 
sont  susceptibles ,  et  en  démontrant  leur  impossibilité  dans  un  grand 
nombre  de  cas;  mais  alors  il  faut  être  bien  sur  de  n'omettre  aucune 
des  formes  possibles.  Ainsi  la  duTérentiation  laissant  subsister  les 
quantités  exponentielles  et  radicales ,  et  ne  faisant  disparaître  les 
quantités  logarithmiques ,  qu'autant  qu'elles  sont  multipliées  par  des 
constantes  ;  on  doit  en  conclure  que  l'intégrale  d'une  fonction 
différentielle  ne  peut  renfermer  d'autres  quantités  exponentielles  et 
radicales ,  que  celles  qui  sont  contenues  dans  cette  fonction.  Par 
ce  moyen,  j'ai  reconnu  que  l'on  ne  peut  pas  obtenir  en  fonction  finie 

explicite  ou  implicite  de  la  variable  * ,  l'intégrale  f  -^====. 

Pai  démontré  pareillement  que  les  équation»  linéaires  aux  différences 
partielles  du  second  ordre  entre  trois  variables,  ne  sont  pas  le  plus 
souvent ,  susceptibles  d'être  intégrées  sous  une  forme  finie  ;  ce  qui 
m'a  conduit  à  une  méthode  générale  pour  les  intégrer  sous  cette 
forme,  lorsqu'elle  est  possible.  Dans  les  autres  cas,  on  ne  peut 
obtenir  une  intégrale  finie,  qu'au  moyen  d'intégrales  définies. 

Lcibnitz  ayant  adapté  au  calcul  différentiel ,  une  caractéristique 
très-commode,  il  imagina  de  lui  donner  les  mêmes  exposans  qu'aux 
grandeurs  ;  mais  alors ,  ces  exposans ,  au  lieu  d'indiquer  les  multi- 
plications répétées  d'une  même  grandeur ,  indiquent  les  différen- 
tiauons  répétées  d'une  même  fonction.  Cette  extension  nouvelle  de 
la  notation  cartésienne ,  conduisit  Leibnitz  à  ce  théorème  remar- 
quable, savoir,  que  la  différentielle  n*™  d'un  produit  xyz.  etc. ,  est 
égale  à  (dx+dy  +  dz-{-  etc)",  pourvu  que  dans  le  développement 
de  ce  polynôme ,  on  applique  à  la  caractéristique  d ,  les  exposans 
des  puissances  de  dx,  dy ,  dz,  etc.,  et  qu'ainsi  l'on  écrive 
d'x.cFy.cFz.elc.>  au  lieu  de  (dx)'.(dyy.(dzy.etc.,  en  ayant  soin 
de  changer  </•*,  d'y ,  d'z}  etc.,  en  x,y ,  z ,  etc.  Ce  grand  Géomètre 
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observa  de  plus,  que  ce  théorème  subsiste ,  en  y  supposant  n néga- 
tif, pourvu  que  l'on  change  les  différentielles  négatives  en  intégrales. 
Lagrange  a  suivi  cette  analogie  singulière  des  puissances  et  des  diffé- 
rences, dans  tous  ses  développemcns;  et  par  une  suite  d'inductions 
très-fines  et  très-heureuses,  il  en  a  déduit  des  formules  générales  aussi 
curieuses  qu'utiles ,  sur  les  transformations  des  différences  et  des  in- 
tégrales les  unes  dans  les  autres,  lorsque  les  variables  ont  des  accrois- 
semens  finis  divers ,  et  lorsque  ces  accroissemens  sont  infiniment 
petits.  Son  mémoire  sur  cet  objet ,  inséré  dans  le  Recueil  de  l'Aca- 
démie de  Berlin  pour  l'année  177a ,  peut  être  regardé  comme  une 
des  plus  belles  applications  que  l'on  ait  faites,  de  la  méthode  des 
inductions.  La  théorie  des  fonctions  génératrices  étend  à  des  carac-* 
téristiques  quelconques ,  la  notation  cartésienne  :  elle  montre  en 
même  temps ,  avec  évidence ,  l'analogie  des  puissances  et  des  opé- 
rations indiquées  par  ce»  caractéristiques  ;  et  nous  allons  voir  tout 
ce  qui  concerne  les  séries ,  et  l'intégration  des  équations  linéairea 
uux  différences ,  en  découler  avec  une  extrême  facilité. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE  PREMIER. 

*  * 

Des  Fonctions  génératrices,  à  une  variable. 

a.  Soit  y,  une  fonction  quelconque  de  x  ;  si  l'on  ibrme  lu  suite 
infinie 

y.+y..t+ y*>t%   +y..r  +y,+t.r+'  -HJao .c°  ; 

on  peut  toujours  concevoir  une  fonction  de  / ,  qui  développée 
suivant  les  puissances  de  t,  donne  cette  suite  :  cette  fonction  est 
ce  que  je  nomme  fonction  génératrice  de  yt. 

La  fonction  génératrice  d'une  variable  quelconque  yx ,  est  donc 
"généralement  une  fonction  de  t ,  qui  développée  suivant  les  puis- 
sances de  t ,  a  cette  variable  pour  coefficient  de  /'  ;  et  réciproque- 
ment ,  la  variable  correspondante  d'une  fonction  génératrice  ,  est 
le  coefficient  de  f  dans  le  développement  de  cette  fonction  suivant 
les  puissances  de  t  ;  ensorte  que  l'exposant  de  la  puissance  de  / , 
indique  le  rang  que  la  variable  yM  occupe  dans  la  série  que  l'on 
peut  concevoir  prolongée  indéfiniment  à  gauche ,  relativement  aux 
puissances  négatives  de 

Il  suit  de  ces  définitions,  que  u  étant  la  fonction  généra tricc  de 

yg,  celle  deyx+,  est  p  ;  car  il  est  visible  que  le  coefficient  de  f 
dans  p  est  égal  à  celui  de  t"+T  dans  u  ;  par  conséquent  il  est  égal 
ày*+f- 

Le  coefficient  de  t*  dans  u.Q  —  1)  est  donc  égal  à  yx+t  yM1 

ou  à  la  différence  des  deux  quantités  consécutives^,^,  elys,  diffé- 
rence que  nous  désignerons  par  â.^,,  A  étant  la  caractéristique 
des  différences  ûuies.  On  a  doue  la  fonction  génératrice  de  la  difle- 

a 
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rcnce  finie  d'une  quantité  variable  ,  en  multipliant  par  y  —  1 ,  la 

l'onction  génératrice  de  la  quantité  elle-même.  La  fonction  généra- 
trice de  la  diflércncc  finie  de  A.j,,  différence  que  l'on  désigne  par 

A'.^,,  est  ainsi  u.Q — îjj  celle  de  la  différence  finie  de  A'.j, 
ou  A3. y,  cstw.(j  —  i)S;  d'où  l'on  peut  généralement  conclure  que 

la  fonction  génératrice  de  la  différence  finie  A'.^,  est  u.(j  — 
Pareillement,  le  coefficient  de  t'  dans  le  développement  de 

est 

en  nommant  donc  y.^  cette  quantité,  sa  fonction  génératrice  sera 

+   -f*£). 

Si  l'on  nomme  v*.yu  ce  que  devient  v  y,  lorsqu'on  y  change^, 
dans  y.y,',  si  l'on  nomme  pareillement  vV*  06  que  devient  v*-J» 
lorsqu'on  y  change  v.y,  dans  v*.^»,  et  ainsi  de  suite;  leurs  fonc- 
tions génératrices  correspondantes  seront 

+  f  -<•?)*; 

CtC.J 

et  généralement  la  fonction  génératrice  de  v'tf,  sera 

•■(•+*+?  +0- 

De  là  il  est  facile  de  conclure  généralement  que  la  fonction  géné- 
ratrice de  à.i.yj'.yt+,  est 

On  peut  généraliser  encore  ces  résultats,  en  supposant  que  v-.y* 
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représente  une  fonction  quelconque  linéaire  finie  ou  infinie,  de 
etc.; que  v*.jk,  soit  ce  que  devient  y.j, ,  lorsqu'on 
y  change  yx  dans  v.yx\  que  v3 -y,  soit  ce  que  devient  vV*, 
lorsqu'on  y  change  Tj.ym  dans  vV^x,  et  ainsi  de  suite;  «  étant  la 
fonction  génératrice  de^x,  sera  la  fonction  génératrice  de 
v'-y,,  s  étant  ce  que  devient  v~y*>  lorsqu'on  y  change  yx  dans 

l'unité,  yI+,  dans  \,y,„  dans  i,  etc.  Cela  est  encore  vrai,  lors- 
que i  est  un  nombre  négatif,  ou  même  fractionnaire  et  incom- 
mensurable, en  faisant  toutefois  à  ce  résultat,  des  modifications 
convenables. 

Représentons  par  2  la  caractéristique  des  intégrales  finies ,  et 
nommons  z  la  fonction  génératrice  de  Z'vr*,  u  étant  la  fonction 

génératrice  de  y,-,  z.Q  —     sera  par  ce  qui  précède,  la  fonction 

génératrice  deyx.  Mais  cette  fonction  doit,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
puissances  positives  de  se  réduire  à  u  qui  ne  renferme  que  des 
puissances  positives  de  /,  si  l'on  n'étend  l'intégrale  multiple  X'  ,yt 
qu'aux  valeurs  positives  de  x  ;  on  aura  donc  alors 

Gi       V        i  A      b       C  F 

d'où l'onjire, 

u.t'+  A.t'-+  B.  t'-'+c.r-*  +F 

*-   ' 

A,  B,  C  F  étant  des  constantes  arbitraires  qui  répondent 

aux  i  constantes  arbitraires  qu'introduisent  les  *  intégrations  suc- 
cessives de  tk.y,. 

En  faisant  abstraction  de  ces  constantes  ,  la  fonction  génératrice 

de  T. y,  est  ensorte  que  l'on  obtient  cette  fonction 

génératrice,  en  changeant  i  dans  —  »,  dans  la  fonction  génératrice 
de  *l.yt;  à-'. y,  est  donc  alors  égale  à  X'.yM;  c'est^-dire  que  les 
différences  négatives  se  changent  en  intégrales.  Mais  si  l'on  a  égard 
aux  constantes  arbitraires ,  il  faut ,  en  passant  des  puissances  po- 
sitives de       i  à  ses  puissances  négatives ,  augmenter  u  de  la  série 

ABC 

7  +  F  etc->  prolongée  jusqu'à  ce  que  le  nombre  de  ses 
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termes  soit  égal  à  l'exposant  de  ces  puissances.  On  peut  appli- 
quer des  considérations  semblables  ,  à  la  fonction  génératrice  de 

On  voit  par  ce  qui  précède ,  de  quelle  manière  les  fonctions  gé- 
nératrices se  forment  de  la  loi  des  variables  correspondantes. 
Voyons  maintenant  comment  les  variables  se  déduisent  de  leurs 

fonctions  génératrices.  *  étant  une  fonction  quelconque  de  ~ ,  si 
l'on  développe  suivant  les  puissances  de  J-,  et  que  l'on  désigne 
par-  un  terme  quelconque  de  ce  développement;  le  coefficient 

de  /*  dans       ocra  l.yM+, ,  ou  uuiu  dope  \o  coefficient  de  t*  dans 

u.  s;  coefficient  que  nous  avons  désigné  précédemment  par  v'.j',, 

i*.  en  substituant  dans  s,yt  au  lieu  de  j;  a\  en  développant  ce 

que  devient  alors  sé  suivant  les  puissances  de  j',,  et  en  transportant 
à  l'indice  xy  l'exposant  de  la  puissance  de  ys\  c'est-à-dire,  en  décri- 
vant^, ^ ,  au  lieu  de  (y*)'  ;  y,  +é  au  lieu  de  (y*)*,  etc.;  et  en  mul- 
tipliant les  termes  indépendans  de^x,  et  qui  peuvent  être  censés 
avoir  (y,)'  pour  facteur,  par  yM.  Lorsque  la  caractéristique  v  se 

change  en  A,  *  est,  par  ce  qui  précède,  égal  à  J —  1  ;  on  a  donc 
alors 

^'■J.=y^i—  i.yr+i->-\-  '  t'^  ■J'i-n-i- etc. 

Si  au  lieu  de  développer  suivant  lt\s  puissances  de  on  le 
développe  suivant  les  puissances  de  l-  —  1 ,  et  que  l'on  désigne 
par  —  un  terme  quelconque  de  ce  développement;  le 
coefficient  de  f  dans  lu.Q  —  1)  serai-.  A*. y,  ;  on  aura  donc  v'y,; 
i°.  en  substituant  dans  s,  ùyM  au  lieu  de  -  —  1 ,  ou,  ce  qui  revient 

au  même ,  1  +  A  ,yx  au  lieu  de  x-  ;  a*,  en  développant  ce  que  devient 

alors  s'  suivant  les  puissances  de  A.^x,  et  en  appliquant  à  la  carac- 
téristique A ,  les  exposans  des  puissances  de  &-y, ,  c'est-à-dire  en 
écrivant  A. v,  au  lieu  de  (  A. y,)',  a\j,  au  lieu  de  (A.j,)*,  etc. , 
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et  en  multipliant  par  (&.yx)%  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose,  par^, 
les  termes  indépendans  de  A  .ya. 
Généralement ,  si  l'on  considère  s  comme  une  fonction  de  r, 

r  étant  une  fonction  de  ^  ,  telle  que  le  coefficient  de  t1  dans  ur , 

soit  n.^,;  on  aura  v'-J*»  en  substituant  dans  n.y,  au  lieu  de  r; 
en  développant  ensuite  *'  suivant  les  puissances  de  D.yt ,  et  en 
appliquant  à  la  caractéristique  □  ,  les  exposans  de  d.ys,  c'est-à- 
dire  ,  en  écrivant  n  .y,  au  lieu  de  (D  .y, ) ,  □*  .y,  au  lieu  de  (□  .y,)*,  etc.  ; 
et  en  multipliant  par^  les  termes  independans  de  n.yx. 

Le  développement  de  v'-J'*  VllT  unc  série  ordonnée  suivant  les 
variations  successives  O-jx,  O'-JK*,  <-*tc,  se  réduit  donc  à  lu  lor- 
mationde  la  fonction  génératrice  de  ys,  au  développementde  celte 
(onction ,  suivant  les  puissances  d'une  fonction  donnée  j  enfin , 
au  retour  de  la  fonction  génératrice  ainsi  développée ,  aux  coeffi- 
ciens variables  correspondans  ;  les  exposans  des  puissances  du 
développement  de  la  fonction  génératrice ,  devenant  ceux  de  la 
caractéristique  de  ces  coefficiens.  On  voit  ainsi  l'analogie  des  puis- 
sances avec  les  différences,  ou  avec  toute  autre  combinaison  des 
coefficiens  variables  consécutifs.  Le  passage  de  -^s  coefficiens  à 
leurs  fonctions  génératrices ,  et  le  retour  de  ces  fonctions  déve- 
loppées aux  coefficiens,  constituent  le  calcul  des  fonctions  généra- 
trices. Les  applications  suivantes  en  feront  connaître  l'esprit  et  les 
avantages. 

De  l'interpolation  des  suites  à  une  variable ,  et  de  l'intégration  des 
équations  différentielles  linéaires. 

5.  Toute  la  théorie  de  l'interpolation  des  suites  se  réduit  à  dé- 
terminer, quel  que  soit  i  ,  la  valeur  de  y, +t ,  en  fonction  des  termes 
qui  précèdent  ou  qui  suivent  yz.  Pour  cela ,  on  doit  observer  que 
y*+i  est  égal  aux  coefficiens  de  tM"+t  dans  le  développement  de  m, 
et  par  conséquent  égal  au  coefficient  de  t*  dans  le  développement 
de  £  ;  or  on  a 
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De  plus ,  le  coefficient  de  <*,  dans  le  développement  de  u,  est  .y,  ; 

ce  coefficient  dans  le  développement  de        —  i^,est  A.j^j 

daos  le  développement  de  u.Q —  1),  il  est  égal  à  et  ainsi 

de  suite  ;  l'équation  précédente  donnera  donc  ,  en  repassant  des 
fonctions  génératrices  aux  coefficiens , 

4-     *,m=>vKA         i-^'**.+  L07^t*)'*  etC- 

Cettejé^uation  ayant  lieu  quel  que  soit  i,  en  le  supposant  même 
.  îrâctionnairc,  sert  &  lnicrpolcr  les  suites  dont  les  différences  suc- 
cessives vont  en  décroissant 
Si  l'on  a  l'équation  aux  différences  finies 

A\y,=  o; 

la  série  précédente  se  termine,  et  l'on  a,  quel  que  soitt,  eu  Fai- 
sant x  nul, 

„  _v  i  ;  A  v  ■  *'('—')  ai  v        ■  '-0— 0  ('-"-HO 

C'est  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée  aux  différences , 
y,y  A.^o,. . .  .û"-'.^,  étant  les  /»  constantes  arbitraires  de  cette 
intégrale. 

Toutes  les  manières  de  développer  la  puissance  donnent 

autant  de  manières  différentes  d'mterpoler  les  suites.  Soit,  par 
exemple , 

en  développant  i  suivant  les  puissances  de  a,  par  la  formule  (p) 
du  ne  ai  du  second  livre  de  la  Mécanique  céleste  y  on  aura 


u 


I     1         '        î.a  ~  i.a.3 


•]+/.(i+4r-Q.Ci+4r-a).(/-f-4r-5)<et4+etc  [' 
v  1.3.0.4 

«  étant  égal  à  f'.Q-  —  1),  le  coefficient  de  t*  dans  le  développement 
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de  ucl  est ,  par  le  n"  a ,  b.yx_,;  ce  même  coefficient  dans  v.«*est 
A».^,_,r,  et  ainsi  de  suite.  L'équation  précédente  donnera  donc  , 
en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens , 

4.  Voici  maintenant  une  méthode  générale  d'interpolation  ,  qui 
a  l'avantage  de  s'appliquer ,  non-seulement  aux  séries  dont  les 
différences  des  termes  finissent  par  être  nulles ,  mais  encore  aux 
séries  dont  la  dernière  raison  des  termes  est  celle  d'une  suite  quel- 
conque récurrente. 

Supposons  d'abord  que  l'on  ait 

-,)=*;  (.) 

et  cherchons  la  valeur  de  p  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  de  x.  H  est  clair  que  £  est  égal  au  coefficient  de_Ô' 
dans  le  développement  de  la  fraction  — ^-g.  Si  l'on  multiplie  le  nu- 

mérateur  et  le  dénominateur  de  cette  fraction  par  î  —  8.f ,  on  aura 
celle-ci 

i— e.t 

L'équation  (i)  donne 

ce  qui  change  la  fraction  précédente  dans  celle-ci , 

i  —t.t 

or  on  a 
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d'ailleurs  le  coefficient  de    dans  le  développement  de    J.0y>  es* 

4-  0  O  4-  fl)  «  •  •  (*  4-' —  ')« 
i.a.3  r  ' 

d'où  il  suit  que  le  coefficient  de  ô1  est,  i\  i-f- 1 ,  dans  le  dévelop- 
ment  de  ^t_ljy  S  2°-  '  t  fl'g'  +  fl  ,  dans  le  développement  de 
<TA_4;  5-.  C»-0-^(|+0-tf+»)-(»±S,  dans  le  développement  de 

;  Tri ,  et  ainsi  du  reste  ;  donc  si  l'on  nomme  Z  le  coefficient  de  fl' 

u  —  °) 

dans  le  développement  de  la  fonction 

i 

on  aura 

Z  —  ï-r-iH  ri73  .z-i  ,.3.3.4.5  '~ 


OU 


,     —  fl) . (  i  —  Q. ». (  / 4-  0  •  (/' -f-  fl) ■  (  i  4-5) ■  (  « -f-  4)  z3  .  elc 
i. a. 3. 4. 5. 6. 7  '  ~ 


si  Ton  nomme  ensuite  if'  le  coefficient  de  0',  dans  le  développe- 
ment de 

on  aura      en  changeant  «  en  i  —  1  dans  2 ,  ce  qui  donne 

on  aura  ainsi  Z  —  t.Z'  pour  le  coefficient  de  0'  dans  le  dévelop- 
pement de  la  fraction 

(i-8)'-*aJ 


ce  sera  ^ 

'l  =  u.{Z-tZ>). 


Cela 
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Cela  pose,  le  coefficient  de  t*  dans  est  y;-+).  Ce  même  coeffi- 
cient, dans  un  terme  quelconque  de  u.Z,  tel  que  k.u.z*,  ou 
k.u.t'Q  —  i)  est,  par  le  n\  a,  k.  A".^,.,.  Dans  un  terme  quel- 
conque de  u.t.Z%  tel  que*.H.*.z'  ou  *M.r+\Q  —  i)",  ce  coefficient 

est  k.&%r.yx_^l  j  on  aura  donc,  en  repassant  des  fonctions  généra- 
trices à  leurs  coefficiens , 

^       «...3  •A--r"' 

I  ^CCt+o-T^r,j-4j^^+etc.j 

"M^+^^'^+^^^.A^^tc.}, 

On  peut  donner  les  formes  suivantes  à  l'expression  précédente.* 
Soit  Z"  ce  que  devient  Z'  lorsqu'on  y  change  i  dans  t  — 1;  et 
par  conséquent,  ce  que  devient  Z  lorsqu'on  y  change  i  dans»  —  a. 
L'équation 

\  =  Z-t.Z> 

donnera  ~  =  Z'— /.Z"j 

par  conséquent,  \~T  Z"' 

En  ajoutant  ces  deux  valeurs  de  J ,  et  prenant  la  moitié  de  leur 
somme ,  on  aura 


or  on  a 


f=Î.Z-i.Z«+i.(i  +  ,).(L-iyz'; 
partant 

?=B.{1  +  JL.,(i_)J+M-),,(._iy+etc.} 
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d'où  l'on  conclut^  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux 
cocfficicns, 

^     i.a.3.4.5.0    *A  -^*->"t-clc- 

.f-  î .  (A A  i  .  £^  .  (AJ  .j^+A»  .^.) 

+-Ï  ■(J^TTT1'  (AV._.+A>,v,_,)+etc, 

Cette  formule  sert  à  interpoler  entre  un  nombre  impair  ax-f-i  de 
quantités  équidistanles  ;  l'intervalle  commun  qui  les  sépare  étant  pris 

pour  unité,  yK  est  la  moyenne  des  grandeurs  y0}y,,yt  y^  î 

et  t  est  la  distance  de  ya+t  à  cette  moyenne.  L'expression  précé- 
dente est  alors  symétrique  relativement  à  ces  grandeurs  ;  car 
A1  ,  par  exemple ,  est  égal  ay*+,—2y,+y,-, ,  et  A  .yM+&  .y^t 
!.  est  égal  à  y^ — yx_,.  Ainsi  les  quantités  placées  au-dessus  et  au- 
dessous  de  la  moyenne  ym ,  entrent  de  la  même  manière  dans  cette 
expression. 

Si  l'on  change  i  en  t-f-i  dans  la  dernière  expression  de  jt, 
et  si  l'on  en  retranche  cette  expression  elle-même  ;  on  aura  l'ex- 
pression de      —  p  >  ou  de  ~ .  Q  —  1)  ;  en  divisant  ensuite  cette 

valeur  par  \  —  1 ,  on  aura 

*  • 

f, + [(■+.' )--i3.t,(._,y  ^ 
?-;.(.-H).j  +C!^.a^n,,G_j)Vetc.| 

+(,+;).B.,(F_1).j  +R^n--arc.t;)-^e_,y+ctc, 

En  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens,  on  aura 
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Cette  formule  sert  à  interpoler  entre  un  nombre  pair  2*  de  quan- 
tités équidistantes  >my*_,  et yK^  étant  les  deux  quantités  moyennes. 
Elle  est  disposée  d'une  manière  symétrique  relativement  aux 
quantités  également  distantes  du  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare 
les  quantités  extrêmes  :  ce  milieu  est  l'origine  des  valeurs  de  i  ■+-  j, 
qui  sont  positives  au-dessus ,  et  négatives  au-dessous. 

Toutes  ces  expressions  de^  +  i  sont  identiques,  et  telles  que  si 
Ton  conçoit  une  courbe  parabolique  dont  i  soit  l'abscisse ,  ctyr+t 
l'ordonnée,  et  dont  l'équation  soit  celle  qui  donne  l'expression 
dcj^+i;  cette  courbe  passera  par  les  extrémités  des  ordonnées 
y*->y*+.\ ,  y.+„  etc.;  ,  yt_„  etc.  On  peut  ainsi,  en  prenant 
les  différences  finies  successives  d'un  nombre  quelconque  de 
coordonnées ,  foire  passer  une  courbe  parabolique  par  les  extré- 
mités de  ces  coordonnées. 

5.  Supposons  généralement 
on  aura 

1       z  —  a       b  c  p 

—  — «—  - — ™-  *~*  ~r  -  — -  «•••♦•      —.tir;  • 

t*          q          qt  çt*  qt*^  1 

ce  qui  donne 

1        z—a       b  c  p 
f*'  —  ~ql         q~r  —  q7>"~"~~qP  ' 

éliminant^  du  second  membre  de  cette  équation,  au  moyen  de  la 
proposée  (a),  on  aura 
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Cette  expression  de  —  ne  renferme  que  des  puissances  de  j  d'un 
ordre  inférieur  à  n.  En  la  multipliant  par  -  ,  on  aura  une  expres- 
sion de  ^  ,  qui  renfermera  la  puissance  jn  ;  mais  en  éliminant 
encore  cette  puissance,  au  moyen  de  la  proposée  (a) ,  on  réduira 
l'expression  de  ^  à  ne  contenir  que  des  puissances  de  j  infé- 
rieures à  n.  Eh  continuant  ainsi ,  on  parviendra  à  une  expression 
de  p ,  qui  ne  renfermera  que  des  puissances  de  t-  moindres  que  n , 
et  qui  sera  par  conséquent  de  cette  forme 

Z  ,  Zil\  Z(0,  etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  z  y 
dans  lesquelles  la  plus  haute  puissance  de  z  ne  surpasse  pas 

Cette  manière  de  déterminer  l-t  serait  très -pénible,  si  i  était  un 

grand  nombre  ;  elle  conduirait  d'ailleurs  difficilement  à  l'expression 
générale  de  cette  quantité.  On  y  parviendra  directement  de  la  ma-, 
mère  suivante. 

^  -t  égal  au  coefficient  de  6'  dans  le  développement  de  la  frac- 
tion — î-j.  Si  l'on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 

cette  fraction  par 

et  si  dans  le  numérateur  on  substitue  au  beu  de  z,  sa  valeur 
a  4-  *  -+-  jt  -h  etc. ,  on  aura 

en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  fraction 
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par  1  —  - ,  elle  devient 

*  • 

4-J  .(c.ô— »-+-«?>->  -f-y) 

+  F-(^^  +  f) 

-  etc. 

^76-"+  iJ«-+  c.fl—  + <j  —  «>' 

La  recherche  du  coefficient  de  dans  le  développement  de  cette 
fraction,  se  réduit  à  déterminer,  quel  que  soit  r,  le  coefficient 
de  6'  dans  le  développement  de  la  fraction 

Pour  cela,  considérons  généralement  la  fraction  ^  ,  P  et  Q  étant 

des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  fl,  la  première  étant  d'un 
ordre  inférieur  à  la  seconde.  Supposons  que  Q  ail  un  facteur 
8  —  *  élevé  à  la  puissance  s,  ensorle  que  l'on  ait 

Q  =  (fl-«)'.JR, 

A  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  fl.  On  pourra  décom- 
poser la  fraction  £  en  deux  autres  (T^_  +  1 ,  a  et  B  étant  des 

fonctions  rationnelles  et  entières  de  fl;  la  première,  de  Tordre  «  i 

et  la  seconde,  d'un  ordre  inférieur  à  car  il  est  visible  qu'en 
substituant  pour  A  et  B ,  des  fonctions  de  cette  nature ,  avec 
des  cocfficieiis  indéterminés  ;  en  réduisant  ensuite  les  deux  fractions 
au  même  dénominateur ,  qui  devient  alors  égal  à  Q  ;  en  égalant 
enfin  la  somme  de  leurs  numérateurs  à  P-  la  comparaison  des  puis- 
sances semblables  de  fl,  donnera  autant  d'équations  qu'il  y  a  de 
cocJIiciens  indéterminés.  Cela  posé,  l'équation 

A        B  _  p 
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'loi  »!*• 

Si  l'on  considéro  A ,  B,  P  et  il  comme  des  fonctions  rationnelles 
et  entières  de  0  —  * ,  A  sera  une  fonction  de  l'ordre  *  —  1 , 

et  par  conséquent  il  sera  égal  au  développement  de  ^,  dans  une 

suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  fl  —  a ,  pourvu  que 
l'on  s'arrête  à  la  puissance  s  —  i  inclusivement.  Soit  donc 

£=i/.-f  "..(A  —  a)+tt,.(9— «)»-fetc.j 

on  aura 

en  rejetant  les  puissances  négatives  de  9  —  et  j  ff^^y  est,  par  con- 
séquent, égal  au  coefficient  de  t—x  dans  le  développement  de  la 
fonction 

 . 

Si  l'on  nomme  P'  et  R'  ce  que  deviennent  P  et  R  lorsqu'on  y 
change  8  —  a  en  t ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,6  en  t  -f-  et  ; 
on  aura 

Ç  s=  ué  +     t+  etc.  ; 

partant  ^y^p  est  égal  au  coefficient  de  #***«  dans  le  développe- 
ment de 



il  est  donc  égal  à 

■  .«.S  ('-»j^-^'rt'(l-«-f)> 

pourvu  que  l'on  suppose  t  nul  après  les  diffërentiations.  Mainte- 
nant, le  coefficient  do  0*  dans 
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«tant  égal  à 

p- 

c«  même  coefficient  dans 

«.2.3  {s—i).di—       '/l'.(fl  —  «  — o 

sera 

 L  *» 

i.u.3  (s-i).di—       */r\(*  +  r)"-" 

£  étant  supposé  nul  après  les  diffcrentiations  ;  cette  dernière  quan- 
tité est  donc  le  coefficient  de  9'  dans  le  développement  de 

Si  l'on  restitue  dans  P1  et  — et  au  lieu  de  f,  ce  qui  les  change 
en  P  et  iî,  on  aura 


pourvu  que  Ton  suppose  0=  ce ,  après  les  diôerentiations  dans  le 
second  membre  de  cette  équation  j  la  fonction 


i.a. 3....  (*  —  i)  '  **"' 
est  donc,  avec  cette  condition,  le  coefficient  de  fl'dans  le  dévelop- 
pement de  la  fraction  jjzr^f 
Il  suit  de  là  que  si  l'on  suppose 

Q  =  a.(fl— *)'.  (fl  —  a! Y.  (ô  —  «")'*•  etc., 
le  coefficient  de    dans  le  développement  de  la  fraction  £ ,  sera 

i.a.3  {s—  '        ,(o6^-' . (6— «y  •  (4— «*)"  «»c  ) 

"~  i.a.3....(i'—  !).<#''- * <^~' ' Cî^ •  (*—*)* . . etc.) 

-  ,  .a.5. . .  V-i).*-'  y^--V  etc.) 

—  etc., 
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en  faisant  6  =  tt  dans  le  premier  terme  ;  9  =  et'  dans  le  second 
terme  ;  0  =  *"  dans  le  troisième  terme ,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  soit 

a. (9— a). (8—  *').(fl— a"). etc. 
En  développant  la  fraction 


^—  z.  *• 


dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  z ,  on  aura 
~r*  ~^T"  "1~  yt  ~r*  «  etc* 

le  coefficient  de  6'  dan»  le  développement  de  la  fraction  p  est, 
par  ce  qui  précède,  égal  à 

1 .  6*".(e— *')'.(fl— O'-etc. 

-  ,  .,.5. . .  .(A»).*  ^  C9-)'- (^)'-etcA  ;  (0) 

/*+■  6m-. .  («_«)'.  (9— «')'•  etc.] 

H-  etc. 

pourvu  qu'après  les  diûerentiations ,  on  suppose  fl=*  dans  le 
premier  terme  ;  0  =  a'  dans  le  second  terme  ;  6  =  a"  dans  le  troi- 
sième terme,  etc.  S'il  n'y  a  qu'un  seul  facteur  6  —  a,  la  fonction 

renfermée  entre  les  deux  parenthèses ,  se  réduit  à     ,  6  devant 

être  changé  en  a  après  les  différentiations ,  ce  qui  réduit  la  quan- 
tité (o)  à 

/     lV  (r+0  (H-a).(r+5).. .  •  (r-fj^i)  i 

Si  dans  l'expression  de  A",  quelques  -  uns  des  facteurs  6  * , 

fl  —  etc. ,  sont  élevés  à  des  puissances  plus  hautes  que  l'unité  ; 
par  exemple ,  si  8  —  a  est  élevé  à  la  puissance  m  ;  il  sera  élevé  à  la 

puissance  —  ms  dans  yt-t  et  alors  il  faut  changer  le  premier  terme 

de 
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de  la  quantité  (o)  dans  le  suivant , 

 I  d""—   1 

•     i.a.3.  ...(mj-i)^  '  rfl— •  "  r+>. (»_„')•.((_«')'. etc.  » 

et  dans  les  autres  termes,  il  faut  changer(fl —  *)',  dans  (9  —  et)*". 

Représentons  généralement  par  Zlr'~'^,  la  quantité  (o)  ;  le  coeffi- 
cient de  B',  dans  le  développement  de  la  fraction  v^  r ,  sera 

^"+^.2  +  2£..2*+  Z^.^-f-  etc.  ; 
on  aura  donc  pour  le  coefficient  de  0',  dans  le  développement  de 
la  première  fraction  de  la  page  ai  ,  ou  pour  la  valeur  de  ^ , 

\  ^b.iZ^-H .^:Ul-f-z*.^:U,H-^.^>,+etc] 
4-  c .  lZ^„-¥z.Z^+z>.Z^+z\  etc.] 

-f-etc. 

(    c.[^lU,+2.ZÎlU,4-z'.^te+.+etc.])  " 

(+etc.  J  (^ 

+  L  f  ^•[^.+2.^.+.+2,.^+1H-etc.]) 
*"  l-r-etc.  J 
-H  etc. 

+  T^.-?  •  [#1h4*.Z2^,  +**■         + etc.] 

Présentement ,  si  Von  désigne  par  y  .jv,  la  quantité 

a.yx  +  b.yx„  +  c 

par  v\y,,ce  que  devient  v -V»  lorsqu'on  y  change yx  dans  7 ; 
parv3^*»  ce  que  devieut  y\y,  lorsqu'on  y  change  v  j*  dans 

4* 
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V*  .y s ,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  visible  par  le  n*  a ,  que  le  coefficient 

de  t*  dans  le  développement  de      ,  sera  v' en  multipliant 

donc  l'équation  précédente  par  a,  et  en  ne  considérant  dans  chaque 
terme  que  le  coefficient  de  *x,  c'est-à-dire,  eu  repassant  des  fonctions 
génératrices  aux  coefficknsj  on  aura 

7^=  Jr  .  [b.Z^  +c.Z^  +e.Zt>^  ...+q.Z\*] 
+  V.y..[b.Z^,n^c.Z\2in+%+e.Z^ . .  .+q.Zl\] 

-f-etc. 

•-f^etc.  • 
-f-etc. 

Cette  formule  servira  à  interpoler  les  suites  dont  la  dernière  raison 
des  termes  est  celle  d'une  suite  récurrente;  car  il  est  clair  que  dans  ! 
ce  cas,  v-JKx,  V'-jr.,  etc.  vont  toujours  en  diminuant,  et  finissent 
par  être  nuls  dans  l'infini. 

6.  La  formule  {B)  s'arrête  lorsque  l'on  a  v'-y,  =  o,  r  étant  un 
nombre  entier  positif  quelconque  ;  et  alors  l'expression  précédente 
de  yx  +  ,  devient  l'intégrale  de  l'équation  aux  différences  finies 
yj''.yk  =  o  ;  ce  qui  est  analogue  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  3. 
relativement  à  l'équation  Ar.jft  =  o.  Supposous  v,j(=o,ou,  ce 
qui  revient  au  même , 

°  =  a  .y,  +  b  ,yi+%     c.  yt+% ....+  ?  • yt+,  ; 

si  l'on  fait  x  nul  dans  la  formule  (B)  du  numéro  précédent,  elle 
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devient 

yt  =  y..[b.Z^+c.Z^^-e.Z^. .  ..+q.Z)°>] 
+  J.  •  [c^lU.H-e.^  +g .  2fc'J 

■ 

JK.j^i   -J.-.  sont  les  «  premières  valeurs  de    j  ce  sont  les 

constantes  arbitraires  que  l'intégrale  de  l'équation  v  =  o 
introduit. 

La  valeur  de  Z\*n+t  est  égale  à 

 !  _  ]  ptr 

a .  .  (-—-') .  (-—-") .  etc.       a .  m  '— " .  («  — «) .  (-'—•') .  etc.  C 

Ainsi  ^  étant  égal  à  a. (6— «).(6 — a'). (0— a"). etc.  ;  le  premier  de 
ces  termes  devient 


HT 

pourvu  que  l'on  change  S  en  et  dans      ;  en  n'ayant  donc  égard 

qu'au  terme  multiplié  par  y,  l'expression  précédente  de  y,  de- 
viendra 

y..(b.  a"-'-|-c .  a'-'-j-e .  **~s  -±q) 

■•) 

y* 


H-^,.(c.a— 'H-e.a—»  +9. 

—s-  /  


En  changeant  successivement  dans  le  second  membre  de  celte 
équation ,  a  en  a',  a",  etc. ,  et  réciproquement  ;  on  aura  autant  de 
termes  qui ,  ajoutés  au  précédent ,  formeront  l'expression  com- 
plète dc> 

Nommons  k  la  fonction  comprise  entre  les  deux  parenthèses, 
ensorte  que  ce  second  membre  soit  ^p.  Si  les  deux  racines 
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a  et  *'  sont  égales,  fsera  de  cette  forme  (0 — <*)*.£,.  On  supposera 
que  *  et  au  lieu  d'être  rigoureusement  égaux,  différent  infiniment 
peu,  et  que  l'on  a  *'=  dm.  Alors  la  somme  des  deux  termes 
de  ji  relatifs  aux  racines  et  et  *'  sera 


A'  étant  ce  que  devient  k  lorsqu'on  y  change  et  en  *'  ;  L  et  L' 
étant  ici,  ce  que  devient  L  lorsqu'on  y  change  0  en  a  et  Cetto 
quantité  est  donc  égale  à 

dT~  '■> 

mais  on  a 

8  devant  être  change  en  et  après  les  différentiations.  La  somme 
des  termes  de  l'expression  de  yl}  relatifs  aux  deux  racines  égales 
est  donc 

d   h 

l.a.dm  '    . . ,  ddV 

On  trouvera  de  la  même  manière ,  que  si  V  contient  trois  facteurs 
égaux ,  la  somme  des  termes  de  l'expression  de  y,  relatifs  à  ces 
trois  lactcors  est 

r/'  h  

*  'dë 

et  ainsi  de  suite.  étant ,  par  ce  qui  précède ,  le  coefficient 
de  fl'  dans  le  développement  de  jr  \  il  en  résulte  que  yt  est  le  coeffi- 
cient de  0'  dans  le  développement  de  la  fonction 

.*.(*.«"-  +  r.»—  ■+•  g) 

+  >y|.(c.r— +   +  q) 

+  «  -f  <j) 


*»-> 


c.r  +  6<»-'-t-  c.«»-*.  -f  p*+q 
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Cette  fonction  est  donc  la  fonction  génératrice  de  yt  on  de  la 
variable  principale  de  l'équation  oux  diiïcrences  y.v>=:o.  La 
formule  (B)  du  n'  précédent,  donnera  pareillement  la  valeur  de 
yif  ou  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences  jj%.yt  =o  : 
V'ydyi,  V>y,'t  •  •  •  *y—i>  V-y—i  seront  les  an  arbitraires  de 
cette  intégrale;  Le  cas  des  racines  égales  se  résoudra  de  la  même 
manière  que  ci-dessus.  On  aura  par  la  même  formule ,  l'intégrale 
des  équations  aux  différences  v'.y,=  o,  v*.y,=:o,  etc.,  ce  qui 
montre  l'analogie  qui  existe  entre  l'interpolation  des  suites  et  l'in- 
tégration des  équations  aux  différences. 

Soit y,z=y't-\-y-ti  et  supposons  que  u!  soit  la  fonction  généra- 
trice de  y'(,  et  »"  celle  de  y'(>  u  étant  celle  de  y,  j  on  aura 
K  =  i*'-f-«".  Soit  encore 

u"=  - , 

z' 

s  ayant  la  signification  que  nous  lui  avons  donnée  dans  le  n*  5  ; 
et  nommons  Xt  le  coefficient  de  «'  dans  le  développement  de  A  ; 
on  aura  par  le  n°  2 , 

Maintenant  on  a,  par  le  n'  5, 

ï_   f  

*•      (a.r+b.t—'  +  c.r—  +<7)'> 

or  le  coefficient  de  dans  le  développement  du  second  membre 
de  cette  équation,  est  égala  celui  de  (M"  dans  le  développement  de 

 1  " 

(a.6»  +  6.8— '  +  c  .8M. . .  .  +  9)'  » 

et  par  le  n'  précédent,  ce  coefficient  est  égal  à  z£?;  donc  le  coeffi- 
cient  de  t' dans  le  développement  de  £ ,  sera 

on  2 .  Xr.tf'Sùl, ,  l'intégrale  étant  prise  relativement  à  r ,  depuis  r=  o 
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jusqu'à  r=  i  — ns+ 1  ;  ce  sera  la  valeur  de  j-f .  Cela  posé ,  si  dans  la 
formule  (B)  du  n'  précédent,  on  suppose  y*.^,=o;  elle  donnera, 
en  observant  que  .y. 


y„  V^o-'-V'-j'.;  r.»  V-^.,  etc.  étant  les  /w  arbitraires  de 
l'intégrale  de  l'équation  v'-j'i=<>)  ou 

or  v'-X  étant  égale  h  X,>  cette  équation  devient 

on  aura  donc ,  par  la  formule  précédente ,  l'intégrale  des  équations 
linéaires  aux  différences  finies  dont  les  coefficiens  sont  constans, 
dans  le  cas  où  elles  ont  un  dernier  terme  fonction  de  i. 

i  L'intégrale  définie,  relative  à  r  ÏX-Z^l,  peut  être  facilement 
transformée  dans  une  suite  d'intégrales  indéfinies,  relatives  à  i  ;  car 
l'expression  générale  de  Z£?_,  est  formée  de  m  termes  de  la  forme 
I.r*.a>,  /  étant  une  fonction  de  i  indépendante  de  la  variable  r; 
l'intégrale  précédente  est  donc  composée  d'intégrales  de  la  forme 

7.2^.«'.X,i  cette  dernière  intégrale  devant  être  prise  depuis  r  nul 
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la  différence  àrl  étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  A,  et  en 
substituant  après  les  diiSerentiations ,  /  au  lieu  de  h  dans  le  pre- 
mier terme,  f  au  lieu  de  h  dans  le  second  terme,  et  ainsi  de 
suite.  Nommons  X^~'Kd^  la  quantité  précédente  j  on  aura ,  à  l'in- 
fixument  petit  près  >   étant  un  nombre  nui  , 


D'ailleurs  on  a  yr=p(<v);  et  la  caractéristique  A  des  différences 
finies  doit  se  changer  dans  la  caractéristique  d  des  différences 
infiniment  petites1]  ensorte  que  l'équation  ""-  v  v*<,  <■»"*  t*-~  •  <'• 


V.y,z=a.ym  +  b.y.+K  +  c.yt^  +  etc.,  -  ':] 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  celle-ci 

v  .jr.= a"+  ^ .  A  .y.  +      .  Aty.  4-  çtc. 
devient,  en  y  changeant  dxf  en  ém , 

V-/.=fl+6  •    ^    +c  •  ^  ■  +  ?  ■  j^.  » 

L'expression  de^r+4  trouvée  dans  le  n°  précédent,  deviendra  donc 

H-etc. 


h- 


.(c-.W.^....^-,».^) 


4- etc. 


■ 
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Cette  formule  servira  à  interpoler  les  suites  dont  la  dernière  raison 
des  termes  est  celle  d'une  équation  linéaire  aux  différences  infini- 
ment petites  à  coefficiens  constans. 
Si  Ton  a 

V'.?»(«r-f-x')  =  o, 
la  formule  se  termine  et  donne  la  valeur  de  ?        x'  ) ,  ou  l'inté- 
grale de  l'équation  différentielle  précédente  ;  p  («■),         ,  etc.  j 

v.<p(<jr),^l(î),etc.}  V'.'P(^),rf  vt^W>etc.  étant  les  ™ar-. 
bitraires  de  Kntcgrale. 
Supposons  que  Ton  ait  l'équation  différentielle 

o=v'.<P(«r-f-*')— r«> 

Vxi  étant  une  fonction  donnée  de  ar'j  il  faut,  par  le  n*  6,  ajouter  à 
l'expression  précédente  de  ?(<w-f-*'),  le  terme  fK-X^Jz^.dr, 

X$r°  étant  la  même  fonction  de  *  que  X('_,).  L'intégrale  rela- 
tive à  r,  doit  être  prise  depuis  r=o  jusqu'à  r  =  x'.  Cette  intégrale 
définie  peut,  parle  numéro  cité, être  transformée  en  intégrales  in- 
définies relatives  à 

De  la  transformation  des  suites. 

9.  La  théorie  des  fonctions  génératrices  peut  servir  encore  à 
transformer  les  suites  en  d'autres  qui  suivent  une  loi  donnée. 
Considérons  la  suite  infinie 

•  ► 

y.+ y>  •  *  -hr.  •  **  •  **+  etc-  J  (^) 

et  nommons,  comme  ci-dessus,  u  la  somme  de  la  série  infime 
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le  coefficient  de  f  dans  le  développement  de  la  fraction  — —x  , 


i 
t 


sera  égal  à  la  somme  de  la  suite  proposée  (/^),  prise  depuis  le 
terme  yx.9f  inclusivement ,  jusqu'à  l'infini.  Soit  généralement  z  une 

fonction  quelconque  de  j ,  et  nommons  W.yI.a.*  le  coefficient  de  V 

dans  uz.  Les  coefficiens  de  t*  dans  u.  z1,  u.z3,  etc.  seront  Tit.yI.<t'y 
TV  .ji .  a.1,  etc.  Cela  posé ,  on  multipliera  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  la  fraction         par  A;  —  z ,  et  l'on  prendra  pour  k 


1  T 


ce  que  devient  z  lorsqu'on  y  fait  /  égal  à  l'unité  ;  k  —  z  sera  divi- 
sible alors  par  1  —  Soit 

«  H-  —  -r  ^  4-  -pr  4-  etc. 
lo  quotient  de  cette  division  ;  on  aura 

1  —  t 

+  ^-(1  +  ï  +  ë  +  ctc-) 
-f-  etc.  ; 

ce  qui  donne,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aus  coefficiens, 

s.y..a-  =  i^f£.  +  iJL^û  +  »"-^">  +  ctc. 

+  MQ.y,         +  M".n.(y„,.,^)  +  etc_ 

K  K 

-f-  etc. 

Le  signe  «?  désigne  la  somme  des  termes  depuis  x  inclusivement, 
jusqu'à  l'infini.  Supposons  maintenant 

ssfl  +  i  +  ^  +  ^  +  ete.j 
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on  aura 

II. (  y x. **)=:*'. (a. y  r+  b.yt+,  +  c.yx+t  +  e.yx+s-j-etc.). 
En  désignant  par  v  -y,  la  quantité  ays+  ty        etc.  ;  on  aura 

et  généralement  on  aura 

n'.(yx.<t')  = 

r  ■ 


On  a  ensuite 
ce  qui  donne 


h   =  -  ■+■  ~  -f-  —,  -h  etc. , 

.  1-f-  J-f-etc.  • 

*<•>  =  J  -h  etc. 
etc.j 

on  aura  donc 

+  G^.^.^  +  Z^  +  ï^  4-  etc.) 
4- etc. 

En  faisant  jc=  o,  on  aura  une  transformée  de  la  suite  proposée, 
dont  les  termes  suivront  une  autre  loi;  et  si  les  quantités  v-.r*, 
V'.J*,  etc.  vont  en  décroissant,  cette  suite  sera  convergente.  Elle 
se  terminera,  toutes  les  fois  que  l'on  aura  v.yx=so-t  ce  qui  aura 
lieu  lorsque  la  proposée  sera  une  suite  récurrente.  On  aura  donc 
ainsi  la  somme  des  suites  récurrentes,  à  compter  d'un  terme  quel- 
conque y,.**,  et  par  conséquent  on  aura  aussi  la  somme  de  leurs 
termes,  comprise  entre  deux  termes  quelconques^,.**  et  y„.a". 
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^théorèmes  eur  le  développement  des  fonctions  et  de  leurs  différences  t 

en  séries. 

10.  En  Appliquant  à  des  fonctions  particulières,  les  principes 
généraux  exposés  dons  le  n"  1 ,  on  aura  une  infinité  de  théorèmes 
sur  le  développement  des  fonctions,  en  séries.  Nous  allons  pré- 
senter ici  les  plus  remarquables. 

On  a  généralement 

Or  il  est  clair  que  le  coefficient  de  f  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation,  est  la  différence        4©^..  x  variant  de  i  ;  car 

ce  coefficient  dans  u.Q,  —  1)  esty*+i — yx  ou  'A  .y„ ,  eu  désignant 

par  la  caractéristique  'A ,  les  différences  finies ,  lorsque  *  varie  de 
la  quantité  /'  ;  d'où  il  est  làcile  de  conclure  que  ce  même  coeffi- 
cient, dans  le  développement  de  u.Qt  —  i)  est  'A-.y,.  D'ailleurs 

si  l'on  développe  u  .£(1  j  —  j  ) —  1  ^"suivant  les  puissances  de 
i—  1,  les  coefficiens  de  f  dans  les  développemcns  de  u.Q  —  1), 
u.Q  —  i)*,  etc.  sont,  par  le  n°  a,  b.yx,  A*. y»,  etc.;  ensorte  que 

ce  coefficient,  dans  -4-  j-  —  *) —  ^  >  est  [(i+A.j',)' — 1]», 

pourvu  que  dans  le  développement  de  cette  quantité ,  on  applique 
à  la  caractéristique  A,  les  exposans  de  puissances  de  A .yx ,  et 
qu'ainsi  au  lieu  d'une  puissance  quelconque  (A  .ys)\  on  écrive  A'.ya  j 
on  aura  donc  avec  cette  condition, 

'AV,=  [(1+  A. y.  )'-!]•;  (1) 

Si  l'on  désigne  par  la  caractéristique  '2 ,  l'intégrale  finie ,  lorsque 
x  varie  de  i  ;  'Z".yx  sera,  par  le  n'a,  le  coefficient  de  f  dans  le 

développement  de  la  fonction  u.Ç-—  1)"",  en  faisant  abstraction 
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des  constantes  arbitraires  que  l'intégration  introduit;  or  on  a 

de  plus,  le  coefficient  de  f  dans  u.Q  —  est  T.  y,,  en  Éli- 
sant abstraction  des  constantes  arbitraires  ;  ce  coefficient  dans 
u.Q  —  1 J  est  à'. y,;  on  aura  donc 

4-  '2-,K,  =  f(i-f-A.yxy-i]-;  (a) 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  de  cette 
équation,  on  applique  à  la  caractéristique  A,  les  exposans  des 
puissances  de  A. y,-,  que  l'on  change  les  différences  négatives  en 
intégrales ,  et  que  l'on  substitue  y.  au  lieu  de  A*  .yx  ;  et  comme  ce 
développement  renferme  l'intégrale  2*  .yMy  qui  peut  être  censée 
renfermer  n  constantes  arbitraires  ;  l'équation  (a)  est  encore  vraie, 
en  ayant  égard  aux  constantes  arbitraires. 

On  peut  observer  que  cette  équation  se  déduit  de  l'équation  (î), 
en  faisant  dans  celle-ci ,  n  négatif,  et  en  y  changeant  les  différences 
négatives  en  intégrales;  c'est-à-dire,  en  écrivant  'Z".yt  au  lieu  de 
'A". y ,  dans  le  premier  membre;  et  généralement  dans  le  déve- 
loppement du  second  membre,  2'.y,  au  lieu  de  A- '  .yx- 

Les  équations  (î)  et  (a)  auraient  également  lieu,  si  x,  au  lieu  de 
varier  de  l'unité  dans  A  .y,,  variait  d'une  quantité  quelconque  <w , 
pourvu  que  la  variation  de  x  dans  'A. y,  soit  égale  à  i<&.  En  cflèt , 

il  est  clair  que  si  dans  y,  on  Eut  x  =  -  ,  x'  variera  de  <sr,  lorsque  * 

variera  de  l'unité;  L.y,  se  changera  dans  A. y*/,  la  variation  de  x' 
étant  «•;  et  'A.^x  se  changera  dans  'A.^„,  la  variation  de  x'  étant 
îts-.  Maintenant  si  après  avoir  substitué  ces  quantités  dans  les  équa- 
tions (i)  et  (a), on  suppose  <ar  infiniment  petit  et  égal  à  dx';  A.jv 
ae  changera  dans  la  diflérence  infiniment  petite  dy,t.  Si  de  plus  on 
fait  *  infini ,  et  idx'=  * ,  a  étant  une  quantité  finie  ;  la  variation 
de  x'  dans  'A.j>,,sera  a;  on  aura  donc 

'A-.^v=[Ci4-^)'-i]"i  (?) 
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orona 

Iog  (i-Hfrv)'  =  i.Iog  (i+dy„)  =  i.dy„  = 
ce  qui  donne 

c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité  ; 
on  a  donc 

/    *r,[  \" 

•  • 

en  ayant  soin  d'appliquer  à  la  caractéristique  d,  les  exposans  des 
puissances  de  ây#  ;  de  changer  les  différences  négatives  en  inté- 
grales, et  la  quantité  cf.y,,  en  y*. 

On  peut  donner  à  l'équation  (3)  cette  forme  singulière  qui  noua 
sera  utile  dans  la  suite. 

En  effet)  elle  donne 

/as   „  a  '  </x'  f  «  '  "2?"      „    a  '  <lx'  ) 

Considérons  un  terme  quelconque  du  développement  de 

c7"2*7— c  1  tel  que  *  (^) •  En- le  multipliant  par 

c a      ,  et  développant  cette  dernière  quantité ,  on  aura 

> 

cette  quantité  est  égale  à  *.  — ^  —  ;  d'où  il  est  facile  de  conclure 

c»  "37- c-  â  ^  j  •  -  ï  •  ='A" .  y.,. 

6 
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*  Si  dans  les  équations  (1)  et  (a) ,  on  suppose  encore  »  infittimetit 
petit  et  égal  à  dx  ;  on  aura 

on  a  d'ailleurs  * 

(i+A.^)i  =  ^to8("f"Ar')=14-*f-lo«(l+A^); 

les  équations  (1)  et  (a)  deviendront  ainsi 

On  peut  observer  ici  une  analogie  singulière  entre  les  puissances 
positives  et  les  différence»,  «t  entre  les  puissances  négatives  et  les 
intégrales.  L'équation 

'L.yx  =  c"T'—l  (o) 

c*st  la  traduction  du  théorème  connu  de  Taylor  ,  lorsque,  dans 
le  développement  de  son  second  membre ,  suivant  les  puissances 

de  ^ ,  on  applique  à  la  caractéristique  dy  les  exposans  de  ces 

puissances.  En  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à  la 
puissance  n ,  et  appliquant  aux  caractéristiques  'A  et  rf,  les  ex- 
-  posans  des  puissances  de  'A.ya  et  de  dysy  on  aura  Féquation  (3) , 
d'où  résulte  l'équation  (4) ,  en  changeant  les  différences  négatives 
en  intégrales. 

L'équation  précédente  donne 

c'd*=i+'A.yx. 
En  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre ,  on  aura 

«.%  =  log(i-f-'A.^)j  (r). 

Supposant  ensuite  a  =  i ,  ce  qui  change  'ù>.y,  dans  A.j',,  et  éle- 
vant les  deux  membres  de  cette  équation ,  à  la  puissance  n ,  on 
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aura  l'équation  (5) ,  pourvu  que  l'on  applique  les  exposans  des 
puissances,  aux  caractéristiques.  On  aura  l'équation  (6),  eu  faisant 
n  négatif,  et  changeant  les  puissances  négatives  en  intégrales. 

Si  dans  l'équation  précédente  (r) ,  on  change  «  dans  i ,  on 
aura 

^«log^+'oW; 
et  si  Ton  y  suppose  «  =  i ,  on  aura 

%  =  log(1  +  A.^)- 
La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  donne 

Iog  (i  +A.jx)  =  log  (  i  +'*.y.fi 

d'où  l'on  tire 

'A.r.  =  (i-f»  A.y.y->1. 

En  élevant  chaque  membre  à  la  puissance  n ,  et  appliquant  les 
exposons  des  puissances ,  aux  caractéristiques  ;  on  aura  l'équa- 
tion (i),  d'où  résulte  l'équation  (a),  en  changeant  les  différences 
négatives  en  intégrales.  Les  équations  (i),  (a), (3),  (5)  et  (6) 
résultent  donc  du  théorème  de  Taylor,  mis  sous  la  forme  de  l'équa- 
tion (o) ,  en  transformant  cette  équation  suivant  les  règles  de  l'ana- 
Jyse,  pourvu  que  dans  les  résultats  on  applique  aux  caractéristiques, 
les  exposans  des  puissances,  que  l'on  change  les  différences  né- 
gatives en  intégrales ,  et  que  l'on  substitue  la  variable  elle-même  yay 
au  lieu  de  ses  différences  zéro. 

Cetteanalogie  des  puissances  positives  avec  les  différences ,  et 
des  puissances  négatives  avec  lés  intégrales,  devient  évidente  par 
la  théorie  des  fonctions  génératrices.  Elle  tient,  comme  on  l'a  vu, 
à  ce  que  les  produits  de  la  fonction  u ,  génératrice  de  yay  par  les 

puissances  de  J  —  i  sont  les  fonctions  géueratrices  des  différences 

finies  successives  de  y,y  x  variant  d'une  quantité  quelconque  t; 
tandis  que  les  quotiens  de  uy  divisés  par  ces  mêmes  puissances, 
sont  les  fonctions  génératrices  des  intégrales  de  ya. 

En  considérant,  au  lieu  du  facteur  £  —  i  et  de  ses  puissances. 
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les  puissances  d'une  fonction  quelconque  rationnelle  et  entière  de 

y,  on  peut  en  conclure  des  théorèmes  analogues  aux  précédens, 

sur  les  dérivées  successives  des  fonctions.  Je  nomme  dérivée  d'une 
fonction  j",,  toute  quantité  qui  en  dérive,  telle  que  a.ya-\-b,ya+t 
-+-  e  .  ya+%  -f-  etc.  En  regardant  ensuite  cette  fonction  dérivée 
comme  une  nouvelle  fonction  que  je  désigne  par    j  la  quantité 

a.y'x-\-  b.y'^-^-e.y'^  +  Gùc.  sera  une  seconde  dérivée  de  la  fono 

tion^;  et  ainsi  de  suite.  Lorsque  la  fonction  a.yx-\-  b.ya+t+  etc. 
devient  — ?ya  ^  ym^.t ,  la  dérivée  devient  une  différence  finie. 

Maintenant  on  a 

('         b       e        h  \» 
a-f-j +  p-f-etc.J 

s=  u .  [ji  •+-  b.(i  H-  (l  H"  ti  ~  1      •+■  etC^I  ;  (q) 


on  a  ensuite  généralement,  par  le  n°  a ,  en  désignant  par  v.yM  la 
quantité a.y,-\-b.yx  +  %-\-c .y, + , -f-etc. ,  v'-y*  pour  le  coefficient 
de  la  fonction  génératrice  du  premier  membre  de  cette  équation  ; 
de  plus  on  a 


u  .(i+ti-  0  '=«.[1  +£•  nrb-  -O'+etc.]. 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  la  fonction  généra- 
trice de 

ou  de  c        en  appliquant  à  la  caractéristique  rfles  exposans  des 

puissances  de       et  écrivant  jx  au  lieu  de  (-j-)*-  De  là  on  conclut 

que  sous  les  mêmes  conditions ,  le  second  membre  de  l'équation  (q) 
est  la  fonction  génératrice  de 

c c         A. crf*  +  etc.  Jj 
et  qu'ainsi  cette  équation  donne,  en  repassant  des  fonctions  géné- 
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ratriccs  aux  coefficiens , 

a+l.c^+e.c**  +/t.c  *  -f  ctcj  .  (7) 

On  peut  ainsi  obtenir  une  infinité  de  résultats  semblables.  Nous 
nous  bornerons  au  suivant ,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

u.Ç—z—  y/*)  est  la  fonction  génératrice  de 

.   n.(n—  0 

y   *—n-y   n    -f-  \a   -y    »  —etc., 

a  a  ■ 

ou  de  ùk'.y    „.  De  plus  on  a 


X  — - 
9 


d'où  l'on  tire,  en  repassant  par  l'analyse  précédente,  des  fonctions 
génératrices  aux  coefficiens, 


a 


11.  Je  n'ai  considéré  jusqu'ici,  qu'une  seule  fonction  ym  de  *« 
mais  la  considération  du  produit  de  plusieurs  fonctions  de  la  même 
variable ,  conduit  à  divers  résultats  curieux  et  utiles  d'analyse.  Soit 
n  une  fonction  de  #,  ct^,  le  coefficient  de  f  dans  le  développe- 
ment de  cette  fonction;  soit  u'  une  fonction  de  f",  et  'y  le  coeffi- 
cient de  t"  dans  le  développement  de  cette  fonction  ;  soit  encore  u" 
une  fonction  de  ^etyl  le  coefficient  de  t"'  dans  son  développe- 
ment ;  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que y,.y'x.yg.cto.  sera  le  coeffi- 
cient de  f' .  etc.  dans  le  développement  du  produit  u.  u'.  u".  etc.  ; 
ce  produit  sera  donc  la  fonction  génératrice  de  y,.yr.y's.itlc.  La 
fonction  génératrice  de  ^^^^l^tetC.— y.^^.etC,  ou  d« 
A./.^.^.etc.  sera  ainsi 
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et  la  fonction  génératrice  de  br.y,.ys.y\*\£.  sera 

On  prouvera ,  comme  dans  le  n*  s ,  que  la  fonction  génératrice  de 
2"  y sera 

c'est-à-dire  que  l'on  peut  changer  n  en — n  dans  la  fonction  géné- 
ratrice de  A*,  j^.j^.etc.,  pourvu  que  Ton  change  A"--  dans  2*. 

Appliquons  ces  résultats  à  deux  fonctions  yM         La  fonction 

génératrice  de  A"  .y,  .y'm  sera  ««'(77 — i)"-  On  peut  la  mettre  sous 
cette  forme 

U.U'[± -1  +  1.(1 

en  la  développant ,  elle  devient 
les  fonctions 

sont  respectivement  génératrices  des  produits^A'^j  A.^.A-'^,; 
A*  .y'x .  A—*  .j^.  ;  etc.  L'équation 

-'•(r7-0=-'[C1-0+r-Ci-'r-G-0+clc-] 

donnera  donc  ,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux 
.ooefficiens , 

A"  .y,  ,yM  =y'M.à'.yx+n.A  .y'x .  à.a~l.y„+, 

H-i^=!).A..^.A-..ir^.+  ctc.  (8) 
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En  changeant  n  dans  —  n ,  on  aura 

4-:L^).AV;.Z^.^--ctc.      (9)  . 

En  général,  on  a 

W.K".etc.(,  ^j,  etc  -  i)' 
=  a.u'.iAetc.[(i  4-      i) .  (i-fi  —  i) .  (x4-^  —^.etc— 

ce  qui  donne  ,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coef- 
fîciens,  * 

+•  A-.^.^.^.ctc^  [(a+A).(i4-A0.(i-f  A").elc—  i]-  ;  (io) 

pourvu  que  dans  chaque  ternie  du  développement  du  second 
membre  de  cotte  équation ,  on  place  immédiatement  après  chaque 
caractéristique  A,  A,  A",  etc., respectivement^,, y'^y\,  etc.,  et 

qu'on  multiplie  ce  terme  par  le  produit  des  fonctions  dont  il  ne 
contient  point  la  caractéristique.  Ainsi  dans  le  cas  de  trois  variables, 
on  écrira ,  au  lieu  de  Ar,  la  quantité y'm-yx*  A'.^y,  ;  au  lieu  de  A'.  A''', 

on  écrira  y\.  K.y,  .  A''. ys  ;  au  lieu  de  A".  A'M ,  on  écrira 

yM.  A*,  yl .  àf.yl  ;  et  ainsi  du  reste. 

En  faisant  n  négatif,  l'équation  (10)  subsiste  encore ,  pourvu  que 
Ton  change  les  différences  négatives  en  intégrales. 

Dans  le  cas  des  différences  infiniment  petites ,  les  caractéristiques 
A ,  A',  A",  etc.  se  changent  en  rf,  r/,  d",  etc.  L'équation  (10)  devient 
ainsi ,  en  négligeant  les  différentielles  d'un  ordre  supérieur,  relati- 
vement à  celles  d'un  ordre  inférieur , 

<r.y,.y'x.y\etc.=:  (d  -f-  etc.)'. 

Cette  équation  développée  donne ,  relativement  à  deux  fonctions 

y* 

-y*  -y'm  =y'm  •       »  -  dy\ •  *~y> + "'^.T'*  •  •«'"IM-etc. 

En  faisant  n  négatif,  les  différences  négatives  se  changeant  en  in  • 
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tégralcs,  on  aura 

On  a 

».u'.tt".etc.(Vf„  fi  etc  -l)"'  ^ 

=r«.«\i/'.etc.[£i  -f-  i  —  i)' .  (i + p  —  ))'•  (i  4-  7  —  i)'  •  etc.— i  J; 

en  désignant  donc  par  'av^  y.  y .  *te. ,  la  différence  finie  du  pro- 
duit fm.ya.yM*tte-t  lorsque  *  varie  de  inéquation  précédente  don-, 
nera,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens, 
'A'.^.^.^.etc^Ki+Ay.Ci-r-A'y.Ci-f-A'O'.etc.— (n) 

en  observant  las  conditions  prescrites  ci-dessus  relativement  aux 
caractéristiques  A ,  A',  A",  etc. ,  et  à  leurs  puissances.  Cette  dernière 
équation  subsiste  encore  ,  en  faisant  n  négatif ,  pourvu  que  Ton 
change  les  difierences  négatives  en  intégrales. 
Supposons 

.  y;,y„,  etc.  deviendront  des  fonctions  de  **,  que  nous  désignerons 

par  y*,  y'*,  etc.  ;  l'équation  (n)  donnera  ainsi  la  suivante,  en 

observant  que  les  caractéristiques  A,  A',  etc.  se  changent  en  dt 
d'y  etc. ,  et  que  l'on  a 

équation  qui  subsiste  encore  en  faisant  n  négatif,  et  changeant  les 
différences  négatives  en  intégrales. 
Ne  considérons  que  deux  variables  yi  et  y'B ,  et  supposons 

y'm=P'f  on  aura 

(î-f-A'yss^+i.  A.p*-f*  '^r=^- AVj^-r-etCj 

or 
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or  on  a  généralement,  x  variant  de  l'unité , 

=/>*•(/>- 0'; 

on  aura  donc 

L'équation  (11)  deviendra  ainsi 

,±'.p'.y,=p'.[pi.(i+*.ymy-i]-,  (i3)j 
en  faisant  n  négatif,  on  aura 

'^.p-.y^—-^^—  +  a.*-'-r-6.x— +ctc.j  (i4) 

n ,  * ,  etc.  étant  des  constantes  arbitraires  dues  à  l'intégration  « 
fois  répétée  de  p*  .yx.  J'ajoute  ici  ces  constantes ,  au  second  membre 
de  l'équation  précédente  ;  parce  qu'elles  ne  sont  implicitement  ren- 
fermées dans  son  premier  ternie ,  que  lorsque  p=i. 

Si  l'on  fait  dans  les  deux  équations  précédentes,  *  =  ^r; 
i=^7;p=  i-+-<£*'.log  A;  on  aura 

'l'.hï.y,,  =   =-  +a'.*"-*-\-b'  • -f  etc.  (16) 

Si  dans  les  équations  (i5)  et  (i4) ,  on  suppose  *  infiniment  petit 
et  égal  à  dx;'A\  p*.yt  se  changera  dans  (f.p'.y,,  et  T.p". y. 

se  changera  dans  ^  f.p'.ya .  dx*  ;  on  aura  ensuite 

on  aura  donc 

O' .  (i  4-  A  .^,)'—  1  ]"  =      |Iog  [> .(1  -f- A .^)]}-  ; 
et  les  équations  (i3)  et  (i4)  deviendront 

■^^^.UogO.Ci-f-A.^)]}-;  (i7) 
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CHAPITRE  II. 


Des  fondions  génératrices  à  deux  variables. 

la.  Nommons  u  une  fonction  de  t  et  tf  ;  supposons  qu'en  la 
développant  suivant  les  puissances  de  t  et  t'f  elle  donne  la  suite 
infinie 

4-ctc. 

le  coefficient  de  f*.*'*'  sera  u  sera  donc  la  fonction  géné- 
ratrice dcj',,,,. 

Si  l'on  désigne  par  lu  caractéristique  A ,  les  différences  finies  , 
lorsque  x  seul  varie  de  l'unité,  et  par  la  caractéristique  'A,  les 
différences  lorsque  *'  seul  varie  de  la  même  quantité  j  la  fonction 

génératrice  de  A  .y, , ,,  sera,  par  le  n-  i ,  u .  Q  — - 1} ,  et  celle  de 
'A,ySiZ,  sera  «•(?  —  1)  j  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  la 
fonction  génératrice  de  AVa".^,,  „  sera  c»  .Ç  —  —  i)"- 

En  général  si  Ton  désigne  par  v  -y*. «/  la  quantité 

A  -y s ,  «/  -f-  B  ,ys+t ,  „  -f-  C .  y,+> , „  +  etc. 
+  B'.y.,^,  -H  Cy.+ti„+t  etc. 

+  C- y 4- etc. 

4-  etc.  j 

Si  l'on  désigne  pareillement  par  v*y*,*  une  fonction  dans  laquelle 
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• 

V-y*,ï>  entre  delà  même  manière  que  ya<„  dans  ^  .y;  a,\%\  l'on 
désigne  encore  par  v3- y* ,  «/  une  fonction  dans  laquelle  v'-j- .  •<  entre 
de  la  même  manière  que  y^%s,  dans  v.yx,  et  ainsi  de  suite  ;  la 
fonction  génératrice  de  v\r«,*/  sera 

+  7  H-S-Mtc. 

•4-^-f-etc. 
"I-  etc. 

partant,  la  fonction  génératrice  de  A'.'A'.v".^,,  sera  la  fonction 
génératrice  précédente,  multipliée  par       -  0(?"~ l) 

s  étant  supposée  une  fonction  quelconque  de  j  et  de  p  ;  si  l'on 
développe  *'  suivant  les  puissances  de  ces  variables ,  et  que  l'on 
désigne  par  (,  *  „ ,  un  terme  quelconque  de  ce  développement  ; 

le  coefficient  de  P.  i*  dans  -^^r  étant  i.y,+m,  «m-/,  on  aura  celui 

de  t*.  t**  dans  «.*',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  aura  V-y,,*, 

i\  en  substituant  dans  *, y,  au  lieu  dcj,^  au  lieu  de  p;  a*,  en 

développant  ce  que  devient  alors  u.  a'  suivant  les  puissances  de^„ 
et  de  yxty  et  en  appliquant  respectivement  aux  indices  x  et  x'  les 
exposans  de  ces  puissances ,  c'est-à-dire  en  écrivant  au  lieu  d'un 
terme  quelconque,  tel  que  h .  {y, Y-  {y#Y>  *  -y*+m j  et  par 
conséquent  h.ya t„  au  lieu  du  terme  tout  constant  t,  ou 

Si  au  lieu  de  développer  *'  suivant  les  puissances  de  -  et  de  p, 
on  le  développe  suivant  les  puissances  de  y—  1  et  de  p  —  1 ,  et  que 
l'on  désigne  par  t .  Q  —  1)".  Q  —  îj"  un  terme  quelconque  de 
ce  développement  ;  le  coefficient  de  f.  t*1  dans  h.u.  Q — ij\  Q  — ij" 
étant  * .  A-.'A-'.  yr>  at>}  on  aura  v'.y*,*,  i\  en  substituant  dans 
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A  .y*,*,  au  lieu  de  j  —  1 ,  et  'A  ,yt>  „  au  lieu  de  p  — •  1  ;  a*,  en  dé- 
veloppant alors  s1  suivant  les  puissances  de  A.yIX,  et  'A.j',,,; 
£t  en  appliquant  aux  caractéristiques  A  et  'A ,  les  exposans  de  ces 
puissances ,  c'est-à-dire  en  écrivant ,  au  lieu  d'un  terme  quelconque, 
tel  que  *.(A,Kx>x,)-\  ('A.^xx,)"',  celui-ci  t.  A-.'A"VXiX, ;  et  par 
conséquent  k.yxxt  au  lieu  du  terme  constant  k. 

Soit  2  la  caractéristique  des  intégrales  finies  relatives  à  x ,  et 
'2  celle  des  intégrales  finies  relatives  à  x';  soit  de  plus  z  la  fonc- 
tion génératrice  de  2.':2.".yIiIt)  on  aura        — —  3)  pour 

la  fonction  génératrice  de^Xi  „.  Cette  fonction  doit,  en  n'ayant  égard 
qu'aux  puissances  positives  ou  nulles  de  t  et  de  se  réduire  à  «3  on 
aura  .ainsi ,  par  le  n*  a , 

"G-  ')'  (?- 0--  +  T  +  F  + 

a,b,c  y  étant  des  fonctions  arbitraires  de  f',  et  a',     c'  qr 

étant  des  fonctions  arbitraires  de  t  ;  partant 

 u . t' . /'"-ho . t*"' ■        . t'— . t'". . .  ..^     t-u'.r ■  ("-■+&'<'.<"'—. .  -ty.t' 

r  ( .  • 

.De  l'interpolation  des  suites  à  deux  variables,  et  de  l'intégration 
des  équations  linéaires  aux  différences  partielles. 

»3-  Jx+i,t>+i'  est  évidemment  égal  au  coefficient  de  f.f  dans 
le  développement  de       ;  or  on  a 

on  aura  donc  par  le  numéro  précédent , 

y,+i ,  X,M,  =  (  1  -f  A  .y, ,  „)'.  (1  ■+■  ' A  .y, ,  ; 
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eu  développant  le  second  membre  de  cette  équation,  on  aura 

y,+,  .tw^yx.x'  +  i  -  A  .y*,*  4-  '  (l<~')  .A*.  ySTt  4-  etc. 

4-.1VA  ..y,,,,  4-  i.i'.A  .'A  .^,,x,  4-  etc. 

4-  etc. 

Supposons  maintenant  qu'au  lieu  d'interpoler  suivant  les  diffé- 
rences de  la  fonction^,,,,  on  veuille  interpoler  suivant  d'autres 
lois.  Pour  cela ,  soit 

z  =  4  4-  —  4-  —  4-  -jr+  etc. 

+  r  +  nv-  +  ïr?+etc- 

+  7?-  4-  i^+etc. 
4- 73-  + etc. 

Si  l'on  fait  +et°' 

•*  -r  7-  4-  7;  4-  73  +  etc.  =  a } 

C4-  7-  4-  etc.  s=  c  5 
etc.  j 

on  aura  pour  z  une  expression  de  cette  forme 

Nous  supposerons  ici  que  le  coefficient  /  de  la  puissance  la  pkis- 
élevée  de  j  est  constant  ou  indépendant  de  et  que  cette  puis- 
sance est  égale  ou  plus  grande  que  la  somme  des  puissances  de 
l  et  de  ?  dans  chacun  des  autres  termes  de  z.  II  est  facile  de 
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conclure  de  l'équation  précédente ,  comme  dans  le  n*  5,  les  valeurs 

successives  de  ^ ,—rt,^ny  etc.,  en  fonctions  de  a  ,  6,  c,  «te. 

et  z  ;  et  il  est  visible  que  dans  chaque  terme  de  l'expression  de 

p ,  la  puissance  la  plus  élevée  de  p  sera  moindre  que  »,  et  la  somme 

des  puissances  de  p  et  de  p  ne  surpassera  pas  i. 

Considérons  maintenant  la  formule  (A)  du  n*  5,  et  supposons 
qu'en  développant  suivant  les  puissances  de  p  ,  la  quantité 

ft.2(£.H  -4-  bz.z¥tmJhl  +  etc. 

H-c.Z^  -f-  cr.ZÏÏ^H-  etc. 

+  e.Z[t+>  +  €*.Z2L»  +  etc. 

»  • 

-f-etc., 

on  ait 

3/  -f-  JV-  *  H-  etc.  +  J .  (  ^'>4-  &*>  .*+  etc) 
+  £  •        -r-^°  .s+etc).  • .  .-I-  i 

les  puissances  ultérieures  de  p  disparaissent  d'elles-mêmes  dans 
ce  développement ,  puisque  l'expression  de  p  ne  doit  point  les  con- 
tenir. Supposons  pareillement  qu'en  développant  la  quantité 

c.Z^L*  -f-cz.ZtU,  4-  etc. 

4-  e.Z%»  +  «.Z^+.4-etc. 
-f.  etc., 

on  ait 

jtfi+JV..«+cte.+p  .(  Jf,c,)  +  iV,C0.£-r-etc). . . .+  ^  If,"-'. 
Supposons  encore  qu'en  développant  la  quantité 

-h  etc., 
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on  ait 

i»f.+^..r-|-etc.  +  p.(iV.(0  +  iV^.S  +  ctc.)  +FT=ï.Mi-)} 

et  ainsi  de  suite.  La  formule  (A)  du  n°  5  donnera 
J  =  Jir-!-isr.x-f-ctc. 
4-  -j- .  (JJ>fw4-  JV<'> .  g 4- etc.) 

•  r       »  ■ 

4-£.(J*/w4-tfw-*4-etc.) 


4-£-J/(? 


^/i4-^»-2  +  etc. 
,  J-f-J.C^H-iV^.x+etc.)! 

J>f.4-2V..r4-ctc. 
4-  ?.(^A(04-  A'.C0  •  *  4-  etc.) 


jtf"—, +        «4- etc. 
.  j_  )4-?-(^,+  ^,-x4-etc.)[ 


Cela  posé ,  si  l'on  nomme  v-y,t*  la  quantité 

^^»,./4-^-.r«+..*'4-C-.yw..»'  -H  ctc- 
4-  ^  V» .     -H  c'  •      .  *'+»  ■+■  etC/ 
4-  Cy.tM   4-  etc. 

4-  etc. 
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le  coefficient  de  t'.f'  dans  le  développement  de  Jasera,  par  le 

numéro  précédent,  vM.y,^ri„+r,;  l'équation  précédente  donnera 
par  conséquent ,  en  la  multipliant  par  u ,  et  en  passant  des  fonc- 
tions génératrices  à  leurs  coefliciens , 


M.yx ,  „ 4- N .  v  -y, ,  «  4-  etc. 
J-f-  JU™  -y, ,     1  4"  N^'K  v  -y, , ,  4-  etc. 


4- 


4-  N, .  v  .jwï>  4-  etc. 
)+ M?  .yx+t ,      H-       .  7  -r*-M . .<-M+  ctc.( 

-flf„_,  .^x+._, , ,/  4-      •  V  -y,+n-i ,  *  4-  etc. 

-f-JVc.-,  •  v-.r*-.-.,*^.+etc.( 


'4-^ïr*°.jw.-. 


i4.  Si  l'on  suppose  v.j>,(a,=o,  l'équation  précédente  donnera, 
en  j  faisant  x  =o, 

yi.M^M .y.^+J&^-y.^+MV.y.^+î-.+S^  .y.,,.„ 

>r/+,. ....... 

 4-JCT-> 

'itf^0,  TV,0',  iW,Cr>,  etc.  étant  des  fonctions  de  *  et  de  r.  L'expression 
précédente  à<syitX,  peut  être  mise  sous  cette  forme  très-simple, 

4-itf<'—>  v  ;W 

l'intégrale 
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l'intégrale  étant  prise  depuis  r=o  jusqu'à  r=  *  -f-  1  par  rapport 
au  premier  terme,  depuis  r=i  jusqu'à  r—i  -f-  1  par  rapport  au 
second  terme ,  et  ainsi  de  suite.  Cette  expression  de  ylt,  sera  l'inté- 
grale complète  de  l'équation  ?  .yt , ,,  =  o ,  ou 

o  ~  A.yit,,-)r  B.yi+i^,'^  C.yt+ttS,  -f- l*yi+» , «» 

-hB'.yt,„^-\-  C.yt+X  ,*>■*■  


Il  est  visible  que  y.  ;ï, ,  yt  ;ï, ,  ^.;Îm.  • sont  les  n  fonc- 
lions  arbitraires  qu'introduit  l'intégration  de  l'équation  v  .yt  t  x,—o. 
Pour  les  déterminer ,  il  faut  connaître  immédiatement,  ou  du  moins 
pouvoir  conclure  des  conditions  du  problème ,  les  n  premiers  rangs 
verticaux  de  la  table  suivante  : 

y,,,  y    y»,»j    y»,»i    yt.  •>'«.<>»    yi+*,  -y*,* 

y  m ,  i  »    y» .  «  »    y  ^ ,  »  >    y*        «j'i .  ■  »    ^-«-i  •j'a0 ,  « 

.y»,»»       ^>.»>       J^».«»      J'J.»  •  •  •  •  »       .X'-M,»  •  •  •  •  «y «.» 

 ;  (Q) 

y»,*'>   yt,**  y»,*">  y»,*"""yi.*'i   yt-*-*.*'  "y*,,** 
y», «  t  y*,**  y*.3oJ  yt, »••••••>''.»>  ^^-•.«•••••j'».»- 

Dans  un  grand  nombre  de  problèmes,  les  n  premiers  rangs  ver- 
ticaux sont  donnés  par  des  équations  aux  diflerences  finies  linéaires, 
et  par  conséquent  par  une  suite  de  termes  de  la  forme  A.p^. 
Supposons  que  l'expression  de  y0<t,  contienne  le  terme  A.jf'  ;  la 
partie  correspondante  dcy,iX,  donnée  par  la  formule  (A)  sera 

A.?'\ M+1U^.P+  AT<*V  +  M^.p1)  ; 

mais  la  fonction 

J«H — y-  H-  -pr-  H — pr 


est  le  développement  de 

6.Z^.+1-*-c.Z^  +  ctc. 
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suivant  les  puissances  de  p  ;  en  changeant  donc  dans  cette  der- 
nière quantité,  p  en  p,  et  nommant  P  ce  qu'elle  devient  alors; 

on  aura  A.P.p^  pour  la  partie  de  yt  „  qui  répond  au  termo 
A  .  p*.  Il  suit  de  là  que  si  la  valeur  de  y, ,  „  est  égale  à 
^.//' -h  ^' y +-^".^4- etc.,  et  que  l'on  nomme  P',  P",  etc., 
ce  que  devient  />,  en  y  changeant  p  dans  p',  p",  etc.;  on  aura  pour 
la  partie  correspondante  ûcyilf, 

A.  r.p"+A'.P,.P'*'+  A'.  P».P""-\-  etc. 

On  trouvera  pareillement  que  si  la  valeur  dcy,iXt  est  exprimée 
par  B.q*+B'  q''' H--»".  tf"*7  ■+■  etc.;  et  si  l'on  nomme  Q,  Q',  Q",  etc., 
ce  que  devient  la  quantité 

c  •  e .  Z^-h  etc. 

lorsqu'on  y  change  successivement  p  en  g ,  7',  7",  etc.  ;  la  partie 
correspondante  àcyi)M,  sera 

B.  Q.q"+B,.Q.'.ç"'+B".Q!'.9'"'+ctc.f 

et  ainsi  de  suite.  La  réunion  de  tous  ces  termes  donoera  l'expres- 
sion de  yt,,fi  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse  parvenir. 

i5.  La  valeur  de  y,  „  donnée  par  la  formule  (A.)  du  numéro 
précédent,  dépendant  de  la  connaissance  de  M w,  J//'"0,  etc.  ;  il 
est  visible  que  ces  quantités  seront  connues,  lorsque  Ton  aura 
le  coefficient  de  p-,  dans  le  développement  de  Z^;  tout  se  réduit 
donc  à  déterminer  ce  coefficient.  On  a  par  le  n*  5 , 

a .       .  (*'—*) .  (*'—«")  •  etc. 


—  etc. , 
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a ,      a",  etc.  étant  fonctions  de  p.  Si  Ton  fait  p  =  s ,  et  que  l'on 

diflërentie  l'expression  précédente  de  Z^ ,  n  fois  de  suite  par  rap- 
port à  s ,  on  aura  avec  l'équation  précédente  ,  n  •+•  1  équations , 
au  moyen  desquelles ,  en  éliminant  les  puissances  indéterminées 

•^rpr ,       ?  j^Lpi ,  etc. ,  on  parviendra  à  une  équation  linéaire  entre 

Z)°\  -^-i-j-^-i-,  etc., dont  les  coefficiens  seront  fonctions  de  *, 

a',  a",  etc. ,  et  de  leurs  différentielles  prises  par  rapport  à  *  ;  or 
il  est  clair  que  a ,  a',  a",  etc.  doivent  entrer  de  la  même  manière 
dans  ces  coefficiens  que  l'on  pourra  ainsi  obtenir  en  fonctions  ration- 
nelles et  entières  des  coefficiens  de  l'équation  qui  donne  les  valeurs 
de  «t,  a',  a",  etc.,  et  des  différences  de  ces  coefficiens,  et  par 
conséquent  en  fonctions  rationnelles  de  En  faisant  ensuite  dis- 
paraître les  dénominateurs  de  ces  fonctions,  on  aura  une  équation 

linéaire  entre  Z^  et  ses  différentielles ,  équation  dont  les  coeffi- 
ciens seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  *.  Cela  posé , 
considérons  un  terme  quelconque  de  cette  équation,  tel  que 

k.sr.  ^  ,  et  nommons  \  le  coefficient  de  j,  dans  le  développe- 
ment de  zf°  suivant  les  puissances  de  ?  ;  ce  coefficient  dans  le 

développement  de  k .  s" .  sera 

* .  (r+-/&— m) .  (r-Wt— m— 1  ) .  (H-ft— m— a)  {r—m-\-\ ) .  \^_m. 

En  repassant  ainsi  des  fonctions  génératrices  à  leurs  coefficiens , 

l'équation  entre  ZÎ°  et  ses  différences ,  donnera  une  équation  entre 

,  etc.,  dont  les  coefficiens  seront  des  fonctions  rationnelles 
de  r,  et  dont  l'Intégrale  sera  la  valeur  de  A,. 

Il  suit  de  là  que  l'intégration  de  toute  équation  linéaire  aux 
différences  finies  partielles ,  dont  les  coefficiens  sont  constans  , 
dépend,  i°.  de  l'intégration  d'une  équation  linéaire  aux  différences 
finies  dont  les  coefficiens  sont  variables  j  a*,  d'une  intégrale  définie. 
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L'intégrale  définie  dont  dépend  la  valeur  de  y,;*  dans  la  formule 
(X)  est  relative  à  r,  et  doit  s'étendre  jusqu'à  r  =  i+i. 

Relativement  à  l'équation  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre 

o  sss  A  .y, , „  4-  B .  yt+ . , ,/ 

+  & -y i, 


on  a 


on  a  de  plus 


ce  qui  donne 


a  =  A  +  B'.sy 


d'où  l'on  tire  cette  équation  différentielle 

o  =  ^£ .  (^r  -h     .  *  )  —  / .  B' .  Zl*  ; 

ce  qui  donn«  l'équation  aux  différences  finies 

o  =  (r+  i).A.K+t  —  (i  -  r). B'  \, 

on  a  ensuite 

M^—B.K 

La  formule  (X)  du  numéro  précédent  deviendra  donc 

yt,xi^=B.^.\.y,,a/^.',  t 

1 

L'intégrale  finie  étant  prise  depuis  r  =  o  jusqu'à  r  =  /.  C'est  l'in- 
tégrale complète  de  l'équation  précédente  aux  différences  partielles 
du  premier  ordre. 
L'équation  aux  différences  en  A,  donne  en  l'intégrant , 

h 

>  _  g.».(i-i).(i— a)  (t-r+Q  B'' 

 i.3.3....r   '  A'  ' 

II  étant  une  constante  arbitraire  ;  et  le  dénominateur  étant  l'unité , 
lorsque  r  est  nul.  Pour  déterminer  cette  constante,  on  observera 
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que  le  coefficient  indépendant  de  £  dans  est  —  (_^y-.J  c'est 
la  valeur  de  K ,  et  par  conséquent  de  H;  on  aura  donc 

=  —  ,.,.3....r  F*T'  •'r''""' 

En  passant  du  fini  à  l'infiniment  petit,  la  méthode  précédent» 
donnera  l'intégrale  des  équations  linéaires  aux  dilKrences  infini- 
ment petites  partielles  dont  les  coefficiens  sont  constans ,  i\  en 
intégrant  une  équation  linéaire  aux  différences  infiniment  petites; 
a*,  au  moyen  d'une  intégrale  définie.  Mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu 
de  m'étendre  sur  cet  objet  que  j'ai  considéré  ailleurs  avec  étendue. 

On  doit  foire  ici  une  remarque  importante  relative  au  nombre 
des  fonctions  arbitraires  que  renferme  l'expression  générale  de 
y,      Ce  nombre  y-  dans  la  formule  (A)  du  numéro  précédent,  est 
égal  à  n;  mais  il  devient  plus  petit  dans  le  cas  où  la  valeur  de  z 
du  n'  i3  ne  renfermant  que  des  puissances  de  ^  moindres  que  n , 
la  plus  haute  puissance  n'  de  J  a  un  coefficient  constant  ou  indé- 
pendant de  j.  Alors  en  suivant  l'analyse  précédente,  et  détermi- 
nant à  son  moyen  la  valeur  de  -^r,  comme  nous  avons  déterminé 
celle  de  ~  ;  en  repassant  ensuite  des  fonctions  génératrices  à  leurs 
coefficiens ,  on  parviendra  à  une  formule  analogue  à  la  formule  (X)  j 
seulement,  l'intégrale  définie,  au  lieu  de  s'étendre  jusqu'à  /■:=*  + 1, 
devra  s'étendre  jusqu'à  r=s*'-hi.  Cette  nouvelle  expression  de 
y<1, ,  ne  dépendra  plus  que  des  n'  fonctions  arbitraires yl>9 ,  yt, , , 
!y*,.v -Ji..'—;  et  tandis  que  la  première  suppose  la  connaissance 
des  n  premiers  rangs  verticaux  de  la  table  (Q)  du  n#  i4  ;  celle-ci 
n'exige  que  la  connaissance  des  »'  premiers  rangs  horizontaux  de 
la  même  table.  Ainsi  les  n  fonctions  arbitraires  y.,T,,yt,„y 
r..«',—.r.-.,*'  dc  la  formule  (A  )  n'équivalent  qu'à  n'  fonctions 
arbitraires  distinctes.  En  effet,  l'équation  proposée  aux  différences 
partielles,  donnej, ,  „au  moyendes  valeursde  yt±r,  .'-•> 
r  étant  un  nombre  entier.  Elle  donne  pareillement         au  moyen 
tey>±r,.,  ^r,.,....^*r.^,  et  éUminaiit  yt * , , au  moyen  de 
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son  expression ,  on  a^  ,^,  au  moyen  dc^,,.  tl1...JIXt 

en  continuant  ainsi,  on  voit  que  l'expression  générale  de yit„  ne 

dépend  que  des  arbitraires  y*,,.,.^,,»  j>t±r,«-t  ;  ôn  peut 

donc ,  au  moyen  des  n'  premiers  rangs  horizontaux  de  la  table  (Q), 
former  tous  ses  rangs  verticaux  qui  sont ,  chacun ,  des  fonctions 
de  x\  dans  lesquelles  i  est  invariable. 

En  passant  du  fini  à  l'Lufihiment  petit  ^  on  voit  avec  évidence , 
que  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  des  équations  aux  diffé- 
rentielles partielles ,  peut  être  moindre  que  le  plus  haut  degré  de 
la  différentielle  dans  ces  équations. 

16.  Quoique  les  formules  données  dans  les  n°*  i5  et  i4,  aient 
une  grande  généralité ,  il  y  a  cependant  quelques  cas  qui  n'y  sont 
pas  compris.  Ces  cas  ont  lieu ,  lorsque  l'équation  z  =  o  donne 

l'expression  de  p  en  -  par  une  suite  infinie ,  ce  qui  arrive  toutes 
les  fois  que  la  plus  haute  puissance  de  l-  est  multipliée  par  une 
fonction  rationnelle  de  p.  Pour  avoir  alors  l'expression  de  yt  z, 

en  termes  finis ,  H  est  nécessaire  de  recourir  à  quelques  artifices 
d'analyse  que  nous  allons  exposer ,  en  les  appliquant  à  l'équation 
suivante , 

  1        a       b  f  , 

z==r?-?-ï-c>  W 

Cette  équation  donne 

a 

par  conséquent 


En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière  équation ,  et 
repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coelficiens ,  on  aura  l'ex- 
pression de^,|t,  -}  car  cette  quantité  est  le  coefficient  do  r.P  dans 
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le  développement  de  la  fonction  génératrice  -pyp',  et  le  coefficient 

ridons  un  ternie  quelconque  du  développement  du  second  membre, 
k  if* 

tel  que  u .  ,  est  vM«  y» ,  *>+t  ,v.j'«,  «/  étant  le  coefficient  de  la  fonc- 
tion génératrice  u.z,  coefficient  qui  est  ici  égal  à 

y*+* , x'-t-i    a  -y* ,  *>jr\~~~~  h 'j^s-t-* ,  *>    c %y* , »/• 

Si  l'on  a  o = v  -y,  *>■>  les  coefficiens  des  termes  affectés  de  z  dispa- 
raîtront ,  et  alors  on  aura  l'expression  de  y,  en  fonction  de 
y*,*,,  y.,*,+i,  y.,s>+>,  etc.;  Cette  expression  sera  l'intégrale  de 

IV. 


o  =^x+i ,        •  «  -y* ,      —  à  -y*-t-i    —  c  ,yx t (b) 

Pour  avoir  cette  expression,  z  peut  être  considéré  comme  nul, 
puisque  l'on  ne  doit  avoir  égard  qu'aux  termes  indépendans  de  z  ; 
l'équation  («)  devient  ainsi 

i        a  b 

c'est  ce  que  je  nomme  équation  génératrice  de  l'équation  (b)  aux 
différences  partielles.  En  effet ,  on  obtient  cette  dernière  équation 
en  multipliant  la  précédente  par  u ,  et  repassant  des  fonctions  gé- 
nératrices aux  coefficiens. 

L'expression  que  l'on  obtient  par  l'analyse  précédente  pour  yx 
est  une  suite  infinie.  On  parviendra  de  cette  manière  à  une  expres- 
sion finie.  Reprenons  la  valeur  de     "  ,^ ,  et  donnons-lui  cette 
forme 

 "■(?-*+t)"-p+°*+°-(?-t)J 

Si  l'on  développe  le  second  membre  de  cette  équation ,  par  rapport 
aux  puissances  de  p  —  b ,  on  aura 

x  |o'+I.(H^6).^+î^.(c-H,*)-.^;+clc.|. 
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Soil 

V  =«*, 

x'.b.a'+x.  (c+ab) .  a'~\ 

F^=^{f^\ ^,^a»-f-x^.6.(c+a^)■«'-•'4^X•(1J70•(H-^), 

y CS)_ *'■(*-')•(*'•-»)  63  a,+  *'.(.r'-i) . x . ô. . (<?+aô) . a*r: .. 

i.a.5  î.a 

etc.; 
on  aura 


(r.(J-*)*+r">.(i-ft)-'-+^..^_6)-*,..+r« 

Or  l'équation 


donne 


i       a  b 


i 


U  vaut 

»  _  (  ^G-*r+^(?-*r  +^  \ 


partant 

u 

Pour  repasser  maintenant  des  fonctions  génératrices  aux  coefti- 
ciens ,  nous  observerons ,  i\  que  le  coefficient  de  e .  ïm  dans  , 
cst^,  „  j  a°.  que  ce  même  coefficient,  dans  un  terme  quelconque, 
tel  que  u.Q  —      ou  u.b'.Qp  —      est  la  carac- 

téristique 'A  des  différences  se  rapportant  à  la  variabilité  de  x', 
et  cette  variable  devant  être  supposée  nulle  après  les  differenUa- 

tiousj 
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lions;  3°.  que  ce  coefficient  dans  u.Q  —  a),  est  a'. A'.^-^f?),  la 

caractéristique  A  se  rapportant  à  la  variabilité  de  x ,  et  cette  va- 
riable devant  être  supposée  nulle  après  les  diflérentiations;  on  aura 
donc  avec  ces  conditions , 

y,  ;  „  s  r.  Ô".'A" .  (y-j^-F^ .  b"-'.'à"- .  (^)  +  . , 

+  '  (^)+  FrV^^C^) 

 '  (c^'^^^'-C^)' 

c'est  l'intégrale  complète  de  l'équation  (b)  aux  différences  partielles. 
Il  est  clair  que  cette  intégrale  suppose  que  l'on  connaît  le  pre- 
mier rang  horizontal  et  le  premier  rang  vertical  de  la  table  (Q) 
du  n*  i4. 

17.  L'expression  précédente  deyI>x,  offre  cela  de  remarquable, 
savoir ,  que  les  caractéristiques  A  et  'A  des  différences  finies ,  ont 
pour  exposans ,  les  variables  *  et  En  voici  un  autre  exemple. 
Considérons  l'équation  aux  différences  partielles 

o^A'.^.^+^.A—.'A.^.^-r-  ^.A-VAVj',,,,4-  etc., 

la  caractéristique  A  se  rapportant  à  la  variable  x  dont  l'unité  est 
la  différence  ,  et  la  caractéristique  'A  se  rapportant  à  la  variable  x' 
dont  a,  est  la  différence.  L'équation  génératrice  correspondante  sera, 
par  le  numéro  précédent, 

Cette  équation  donne  les  n  suivantes 

etc. 

9 
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q ,  q't  g",  £lc.  étant  les  n  racines  de  l'équation 

o  =  z'  —  a .  z— 1    b .  z—»—  etc. 

L'équation 
donne 

t-f-  etc.  3 
En  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens ,  on  aura 

Le  second  membre  de  celte  équation  peut  être  mis  sous  la 
forme 

o+^rv(-D''-c(^)^-..a- 

En  désignant  donc  par  la  fonction  arbitraire  <p  (  *'  )  la  quantité 
(l^)*  •^••">  Expression  de yx  x/  deviendra 

Cette  valeur  satisfait  donc  à  l'équation  proposée  aux  différences 
-  partielles.  Il  est  visible  que  chacune  des  racines  q\  q",  etc. ,  fournit 
une  valeur  semblable,  dans  laquelle  on  peut  introduire  une  autre 
arbitraire.  Nous  désignerons  par  $>,(*')>  etc-  ces  nouvelles 

arbitraires.  La  réunion  de  toutes  ces  valeurs  satisfera  à  l'équation 
proposée ,  pîircc  qu'elle  est  linéaire ,  et  cette  réunion  en  sera  l'in- 
tégrale complète  qui  est  ainsi , 
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4- etc. 

Si  l'on  suppose  et  infiniment  petit  et  égal  à  dx'-,  si  l'on  observe 
d'ailleurs  que 

comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre,  en  prenant  les  logarithmes 
de  chaque  membre  de  cette  équation,  on  aura 

^.,,=cl(-î)-.(^)+/.(-îr.(%P)+etc.; 

c'est  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences  partielles 
finies  et  infiniment  petites, 

o  =  A«  .yM,,.+  a .  A—  -Ç^f)  +  b .  A— .  (-£      +  etc. 

Toutes  les  équations  aux  différences  partielles  que  nous  avons 
examinées  jusqu'ici ,  n'ont  point  de  dernier  terme  indépendant  de 
la  variable  principale.  Si  elles  en  avaient ,  on  y  aurait  égard,  et 
l'on  intégrerait  ces  équations  par  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  pour  cet  objet,  relativement  aux  équations  aux  simples 
différences  ,  et  qu'il  est  facile  d'appliquer  aux  équations  à  différences 
partielles. 

Théorèmes  sur  le  développement  en  séries  ,  des  fonctions  de 

plusieurs  variables. 

18.  Si  Ton  applique  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  la 
méthode  du  n'  1 1  ;  on  aura  sur  le  développement  de  ces  fonctions 
en  séries,  des  théorèmes  analogues  à  ceux  du  n*  10.  Considérons 
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la  fonction  génératrice  u .  —  1  ~J>  et  donnons-lui  celte 

forme  * 

"  '  K1  ■*"  r  0  •  0  ■+*  ?  ~~  0  •  C1 + 7  "~  0'  ctc~"  0" ; 

«  étant  supposé  une  fonction  de  *,  f",  etc.,  dans  le  développe- 
ment de  laquelle  yx >x,%x*tW.  est  le  coefficient  de  r.i'-\if'«*.elc.  Ce 

coefficient  dans  le  développement  de  u  .  Vj-p-~7~ttc  \\  sera 

à.m,yx  ^  x„  ,  x,  x'y  x"y  etc.  étant  supposés  varier  de  l'unité  dans 
yr,x,x',tK-  ^C  mêmc  coefficient,  dans  le  développement  de  la 
fonction  génératrice 

-  OX?  ~  O' -  \f-etc- > 

sera 

les  caractéristiques 'A, ''A,  "'A,  etc.  se.  rapportant  respectivement 
aux  variables  *  etc.  ;  on  aura  donc ,  en  repassant  des  fonc- 

tions génératrices  à  leurs  coefficiens, 

***>*'<«—[    X  (.+"'A.;ilIy|tt[).ctc.-l        J  ' 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  de  cette 
équation,  on  applique  aux  caractéristiques  'A,  "A,  etc.,  les  expo- 
sans  des  puissances  de  'A .7,, "A etc. 

En  changeant  n  dans  —  n ,  la  même  équation  subsiste  encore , 
pourvu  que  l'on  change,  comme  dans  les  n"  10  et  11,  les  carac- 
téristiques A,  'A ,  "A ,  etc.,  lorsqu'elles  ont  un  exposant  négatif ,  eu 
intégrales  finies  correspondantes,  les  signes  2, '2, "2,  etc.  étant 
les  caractéristiques  des  intégrales,  correspondantes  aux  caractérisa 
tiques  A ,  'A ,  "A ,  etc.  des  différences. 

Il  est  clair  que  "•Q<y~f'i*  e^  *~J  <*st  la  fonction  génératrice 

de  la  différence  finie  n'fme  de^j.y,,-,  ew.j  x  variant  de  i,*'  variant 
de  i'}  x"  variant  de  i",  etc.  ;  or  on  a 
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en  désignant  donc  par  Â  la  caractéristique  des  différences ,  lorsque 
x  varie  de  » ,  x*  de  x"  de  etc.  ;  et  par  2,  la  caractéristique  in- 
tégrale correspondante ,  on  aura 

Â" .jrXi  x-,  x.  «c.  =  [(i+'A  .jrx, y,  y, ,«.)' .  .y*t  *;  x-,  .K./.etc— 1  ]-, 
2"'"r*' *' -"•    ^  CO-r^-j,, «c.y  o-K^.^^^e^r  •te- o- ; 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  de  ces 
équations ,  on  applique  aux  caractéristiques  'A ,  "A,  etc.,  les  expo- 
sans  des  puissances  de  'A  .yT)  y,  r-,  etc. ,  "A  .y,, x\  etc. ,  etc. ,  et  que 
l'on  change  les  différences  négative»  en  intégrales.  On  peut  ainsi 
se  dispenser  d'indiquer  les  arbitraires  que  l'intégrale  finie  2"  doit 
introduire ,  parce  qu'elles  sont  censées  renfermées  dans  les  inté- 
grales que  donne  le  développement  de  son  expression. 

Les  deux  équations  précédentes  ont  encore  lieu ,  en  supposant  que 
dans  les  différences  '  A. jT,  y,  *»,„,..,  "A. 7^,  y,  ,-,rtc.,  etc.,  x,  a-*,*",  au 
lieu  de  varier  de  l'unité,  varient  d'une  quantité  quelconque  <©•;  pourvu 
que  dans  la  différence  A. jx,x>, y,  «c,  x  varie  de  i<try  x1  de  /'<ar, 
x"  de  i"*ar,  etc.  Maintenant  si  l'on  suppose  <&  infiniment  petit,  les 
différences  'A.^,,',,»,^.,  "A y, y, elc. ,  etc.,  se  changeront,  la 

première  dans  rix.^  jfj rtc),  la  seconde  dans -(^jjf^),  etc. 

De  plus,  si  l'on  lait  i ,  t",  etc.  mfininient  grands,  et  tels  que 
l'on  ait 

idx  =  A,    *'</x'  =  «',  etc.; 

on  aura 

c  étant  toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est 
l'unité.  Ou  aura  pareillement 
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et  ainsi  de  suite  ;  partant 

(<*'«.  »'.  ttt  \  .    ,        «.  »'.  ete.N  . 
-  „„.__  t.  -7T-)+-C-*r->~-lT, 


a;  variant  de  a  ,  *'  de  etc. ,  dans  les  deux  premiers  membres  de 
ces  équations. 

Si  au  lieu  de  supposer  *m  înlimment  petit ,  on  le  suppose  fini , 
et  i  infiniment  petit  et  égal  à  dx\  si  Ton  suppose  encore  **',  *",  etc. 
infiniment  petits  et  respectivement  égaux  à  dx*,  dx",  etc.,  on  aura 

on  aura  pareillement 

(i  +,'A.^,y,e«c.)*==l4-ck'.log(l  -f-"A.7x,^*tc.)î 
etc. 

d'ailleurs  àT-jx,*,*.  se  change  alors  dans  tP.jr,,^**;  on  aura 
donc 

&  .jr*,.*,  ,«c.=[rfjf.log(i+' A  .jrry,  «c>4-£^Mog(i-f-"A  ,yxy,  «tc.)+etc.]fc, 

équation  qui  en  faisant  n  négatif,  subsiste  encore ,  pourvu  que  Ton 
change  les  différences  négatives  en  iutégrales.  Ces  divers  résultats 
sont  analogues  à  ceux  que  nous  avons  trouves  dans  le  n°  10,  rela- 
tivement aux  fonctions  d'une  seule  variable  ;  et  Ton  y  retrouve  l'ana- 
logie que  nous  avons  observée  entre  les  puissances  positives  et  les 
différences ,  et  entre  les  puissances  négatives  et  les  intégrales. 

Considérations  sur  le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit. 

19.  Le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit ,  consiste  à  négliger  les 
différences  infiniment  petites ,  par  rapport  aux  quantités  finies ,  et 
généralement  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur,  relative- 
ment à  ceux  d'un  ordre  inférieur.  Cette  omission  semble  ôter  à  ce 
passage,  la  rigueur  géométrique;  mais  pour  se  convaincre  de  son 
entière  exactitude ,  il  suffit  de  le  considérer  comme  le  résultat  de 
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la  comparaison  des  puissances  homogènes  d'une  variable  indéter- 
minée ,  dans  le  développement  des  termes  d'une  équation  qui  sub- 
siste ,  quelle  que  soit  cette  indéterminée  ;  car  il  est  clair  que  les 
termes  affectés  de  la  même  puissance,  doivent  se  détruire  mu- 
tuellement. 

Pour  rendre  cela  sensible  par  un  exemple,  considérons  l'équa- 
tion suivante  que  donne  l'équation  (y)  du  n*  10,  en  y  faisant 

'A  est  la  caractéristique  des  diûerenccs  finies,  .t'  variant  de  a,  et 
d  est  la  caractéristique  des  différences ,  x'  variant  de  dx'.  L'équa- 
tion précédente  développée  donne ,  en  appliquant  conformément  à 
l'analyse  du  numéro  cité,  les  exposans  des  puissances  de  dyx,  à  la 
caractéristique  d, 

=      *ï*>  4-  C*7.ffi  •  etc-  > 

dy„  est  égal  à Supposons  qu'en  développant  la  fonction 
de  *'-f-c£x',  représentée  par/v+a,,,  on  ait 

M^^+rfï'-X,  etc.  ; 

on  aura 

djr,'  =  dx'     •+-  dx" .  zx,  -f-  etc.  ; 

d'où  l'on  tire 

dx' .  dy^+dx'* .  cfe„-f-  etc. 

Développons  pareillement  y„+  z,^^  ,  etc.  suivant  les  puis- 
sances de  dx1 ,  et  supposons  que  l'on  ait 

y**#ssy*mbdx,.y£e+dx'*.sM,+  tta., 

ui  —  "x>  -f*  dx' .  z  xt  -f-  etc.  ; 

on  aura         dj'xf  =  dx'  .y*  -f-  dx" .    -f-  etc. , 

dzx,  =  dx' .  z'x,  -f-  etc.  j 
partant       <P     53  dx"  y,  -f-  dfc'3 .  sx,  -f.  etc. 

-f-  dx'3.z'x,  +  çtc.'} 
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L'expression  précédente  de  'A  .jxl  deviendra  ainsi, 

4-  dx' .  +  a*  .  («,,-f-  v  +ctc.)  ■  ;  (o) 

f-f-  etc.  } 
4-  </*'• .  etc. 

dix'  étant  indéterminé,  les  termes  indépendans  de  dx'  doivent  être 
égalés  séparément  entre  eux  j  on  a  donc 

'A  ,j„  =  * .y.  4-  7^  -y,  +  etc. 

Maintenant  est  le  coefficient  de  dx'  dans  le  développement 
dcj,,.^,;  c'est  co  que  l'on  désigne  dans  le  Calcul  différentiel, 
par  -^p-.  Pareillement^,  est  le  coefficient  de  dx' dans  le  dévelop- 

loppcment  de  yj,^xr,  c'est  ce  que  l'on  désigne  par  ou  par 
,  et  ainsi  de  suite  ;  en  substituant  donc  dans  l'équation  précé- 
dente, jx'+* — y*>  au  lieu  de  'A      on  aura  le  théorème  suivant, 

,.v.-r-+  -  •  &  +  é  ■     +      •  a£ +««* 

Considéré  comme  résultat  de  la  comparaison  des  termes  indépen- 
dans  de  dx\  ce  théorème  ne  laisse  aucun  doute  sur  son  exactitude 
rigoureuse,  et  il  est  visible  par  l'analyse  précédente ,  que  celte  compa- 
raison revient  à  négliger  les  termes  multiplies  par  dx1  et  ses  puissances, 
relativement  aux  quantités  finies  ;  cette  omission  n'ôte  donc  rien  à 
la  rigueur  du  Calcul  différentiel.  Mais  on  voit  de  plus,  à  priori , 
que  les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de  l'indéterminée  dx\ 
doivent  se  détruire  mutuellement ,  ce  que  Ton  peut  vérifier  à  pos- 
teriori ainsi  ce  que  l'on  néglige  comme  infiniment  petit  est  rigou- 
reusement nul;  ensorte  que  l'omission  des  infiniment  petits,  rela- 
tivement aux  quantités  finies ,  n'est  au  fond  qu'un  moyen  facile 
d'éliminer  les  termes  superflus  qui  doivent  disparaître  dans  le  ré- 
sultat final. 

Ce 
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Ce  rapprochement  du  calcul  aux  différences  finies,  et  du  calcul 
différentiel,  met  en  évidence  la  rigueur  des  résultats  de  ce  dernier 
calcul ,  et  donne  sa  vraie  métaphysique  ;  mais  ses  applications  à 
l'étendue ,  à  la  durée  et  au  mouvement,  supposent  de  plus,  le  prin- 
cipe des  limites.  On  peut,  par  un  rapprochement  semblable,  éclair- 
cir  divers  points  de  l'analyse  infinitésimale ,  qui  ont  été  des  sujets 
de  contestation  parmi  les  géomètres  :  telle  est  la  discontinuité  des 
fonctions  arbitraires  dans  les  intégrales  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles.  Ceux  qui  ont  rejeté  cette  discontinuité,  se  fon- 
daient sur  ce  que  l'analyse  ordinaire  des  différences  infiniment 
petites  y  suppose  que  les  différentielles  successives  d'une  fonction , 
doivent  être  infiniment  petites  relativement  aux  précédentes,  ce 
qui  n'a  point  lieu  lorsque  la  fonction  est  discontinue.  Pour  éclaircir 
cette  question  délicate,  il  faut  la  considérer  dans  les  différences 
finies ,  et  observer  ce  qui  arrive  dans  le  passage  de  ces  différences 
aux  différences  infiniment  petites. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  suivante  aux  différences  finies 
partielles 

son  équation  génératrice  est,  par  le  n°  16, 

'•G-  ■)-''•  G  -0"— » 

et  en  suivant  l'analyse  donnée  précédemment ,  il  est  facile  d'en 
conclure  que  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée  (a)  est 

<p(*H-*')  étant  une  fonction  arbitraire  de  x-t-a/,  et  4  (*—  *') 
étant  une  fonction  arbitraire  de  x—x!.  Il  est  facile  d'ailleurs  de 
s'assurer  que  cette  valeur  satisfait  à  la  proposée,  et  qu'elle  en  est 
l'intégral  e  complète ,  puisqu'elle  renferme  deux  fonctions  arbitraires. 
Supposons  présentement  que  dans  la  table  suivante, 

y« ,  »  >  j* ,  1  >  y», « ,  y»,  1  •,/»— « . «  t  y*,  • 

y»,%t  y*,%  ■» y%,% ,  y  s ,  ê.  -y*— 1 ,  •  »  7» ,  •  i  (Z) 

jo.Kt  y*, m  y»,*-*  y*,*»  •  -  •  •  «/i-i.b)  /y* 

10 
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on  connaisse  les  deux  premiers  rangs  horizontaux  compris  entre 
les  deux  colonnes  verticales  extrêmes 

* 

y»,»  i  y»,  i  >  y»,%>  •  •  •  >y»,+ 
y* ,  •  >  y» ,  i  >  y* ,  »•  •  •  •  •.?'» ,  «  ; 

et  que  l'on  connaisse  de  plus  tous  les  termes  de  ces  deux  colonnes  ; 
on  pourra  déterminer  toutes  les  valeurs  de^, ,  «  qui  tombent  entre 
ces  colonnes.  Car  si  l'on  veut  former  le  troisième  rang  horizontal , 
on  observera  que  l'équation  (a)  donne 

En  faisant  dans  cette  dernière  équation ,  x'ss  î ,  et  successivement 

.t  =  i ,  x=  2 ,  .r=  3  x=  n —  i ,  on  aura  les  valeurs  de  y, , , , 

y» .  ,ys , .  •  •  •  «j.-i ,  •  j  ou  le  troisième  rang  horizontal ,  au  moyen  des 
deux  premiers  rangs  horizontaux.  On  formera  de  la  même  manière , 
le  quatrième  rang  horizontal ,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini.  Mais  si  Ton 
veut  déterminer  les  valeurs  de^, , qui  tombent  hors  de  la  table  (Z) , 
les  conditions  précédentes  ne  suffiseut  pas,  et  il  faut  leur  en  ajou- 
ter d'autres. 
Reprenons  Piutégrale 

y, , „=  <p  (  x+ x')  +  4  (  *— *' )  ; 

et  supposons  que  le  second  rang  horizontal  qui  détermine  une  des 
deux  fonctions  arbitraires,  soit  tel  que  Ton  ait 

4(.v-*')=<p  (*-*'); 

on  aura 

jV*'==<P(*+*')  +  P  (*—*')• 
En  faisant  *'=o,  on  a  p  (x)  =z{.yt partant  ■ 

y* ,  z>  —  a  'y*-*-*' ,  o  H-  »  y*— xi ,  •  • 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  satisfait  à  Péqnation  propo- 
sée (a);  mais  elle  n'en  est  qu'une  intégrale  particulière  qui  répond 
au  cas  où  le  second  rang  horizontal  se  forme  du  premier,  au  moyen 
de  l'équation 

y*,  « ==  »  y*+ 1 ,  •    t  >yx—\  \  ©• 

Tant  que  *H-jc'  sera  égal  ou  moindre  que  /»,  et  que  x  —  x1  sera 
positif  ou  nul;  on  aura  la  valeur  de  y,,,,,  au  moyen  du  premier 
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rang  horizontal.  Mais  lorsque  *  croissant,  x  H-  x'  deviendra  plus 
grand  que  »,  ou  lorsque  x  —  x*  deviendra  ne'gatif;  il  faudra  déter- 
miner les  valeurs  de  y,**,,,  et  de  y*-,,,.,  au  moyen  des  deux 
colonnes  verticales  extrêmes.  Supposons  que  tous  les  termes  do 
ces  colonnes  soient  nuls ,  et  que  l'on  ait  ainsi  v.,»/=»oety., „=o. 
En  faisant  x  nul  dans  l'équation 

on  aura 

En  faisant  ensuite  x=n  dans  la  même  équation,  on  aura 

y *■+■*>,  •  ~~  y *~x* , 

Si  Ton  change  ensuite  dans  cette  dernière  équation  x1  en  «+*', 
on  aura 

y »n  ■+-*',  o =  —y—xr,  • — y  mi,  •  > 
en  changeant  encore  x'  dans  n  4-  <*•',  on  aura 

ys»-*-Mi.it  ==  ""~ y *',•> 

et  généralement,  on  aura 

On  pourra  ainsi ,  an  moyen  de  ces  deux  équations ,  continuer  les 
valeurs  de  ym  t,  à  l'infini,  du  côté  des  valeurs  positives  de  x, 
et  l'on  en  conclura  celles  qui  répondent  à  x  négatif,  au  moyen  do 
l'équation 

y-*1,  •  —  y*.*- 

De  là  résulte  la  construction  suivante.  Représentons  les  valeurs 
de  ^.depuis  x  =o  jusqu'à  x=»,  par  les  ordonnées  menées  aux 
angles  d'un  polygone  dont  l'abscisse  soit  x,  et  dont  les  deux  extré- 
mités, que  je  désigne  par  A  et  By  aboutissent  aux  points  où  x=o 
et  x=n.  On  portera  ce  polygone  depuis  x=n  jusqu'à  x  =  a»,  en 
lui  donnant  une  position  contraire  à  celle  qu'il  avait  depuis  x==o 
jusqu'à  *  =  n;  c'est-à-dire,  une  position  telle,  que  les  parties  qui 
étaient  au  dessus  de  l'axe  des  abscisses  x,  se  trouvent  au-dessous, 
le  point  B  restant  d'ailleurs  dans  cette  seconde  position  ,  à  la 
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même  place  que  dans  la  première ,  et  le  point  A  répondant  ainsi 
à  l'abscisse  x  =  an.  On  placera  ensuite  ce  même  polygone ,  depuis 
#  =  2rt  jusqu'à  x  —  5n>  en  lui  donnant  une  position  contraire  à  la 
seconde,  et  par  conséquent  semblable  à  la  première,  de  manière 
que  le  point  A ,  dans  cette  troisième  position ,  conserve  la  place 
qu'il  avait  dans  la  seconde,  et  qu'ainsi  le  point  S  réponde  à  l'abscisse 
x  =  5/î.  En  continuant  de  placer  ainsi  ce  polygone  alternativement 
au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  abscisses  ;  les  ordonnées  menées 
aux  angle»  de  reite  suite  de  polygones,  seront  les  valeurs  dej',,. 
qui  répondent  à  x  positif. 

Pareillement,  on  placera  ce  polygone  depuis  *=o  jusqu'à 
je  =  —  w,  en  lui  donnant  une  position  contraire  à  celle  qu'il  avait 
depuis  x  =  o  jusqu'à  x=  w,  A  restant  d'ailleurs  à  la  même  place 
dans  ces  deux  positions.  On  placera  ensuite  ce  polygone  depuis 
x  =  — -  n  jusqu'à  x  =— 2n ,  en  lui  donnant  une  position  contraire 
à  la  seconde ,  le  point  i?  conservant  la  même  place ,  et  ainsi  de  suite 
à  l'infini.  Les  ordonnées  de  ces  polygones  représentent  les  valeurs 
de  y,iB,  qui  répondent  à  x  négatif.  On  aura  ensuite  la  valeur  de 
yx  en  prenant  la  demi-somme  des  deux  ordonnées  qui  répondent 
aux  abscisses  x-\-x'  et  *  —  x1. 

Cette  construction  géométrique  est  générale,  quelle  que  soit  la 
nature  du  polygone  que  nous  venons  de  considérer.  Elle  servira 
à  déterminer  toutes  les  valeurs  dcyxx,,  comprises  depuis  *  =  o 
jusqu'à  *=«,  et  depuis  *'=o  jusqu'à  x'=zoo ,  pourvu  que  l'on  ait 
^=0,  et^„iX/=o,  et  que  d'ailleurs  le  second  rang  horizontal  de 
la  table  (Z)  soit  tel,  que  l'on  ait 

On  a  par  ce  qui  précède , 

y* , m  =  ï •y*+x>+m ,.+; 'y*— s'— » ,  t  i 

de  plus , 

y o  ~  y*—*-*',  •  >  y*—r>—m,  » — — y—J+*>,  e ; 

donc 

y x ,  *'+n — — ~  ï  •ya—x~x',  •-—  î  -ym—*+i/,  <>  ~  ——ym~x ,  x<  \ 
il  suit  de  là  que  dans  la  table  (Z),  le  (n+x')"*"  rang  horizontal,  est 
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le  a74*'  rang  pris  avec  un  signe  contraire  et  dans  un  ordre  renversé  ; 
ensorte  que  le  terme  r*""*  du  rang  (ra-f-*0""'  «st  Ie  même  que  le 
terme  (n— r)""'  du  xtumt  rang  pris  avec  un  signe  contraire.  On  a 
ensuite 

on  a  d'ailleurs ,  par  ce  qui  précède, 

y*—xi-t*  ,0 — -    j  m+zi—i  ,  •  —  ji'—x  ~yx—ti  î 

partant 

y*,»*+x' — i-yx+xf, .  -f-  î  •y*-xi,  •  =y* , 
d'où  il  suit  que  le  (an-f-*')""'  rang  horizontal  est  exactement  égal  au 

Considérons  présentement  les  vibrations  d'une  corde  tendue , 
dont  la  figure  initiale  soit  quelconque ,  pourvu  qu'elle  soit  rrès- 
rapprochée  dans  tous  ses  points,  de  l'axe  des  abscisses.  Nommons  x 
l'abscisse,  /  le  teins,  yMi,  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la 
corde ,  après  le  tems  t.  Concevons  de  plus  l'abscisse  x  partagée 
dans  une  infinité  de  parties  égales  à  dx,  et  que  nous  prendrons 
pour  unité  ;  ce  qui  revient  à  considérer  x  comme  un  nombre  infini. 
Cela  posé ,  on  aura  par  les  principes  de  dynamique , 

a  étant  un  coefficient  constant  dépendant  de  la  tension  et  de  la 

grosseur  de  la  corde.  Si  l'on  fait  <  =  ~;  on  aura  dt  =.  ^- ,  et yXi, 

deviendra  une  fonction  de  x  et  de  que  nous  désignons  pary,,,; 
or  la  grandeur  de  <ft  étant  arbitraire,  on  peut  la  supposer  telle ,  que 
la  variation  de  x*  soit  égale  à  celle  de  *,  que  nous  avons  prise  pour 
l'unité  ;  l'équation  précédente  devient  ainsi 

yz , —  a>', ,  x'-hyx ,  x,-,  =y*+t ,  x> —  ay, ,  „  -4-^x_,  ;  „, 

*  et  .t'  étant  ici  des  nombres  infinis.  Cette  équation  est  la  même 
que  celle  que  nous  venons  de  considérer  ;  ainsi  la  construction 
géométrique  que  nous  avons  donnée  précédemment ,  peut-être 
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r  et  s  étant  des  nombres  entiers  positifs,  «  pouvant  étfe  nni  ;  c'estë 
À-dire  que  la  différentielle  de  cette  quantité  doit  être  infiniment 
petite  par  rapport  à  cette  quantité  elle-même.  Cette  condition  est 
indispensable  pour  que  l'équation  différentielle  proposée  puisse 
subsister  ;  parce  que  toute  équation  différentielle  partielle  suppose 
que  les  différentielles  partielles  de^(X,  dont  elle  est  formée,  et 
divisées  par  les  puissances  respectives  de  dx  et  de  dx'y  sont  des 
quantités  finies  et  comparables  entre  elles  ;  mais  rien  n'oblige 
d'admettre  la  même  condition  relativement  aux  différences  de  ^X(t, 
de  l'ordre  n  ou  d'un  ordre  supérieur.  En  prenant  pour  fonctions 
arbitraires,  les  différences  les  plus  élevées  des  fonctions  arbitraires 
qui  entrent  dans  l'intégrale  d'une  équation  aux  différences  partielles; 
cette  intégrale  ne  renfermera  plus  alors  que  des  fonctions  arbi- 
traires et  leurs  intégrales  successives  qui  sont  continues,  parce 
qu'en  général  l'intégrale  fd*.y(s)  est  continue  dans  le  cas  même 
où  la  fonction  ç(s)  ne  Test  pas.  La  condition  précédente  se  réduit 
donc  à  ce  que  la  différence  (/i — de  chaque  fonction  arbi- 
traire soit  continue,  c'est-à-dire  que  sa  différentielle  soit  infiniment 
plus  petite.  11  ne  doit  donc  point  y  avoir  de  saut  entre  deux  tan- 
gentes consécutives  de  la  courbe  qui  représente  la  fonction  arbitraire 
de  l'intégrale  d'une  équation  aux  différentielles  partielles  du  second 
ordre  ;  ainsi  dans  le  problème  des  cordes  vibrantes  que  nous  venons 
de  discuter ,  il  est  nécessaire  et  il  6u(fit  que  deux  élémens  quel- 
conques contigus  de  la  figure  initiale  de  la  corde,  forment  entre  eux 
un  angle  infiniment  peu  différent  de  deux  angles  droits.  Il  ne  doit 
point  y  avoir  de  saut  entre  deux  rayons  osculateurs  consécutifs 
de  la  courbe  qui  représente  la  fonction  arbitraire  continue  dans 
l'intégrale,  si  l'équation  aux  différences  partielles  est  du  troisième 
ordre;  et  ainsi  de  suite. 

Considérations  générales  sur  les  fonctions  génératrices. 

ao.  H  est  souvent  utile  de  connaître  la  fonction  génératrice  d'une 
quantité  donnée  par  une  équation  aux  différences  fiuics,  ordinaires 
ou  partielles j,  parce  que  l'analyse  offrant  divers  moyens  pour 
développer  les  fonctions  en  séries,  on  peut  ainsi  obtenir  d'une 
manière  fort  simple,  la  valeur  de  la  quantité  cherchée.  U  résulte 
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àu  n*  5,  que  la  quantité  ya,  donnée  par  l'équation  aux  différences 
finies 

o=a%Tx+  b.y,^.^  c.y,+%  -\-p>y,+m-^q'y*+** 

est  le  coefficient  de  t*  dans  le  développement  de  la  fonction 

A+  B.t+C.P  Ht"-' 

a.P  +  Y.t— 1  -f-c.t—*  +p.t  +  q  ' 

4,B,C  77  étant  des  constantes  arbitraires.  En  effet,  si  l'on 

compare  cette  fonction  à  celle-ci, 

y,+y. -  *  +y*-r  -hr* . t*+y,+> •  f+l  -hr*  •  ? ; 

on  aura  ,  en  faisant  disparaître  le  dénominateur,  et  en  vertu  de 
l'équation  aux  différences  en  yr, 


A~\-B.t-{~C.f  -f-  H.  f—  =  #—* .  (6  ,y.+  c  .y,+  etc.) 

H-  .(c..y.-4-e.^.H-etc.) 
4-  etc.  ; 

en  égalant  ensuite  les  puissances  homogènes  de  *,  on  aura  les 
valeurs  àtA,B,  C,  etc.  au  moyen  des  n  valeurs  y,  ,y„..  .y^x  ; 
on  aura  donc  ainsi  la  fonction  génératrice  deyx. 

Si  l'on  suppose  2*  .y,z=iy'x)  on  aura  y„  =s  ù?.y'm  ;  et  alors 
l'équation 

o^a.yt+b.y^+c.y^  + 

devient 

osa.A'.^+i.  tf.y^  -f-  q .  A'  .y'x+u  i 

1 

ce  qui  donne  en  intégrant , 

aj.+  b'y^  -r*?-^=  M.*~l+N.*?-»+  etc., 

M,  Ny  etc.  étant  des  constantes  arbitraires.  Par  le  n*  2 ,  u  étant  la 
fonction  génératrice  de  y9,  celle  de  y'm  est 

u.l1 4-  J>      4-  & •  t'-'-f  etc. 

la  fonction  génératrice  de  y',  ou  de  la  quantité  donnée  par  l'équa- 

11 
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tioo  précédente  en y'a  est  donc 

(J+B.t+C.f .  ..+H.t—').tl+(A'.ti-<+B'.t'^+etc.).((iJ»+b.t—' .. .  .-f-g) 
(1— 0*.  (a.  f-H>.  I— '+c  i— »  +/> .  t+q)  * 

Concevons  maintenant  que  a,  b,  c,  etc.  soient  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  de  t'  de  l'ordre  n,  et  que  A»  B,  C,  etc. 
soient  des  fonctions  arbitraires  de  la  même  quantité;^,  sera  fonc- 
tion de  x  et  de  r\  En  la  développant  par  rapport  aux  puissances  de 
/',  nous  nommerons  yx  t  x,  le  coefficient  de  t'*  dans  ce  développe- 
ment. Cela  posé,  si  l'on  suppose 

a  =  a' .  t''  -f-  b'  i'—  4.  c'.  tf— '-f-  etc. , 
*  =  6".*'-'  -f-  c".f'~4-  etc., 

c  =  a'".*'"  4-  etc., 
etc. 

L'équation  différentielle  précédente  en  yx  donnera ,  en  comparant 
les  coefficiens  de  la  puissance  tl^'y  l'équation  suivante  aux  diffé- 
rences partielles  en  yx>  t, , 

o  =  a'  .y s ,  „  -f-  b'  .ys ,  „+,  4-  c' .  yz ,  xM.t  +  etc. 

4-  a".jK,^.,„-+-  etc. 

-H  «'V*+*,*'  +  etc. 

4-  etc.  ; 

la  fonction  génératrice  de  là  variable.?, ,  „  de  cette  équation  sera  donc 

A+B.t+c.r  +H.t—-  

«'./".('"-f-i'.f  .  r"-'+c'.  t".         +  etc. 
+a' .  I""' .  t'»    +  6" .  t— .  f— »  +  etc. 

+  a".  t—\f    +  etc. 

"f-  etc. 

^,  Zf,  C,  etc.  étant  des  fonctions  arbitraires  de  /',  elles  donneront 
par  leur  développement,  les  fonctions  arbitraires  qui  doivent  entrer 
dans  l'expression  dcyx  „. 

On  peut  encore  déterminer  les  fonctions  génératrices  des  équa- 
tions aux  différences  finies,  dans  lesquelles  les  coefficiens  sont 
variables.  Considérons  pour  cela  l'équation  aux  différences 

°  —       a         •  y.+A~c  .y,+t  -f-  q .  y*+m 

4-  *  •  («'  •y,-¥b'  .y^-i-c  .jXH.,  4-  g'  -y*+.) 

-f-  ** .  (a"  .y,+b"  .y*+>+c"  .y,+>  4-  q" 

4-  etc. 
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Si  l'on  nomme  u  la  fonction  génératrice de jrt,  on  aura,  en  vertu 
de  l'équation  précédente , 

+*-i{'-i{-(^+r  +  ?--+Ô}} 

•f-ctc. 

sa  A  +  2? .  <  -f-  C.  . . . .  4-  H .  <—r 

A,B,C>  77  étant  des  constantes  arbitraires  qui  dépendent 

des  valeurs  Acy^yiyy^. En  effet,  si  l'on  substitue  dans 
cette  équation,  la  valeur  précédente  de  u  en  série;  on  voit  qu'en 
rer tu  de  l'équation  différentielle  proposée,  tous  les  coefficiens  de 
la  même  puissance  de  f,  disparaissent  lorsqne  cette  puissance  est 
égale  ou  plus  grande  que  n  ;  et  la  comparaison  des  puissances 
inférieures  donnent  un  nombre  n  d'équations  qui  déterminent  les 
constantes  A,  ,By  C,  etc. ,.  au  moyen  des  valeurs^,,  y,,.,  -y m-,- 

L'équation  différentielle  précédente  n'est  intégrable  généralement, 
que  dans  le  cas  où  elle  est  du  premier  ordre ,  et  alors  ies  coeffi- 
ciens de  l'équation  aux  différences  finies  en  yx  ne  renferment  que 
la  première  puissance  de  x  :  dans  ce  dernier  cas,  on  peut  obtenir 
la  fonction  génératrice  u  par  des  quadratures. 

ai.  La  connaissance  des  fonctions  génératrices  des  équations  dif- 
férentielles ,  donne  l'expression  des  intégrales  de  ces  équations ,  au 
moyen  de  quadratures  définies.  Reprenons  pour  cela  ,  l'équation 

Substituons  dans  ses  deux  membres,  c*~^~l  au  lieu  de  <*,  c  étant 
toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité  ;  et 
nommons  tf,  ce  que  devient  alors  u.  En  multipliant  l'équation  par 

c~z'V-ld** ,  et  intégrant,  on  aura 

l  ...^-bwe^-'+etc) 

Si  l'on  substitue  pour  c±w^=',  sa  valeur  cos  rvr±:  y^T.sin 
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et  si  l'on  prend  l'intégrale  depuis  <w  =  —  tt  jusqu'à  <a-  —  rt  ,  itt 
étant  la  circonférence,  le  second  membre  se  réduit  à  a  n.yx\  on  a  donc 


y.  =     .fU.  d<ar.(  cos  x<ar— -  V^i .  sin  xsr) 

mais  cette  formule  a  l'inconvénient  d'introduire  des  imaginaires 
dont  on  peut  se  débarrasser  de  la  manière  suivante. 
Considérons  l'équation 

o  =  oyx  +  b.y,+x  "h-Ç-y^» 

+  x.(a'.yx  -f-  à'.y^t. .  .+q'yx+*)\ 

et  supposons 

yt=/ï-*->.T.Jl, 

T  étant  une  fonction  de  /  qu'il  s'agit  de  déterminer ,  ainsi  que 
les  limites  de  l'intégrale.  En  substituant  pour  y x  cette  valeur  dans 
féqualion  différentielle  en  y* ,  et  observant  que  l'on  a 

ce  qui  fait  disparaître  le  coefficient  variable  x;  on  aura 
o=_7\«-,(«'+7  ■+$) 

+?)]) 

En  égalant  à  zéro  la  partie  sous  le  signe  /,  on  aura 

o=T.{a+\....+l)  .  . 

Cette  équation  intégrée  donne  T'en  fonction  de  /.  EDe  est  la  même 
que  l'équation  différentielle  en  u  du  numéro  précédent ,  en  négli- 
geant dans  celle-ci  le  tenue  indépendant  de  u.  La  valeur  de  T  est 
donc  la  partie  de  u  qui  est  indépendante  de  ce  terme. 

Pour  avoir  les  limites  de  l'intégrale  /e~*~'  .T.dt,  on  égalera  à 
zéro  la  partie  hors  du  signe  /,  dans  Féqualion  (h)  j  ce  qui  donne 

o  =  T.t-?.(a'+T  4-0 
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Cette  équation  est  satisfaite  en  supposant  t  infini ,  et  en  le  supposant 
égal  à  l'une  des  racines  de  l'équation 

/       V  q' 

o  =  a'  -H-  y.  •  •  •+  jr 

on  aura  ainsi  n  +  i  limites  de  l'intégrale  ftr'-'.T.dt;  en  multi- 
pliant ensuite  chaque  intégrale  comprise  entre  une  de  ces  limites , 
et  les  n  autres  limites ,  par  une  constante  arbitraire;  la  somme  do 
ces  produits  sera  la  valeur  complète  de  yx. 

On  peut  étendre  cette  méthode,  aux  équations  à  différences  par- 
tielles finies  et  infiniment  petites,  comme  nous  le  ferons  voir  daus 
la  seconde  partie  de  ce  Livre. 

On  voit  par  ce  qui  précède ,  l'analogie  qui  existe  entre  les  fonc- 
tions génératrices  des  variables,  et  les  intégrales  définies  au  moyen 
desquelles  ces  variables  peuvent  être  exprimées.  Pour  la  rendre 
encore  plus  sensible,  considérons  l'équation 

T  étant  une  fonction  de  t,  et  l'intégrale  étant  prise  dans  des  limites 
déterminées.  On  aura ,  x  variant  de  * 

et  généralement, 

en  faisant  i  négatif,  la  caractéristique  A  se  change  dans  le  signe 
intégral  2.  Si  l'on  suppose  *  infiniment  petit  et  égal  à  dx  ;  on  aura 

-=i+  cfelog.  j  j  on  aura  donc,  en  observant  qu'alors  se 
change  dans  djt, 

^f=/r.^«-*.(iog,i)'. 

On  trouvera  de  la  même  manière,  et  en  adoptant  les  dénominations 
dun"  2, 


«6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Ainsi  la  même  analyse  qui  donne  les  fonctions  génératrices  des 
dérivées  successives  des  variables ,  donne  les  fonctions  sous  le 
signe  /,  des  intégrales  définies  qui  expriment  ces  dérivées.  La 
caractéristique  v'  n'exprime ,  à  proprement  parler ,  qu'un  nombre  i 
d'opérations  consécutives  ;  la  considération  des  fonctions  généra- 
trices réduit  ces  opérations  à  des  élévations  d'un  polynôme  à  ses 
diverses  puissances  j  et  la  considération  des  intégrales  définies  donne 
directement  l'expression  de  ^,yx ,  dans  le  cas  même  où  l'on  sup- 
poserait i  un  nombre  Cfactionaaire. 

Mais  le  grand  avantage  de  cette  transformation  des  expressions 
anal v tiques,  en  intégrales  définies,  est  de  fournir  une  approxima- 
tion aussi  commode  que  convergente ,  de  ces  expressions ,  lors- 
qu'elles sont  formées  d'un  grand  nombre  de  termes  et  de  facteurs  ; 
c'est  ce  qui  a  lieu  dans  la  théorie  des  probabilités ,  quand  le  nombre 
des  événemens  que  l'on  considère  est  très-grand.  Alors  le  calcul 
numérique  des  résultats  auxquels  on  est  conduit  par  la  solution 
des  problèmes ,  devient  impraticable ,  et  il  est  indispensable  d'avoir 
pour  ce  calcul ,  une  méthode  d'approximation  d'autant  plus  con- 
vergente ,  que  ces  résultats  sont  plus  compliqués. 

Leur  expression  en  intégrales  définies ,  procure  cet  avantage, 
et  celui  de  donner  les  lois  suivant  lesquelles  la  probabilité  des  ré- 
sultats indiqués  par  les  événemens,  approche  de  la  certitude  à 
mesure  que  les  événemens  se  multiplient,  lois  dont  la  connais- 
sance est  l'un  des  objets  les  plus  intéressans  de  la  théorie  des 
probabilités.  Ce  fut  à  l'occasion  d'un  problème  de  ce  genre,  dont 
la  solution  dépendait  de  l'expression  du  terme  moyen  du  binôme 
élevé  à  une  grande  puissance,  que  Stirling  transforma  cette  expres- 
sion dans  une  série  très-convergente  :  son  résultat  peut  êhre  re- 
gardé comme  une  des  choses  les  plus  ingénieuses  que  l'on  ait 
trouvées  sur  les  suites.  Il  est  surtout  remarquable,  en  ce  que 
dans  une  recherche  qui  semble  n'admettre  que  des  quantités  algé- 
briques, il  introduit  une  quantité  transcendante,  savoir  ,  la  racine 
carrée  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Mais  la  mé- 
thode de  Stirling,  fondée  sur  un  théorème  de  Wallis,  et  sur  l'in- 
terpolation des  suites, laissait  àdesirer  une  méthode  directe  qui  s'éten- 
dît à  toutes  les  fonctions  composées  d'un  grand  nombre  de  termes 
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et  de  facteurs.  Telle  est  la  méthode  dont  je  viens  de  parler,  et 
que  j'ai  donnée  d'abord  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
pour  Tannée  1 778 ,  et  ensuite  avec  plus  d'étendue ,  dans  les  Mémoires 
de  la  même  académie,  pour  l'année  1783.  Le  développement  de 
cette  méthode  va  être  l'objet  de  la  seconde  Partie  de  ce  Livre , 
et  complettera  ainsi  le  Calcul  des  fonctions  génératrices. 

Les  séries  auxquelles  cette  méthode  conduit,  renferment  le  pins 
souvent,  la  racine  carrée  du  rapportde  la  circonférence  au  diamètre  ; 
et  c'est  la  raison  pour  laquelle  Stirling  l'a  rencontrée  dans  le  cas 
particulier  qu'il  a  considéré  ;  mais  quelquefois  elles  dépendent 
d'autres  transcendantes  dont  le  nombre  est  infini. 

Les  limites  des  intégrales  définies  que  cette  méthode  réduit  en 
séries  convergentes ,  sont,  comme  on  vient  de  le  voir,  données  par 
les  racines  d'une  équation  que  l'on  peut  nommer  équation  des  limites. 
Mais  une  remarque  très-importante  dans  cette  analyse ,  et  qui 
permet  de  l'étendre  aux  fonctions  que  la  théorie  des  probabilités 
présente  le  plus  souvent,  est  que  les  séries  auxquelles  on- parvient , 
ont  également  lieu  dans  le  cas  même  où ,  par  des  cliangemens  de 
signe  dans  les  coefficiens  de  l'équation  des  limites ,  ses  racines  de- 
viennent imaginaires.  Ces  passages  du  positif  au  négatif,  et  du 
réel  à  Piniagiiiaire,  dont  les  premières  applications  ont  paru,  si  je 
ne  me  trompe,  dans  les  Mémoires  cités,  m'ont  conduit  dans  ces 
Mémoires ,  aux  valeurs  de  plusieurs  intégrales  définies,  qui  offrent 
cela  de  remarquable ,  savoir,  qu'elles  dépendent  à-Ia-fois  de  ces  deux 
transcendantes,  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  le 
nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  On  peut  donc 
considérer  ces  passages ,  comme  des  moyens  de  découvertes , 
pareils 4 ù  l'induction  dont  les  géomètres  font  depuis  long-tems 
usage.  Mais  ces  moyens,  quoique  employés  avec  beaucoup  de  pré- 
cautions et  de  réserve ,  laissent  toujours  à  désirer  des  démonstra- 
tions de  leurs  résultats.  Leur  rapprochement  des  méthodes  directes, 
servant  à  les  confirmer  et  à  faire  voir  la  grande  généralité  de  l'analyse, 
et  pouvant  par  cette  raison ,  intéresser  les  géomètres  ;  j'ai  insisté  par- 
ticulièrement sur  ces  passages  quTuler  considérait  en  même  tems 
que  moi,  et  dont  il  a  fait  plusieurs  applications  curieuses,  mais  qui 
n'ont  paru  que  depuis  la  publication  des  Mémoires  cités. 
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SECONDE  PARTIE. 

THÉORIE  DES  APPROXIMATIONS  DES  FORMULES  QUI  SONT 
FONCTIONS  DE  TRÈS-GRANDS  NOMBRES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  Vintégraiion  par  approximation ,  des  différentielles  qui 
renferment  des facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances. 

ù2.  On  vient  de  voir  que  l'on  peut  toujours  ramener  à  l'intégration 
de  semblables  différentielles  ,  les  formules  données  par  la  théorie 
des  fonctions  génératrices.  Nous  allons  donc  nous  occuper  d'abord 
avec  étendue ,  de  l'approximation  de  ce  genre  d'intégrales. 

Si  l'on  désigne  par  w,  u\  etc.  et  <p ,  des  fonctions  quelconques 
de  »,  et  par  etc.,  de  très-grands  nombres;  toute  fonction 

différentielle  qui  renferme  des  fonctions  élevées  à  de  grandes  puis- 
sances,sera  comprise  dans  le  terme çdx.u'.u1''  .ti1' . etc.  Pour  avoir 
en  série  convergente ,  son  intégrale  prise  depuis  xss  o  jusqu'à  x=Q , 
on  fera 

<p . u' .  u" .  u!J'' .  etc.  ==y  j 

et  en  désignant  par  Y  ce  que  devient  y  lorsqu'on  y  change  x  en  8, 
on  supposera 

I  =  Y.  c-, 

c 
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c  étant  toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est 
l'unité.  On  aura  ainsi 

<  =  log-. 

Si  l'on  considère  *  comme  une  fonction  de  *  donnée  par  cette 
équation;  on  aura,  en  supposant  dt  constant, 

fl      ,  tfcr      *•     ddx   .     fi     <Px  ,  . 
x  =  9  +  <  •  dt  +  7^  '  "3F  +  7X3  '  W  +  e  tc'  » 

/  devant  être  supposé  nul  après  les  diffôrcntiations,  dans  les  valeurs 
de  etc.  On  a  généralement 

d*x  __  1     .   1     ,   1  ,  dx 

rfF  —  dt' dt a'dt'' 

la  caractéristique  différentielle  se  rapportant  à  tout  ce  qui  la  suit , 
et  dt  pouvant  varier  d'une  manière  quelconque  dans  le  second 
membre  de  cette  équation;  de  plus,  si  l'on  diflcrenUe  l'expression 

précédente  de  t  eu  y ,  et  si  l'on  désigne  — .  par  u  ,  on  aura 
di  =  ~;  on  aura  donc 

d'x  v.d.v  d,  v  dv 

dF—'  .   dx*~l  > 

dx  étant  supposé  constant  dans  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion. Ainsi ,  en  nommant  U  ce  que  devient  v  lorsqu'on  y  change 

*  en  6  ;  la  valeur  de  ^  qui  répond  à  *  =  6 ,  ou ,  ce  qui  revient 

au  même ,  à  <= o ,  sera  égal  à 

u.d.u.d,u....dti_ 

on  aura  donc 
d'où  l'on  tire 

du    .  d  u.  du 


19 


go  THEORIE  ANALYTIQUE 

par  conséquent 

Si  l'on  prend  l'intégrale  depuis  <=o  jusqu'à  *  infini ,  on  aura  géné- 
ralement 

ffdt.c-*  s=  i  .a.3  n-y 

partant 

r  j       ,,v/     ,           ,  d.U.dV  ,  d.U.d.U.dV  ,     .  \ 
^=  C^r.(i  +  -55-  +  -y-  +  331  r-etc.)  ; 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  x=0  jusqu'à  la  valeur  de  x 
qui  répond  à  t  infini. 

Nommons  Y'  et  U\  ce  que  deviennent  y  et  u  lorsqu'on  y  change 
x  en  6'  ;  on  aura  pareillement 

r  ?     TT'vf    ,dv'   .d.UJlV.  d.V'.dV'.dV  ,    .  \ 
^cte^T'^i  -r--agr  H  ^i—  H  35T  H  etc.); 

Pintégrale  relative  à  x'  étant  prise  depuis  * = A'  jusqu'à  la  valeur  de  x 
qui  répond  à  t  infini.  En  retranchant  donc  ces  deux  équations  l'une 
de  l'autre,  on  aura 

M=W.(1  +  ^+i^+^+elc.) 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  *=ô  jusqu'à  x=ô', 
ensortc  que  la  considération  de  t  disparait  dans  cette  formule.  Si 
6  et  A'  étaient  primitivement  renfermés  dans  y ,  il  ne  faudrait 
foire  varier  que  les  quantités  A  et  A'  qu'introduisent  dans  U  et  U'> 
les  changemens  de  x  en  6  et  A'  dans  la  fonction  v. 

La  formule  (A)  sera  très-convergente,  si  v  ou  — Z~  est  une 

très -petite  quantité;  or  y  étant,  par  la  supposition,  égal  à 
? .K'.a'1'.  u"'*.  etc.;  on  a 

V  ~~       tdu      t'du      ï'du'  , 
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Ainsi  dans  le  cas  où  s ,  etc.  sont  de  très-grands  nombres , 
v  sera  fort  petit;  et  si  Ton  lait  j  =  a,  a  étant  une  fraction  très- 
petite  ,  la  fonction  v  sera  de  l'ordre  a ,  et  les  termes  successifs  de 
la  formule  (A)  seront  respectivement  des  ordres  a,  «■,«*,  etc. 

Cette  formule  cesserait  d'être  convergente,  si  la  supposition  de 
*  =  fl  rendait  très-petit  le  dénominateur  de  l'expression  de  v. 
Supposons ,  par  exemple,  que  (x«— a)'*  soit  un  facteur  de  ce  dé- 
nominateur; il  est  clair  que  les  termes  successifs  de  la  formule 

(A)  sont  respectivement  divises  par  (ô— aY,  (fl— «y**1,  (9— o)3^ , 
etc.,  ef deviendront  très-considérables,  si  ô  est  peu  différent  de  a  ; 

la  convergence  de  cette  formule  exige  donc  que  (6— «y*,  (fl'— a)* 
soient  plus  grands  que  «  ;  elle  ne  peut  conséquemment  être  em- 
ployée dans  l'intervalle  ou  (  x —  a  y  est  égal  ou  moindre  que  *; 
mais  dans  ce  cas ,  on  pourra  faire  usage  de  la  méthode  suivante. 

s3.  Si  l'on  nomme  Y  ce  que  devient^  lorsqu'on  y  change  x 

en  a;  il  est  visible  que  (x — a/*  étant  un  facteur  de  —  — ou, 

Y 

ce  qui  revient  au  même ,  de  — 2~x>  (*— * af*"*  sera  un  facteur 
de  log  y.  Soit  donc 

x  —  a 


on  aura 

x  =  a-H  , 


m  ne  devenant  point  infini,  par  la  supposition  de  *ss=a.  Si  l'on 

\u*  d'.V 


désigne  ensuite  par  Z7,        ,        ,  etc.  ce  que  deviennent  v  , 


jjrj  .  <ji^  ,  etc. ,  lorsqu'on  y  change  x  en  a  après  les  différenua- 

tiona  j  on  aura ,  par  la  formule  (/?)  du  n"  ai  du  second  Livre  de  /« 

Mécanique  céleste , 

,  __  M  ,    d.U*    M.  ,     d%.  U3      .  ,  . 
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ce  qui  donne 


cette  formule  pourra  être  employée  dans  tout  l'intervalle  où  x 
diffère  très-peu  de  a  ;  elle  peut  conséquemment  servir  de  supplé- 
ment à  la  formule  (A)  du  numéro  précédent  ;  mais  au  lieu  d'être 
ordonnée ,  comme  elle,  par  rapport  aux  puissances  de  et,  elle  ne 

l'est  que  par  rapport  aux  puissances  de  a?  * 1  ;  car  il  est  visible 

i 

que  dans  ce  dernier  cas,  u  n'est  que  de  l'ordre  et*"*"'. 
Pour  déterminer  plus  facilement  les  quantités  U,  -jrr>  etc-  ? 


supposons 

log  K— log^=  (x—  af+l.[jé+B.(x— a)  +  C.(*— a)'+etc.]. 
Nous  aurons ,  en  changeant  x  en  a  après  les  diÛercntiations , 


A  =  — 


<f*'"'"'-lo6  y 
I.fl.3....Q^^-0.<ixM■,, 

B  =  £HZs*l  

i  a. 3  Q*.+2).dx/"^ 

etc. 

Nous  aurons  ensuite ,  quel  que  soit  r , 

u'=  [^+*.(«)+C.(«)S-etc.f 


d'où  il  est  facile  de  conclure  en  développant  cette  expression  de  VT 
et  nommant  Q.(x — a)'-.1  le  terme  de  ce  développement,  qui  a  pour 
facteur  (x— a/—, 

P»  n 

i.a.3  (r—  O.ifar-*-"  V" 

La  formule  (B)  ne  présente  plus  ainsi  d'autres  difficultés  que  celles 

qui  résultent  de  l'intégration  des  quantités  de  la  forme  J^dt.<T^+%  ; 
et  l'on  a  généralement , 


Digitized  by  Google 


DES  PROBABILITÉS.  g* 


r  étant  égal  au  quotient  de  la  division  de  n  par  ft-f-i ,  si  la  division 
est  possible ,  ou  au  nombre  immédiatement  inférieur,  si  elle  ne  l'est 
pas.  La  détermination  de  l'intégrale  Jydx  dépend  donc  des  intégrales 
de  cette  forme  .  . 

fdt.c         ,  ft.dt.c         j.'.m/if*  l.di.c 

Il  n'est  pas  possible  d'obtenir  exactement  ces  intégrales  par  les 
méthodes  connues;  mais  il  sera  facile  dans  tous  les  cas,  d'avoir 
leurs  valeurs  approchées. 

s4.  Nous  aurons  principalement  besoin  dans,  la  suite,  de  la 
Valeur  de  fydxt  prise  pour  tout  l'intervalle  compris  entre  deux 
valeurs  consécutives  de  x ,  qui  rendent  y  nul  ;  nous  allons  consé- 
quemment  exposer  les  simplifications  dont  cette  valeur  est  alors 
susceptible.  La  variable  y  ayant  été  supposée,  dans  le  numéro  pré- 


cédent, égale  à  Y.c~~     ,  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  * 

qui  rendent  y  nul ,  rendent  également  nulle  la  quantité  c  ; 
ce  qui  exige  que  ft-f- 1  soit  un  nombre  pair,  et  que  l'une  des 
valeurs  de  x  réponde  â  t  =z  —  »,  et  l'autre  à  /=oo  ;  Y  est  donc 
alors  le  maximum  dey,  compris  entre  ces  valeurs.  Soit/*  4-1  =a»  ; 

si  Pon  prend  l'intégrale  f?n+1.dt .  c~e> ,  depuis  /=— 00  jusqu'à 
<=oo,  sa  valeur  sera  nulle  ;  car  il  est  clair  que  les  élémens  de 
cette  intégrale ,  qui  répondent  aux  valeurs  négatives  de  *,  sont 
égaux  et  de  signe  contraire  à  ceux  qui  répondent  aux  mêmes 

valeurs  prises  positivement.  L'intégrale  ft9n.dt.c~lU  est  égal  à 

2jfn.di.c~tt ,  cette  dernière  intégrale  étant  prise  depuis  *  nul 
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jusqu'à  t  infini;  et  dans  ce  cas,  on  a  par  le  numéro  précédent, 

r  étant  égal  au  nombre  entier  du  quotient  de  la  division  de  n 
par  i.  Soit  donc ,  en  prenant  les  intégrales  depuis  t  nul  jusqu'à 
«infini,  _^ 

h  —  fdt.c  , 

=  fr.dt.c-1", 


la  formule  (B)  du  numéro  précédent  deviendra 

i.a.rfr*"*'»;*  i.a.3....(ai+a).<i**~  I 

+—F-  •  «.,.5....(4H-).^+ etCJ 

«i.rt        i.a.5  ...(a»— a).^— **"    ai    '  i  .a. 3..  .(4<— a).dx 

Cette  formule  est  la  somme  d'un  nombre  i  de  suites  différentes , 
décroissantes  comme  les  puissances  de  et,  puisque  U  est  de  l'ordre 


5 


et  multipliées  respectivement  par  les  transcendantes  A,  etc., 
qu'il  est,  par  conséquent,  important  de  connaître;  mais  il  suffit 
pour  cela  d'en  counaître  un  nombre  égal  au  plus  grand  nombre 

entier  compris  dans  ^. 
Considérons  pour  cela,  la  double  intégrale 
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les  intégrales  étant  prises  depuis  s  et  x  nuls  jusqu'à  leurs  valeurs 
infinies.  En  l'intégrant  d'abord  par  rapport  à  s  ,  elle  se  réduit  à 

f  **  ■ 
J  i 

mais  cette  dernière  intégrale  est    w    ,  n  étant  un  nombre  quel- 

n.sin  - 

conque  entier  ou  fractionnaire,  on  a  donc 

JTds.dx.  -'  ^+^  =  -l~. 


Intégrons  maintenant  cette  double  intégrale,  d'abord  par  rapport 
à  x.  En  faisant  *x'=  f,  elle  devient 

—  .fdt.cr* 


et  si  l'on  fait  *c=    on  aura 

n  .fdt.c-r  ./l—».rf<.c-"=  — ~ , 

n.sin  - 

les  intégrales  étant  prises  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini.  Si  l'on  change 
n  dans  cette  équation  devient 

rf.fdt.c         .Jl         .dt.c        ss    v  /r_,tX  , 

et  si  dans  cette  nouvelle  équation,  on  change  t  dans  f-',  on 
aura 

n*       .  <ft .  <r"  .fti>- .     c-'*  ss  —  _^  (T) 

On  aura,  an  moyen  de  cette  formule  ,  en  y  faisant  n=  a» ,  toutes 

les  valeurs  de  A,   A4'-0,  lorsque  Ton  en  connaîtra  la 

moitié,  si  i  est  pair,  ou  la  moitié  moins  un  demi,  si  i  e«t 
impair. 

En  faisant  ns=  a  et  r  =  3 ,  cette  formule  donne  ce  rés 
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remarquable 

25.  On  peut  en  vertu  de  la  généralité  de  l'analyse,  étendre  les 
résultats  précédens  ,  au  cas  où  t  est  imaginaire.  Considérons  l'in- 
tégrale fdx. cos  rx.c~at**>  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini.  On 
peut  la  mettre  sous  cette  forme 

L'intégrale  fdx.c-***'*'* est  égale  à 

ç  *'.fdx.ç   ^        ~  K 

Si  Ton  fait 


ry—i 

t==ax  £T> 

elle  devient 

—■çr. 

c-—.fdt.c-*''. 

ici  l'intégrale  relative  à  /  doit  être  prise  depuis  *  =  —  — 


fla 

jusqu'à  /  infini ,  parce  que  ces  deux  limites  répondent  à  *  nui  et 
à  *  infini. 

En  faisant  r  négatif  dans  cette  formule,  on  aura  l'expression 
de  l'intégrale  fdx.c—'*t-mr*V-'  ;  mais  dans  ce  cas,  les  limites  de 

l'intégrale  relative  à  t  sont  /=  r  ,  et  t  infini  j  la  réunion  do 
ces  deux  intégrales  est  donc  égale  à 

r* 

l'intégrale  étant  prise  depuis  *=  — oc  jusqu'à  /  =  oo  •  car  la  pre- 
mière intégrale  ajoute  à  la  seconde,  ce  qui  lui  manque  pour  former 
la  moitié  de  l'intégrale  prise  entre  les  deux  limites  infinies  ;  or 

""20»  /— 

Cette  dernière  intégrale  est  - — -,  on  a  donc 
fdx.cos  rx.c-*'*'  =a  ^pc  4rt* 

L'analys© 
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L'analyse  qui  vient  de  nous  conduire  à  ce  résultat,  est  fondée  sur 
le  passage  du  réel  à  l'imaginaire  ;  car  on  y  traite  les  intégrales 
relatives  à  t  et  prises  entre  deux  limites,  dont  une  est  imaginaire 
et  l'autre  est  infinie ,  comme  si  ces  limites  étaient  toutes  réelles. 
Mais  on  peut  parvenir  à  ce  résultat  de  la  manière  suivante. 

Nommons^  l'intégrale  fdx.cos  rx.cr-*'**,  prise  depuis  *  nul 
jusqu'à  x  infini  ;  on  aura 

jj£  =  —  fxdx .  sin  rr .  c—'»' 
Œ^-sinncc-*'*' — —j./Hx.cos  rx.c-****; 

on  aura  donc ,  en  prenant  l'intégrale  depuis  *  nul  jusqu'à  * 
infini, 

L'intégrale  de  cette  équation  est 

ystsB.c  ^'j 

B  étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  détenninera  en  observant 
que  r  étant  nul,  on  a 

y=  B  =sfdx .  c-*,x': 
Cette  dernière  intégrale  est,  par  le  numéro  précédent,  donc 
B  =  ~;  par  conséquent 

yife.cos  rx.cr-'**  =  ^.<T . 

ce  qui  est  conforme  au  résultat  trouvé  ci-dessus  par  le  passage 
du  réel  à  l'imaginaire. 

En  dififérentiant  a»  fois  par  rapport  à  r,  on  aura 
/x"dx.COS  rx.c-o'*'  =  =fc  ^ .  c 


le  signe  -f- ayant  lieu  si  n  est  pair,  et  le  signe— si  n  est  impair. 

i3 
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Celte  dernière  équation  différentiée  par  rapport  à  r,  donne 

 ~J5 


En  intégrant  une  fois  par  rapportàr,  l'expression  de  fdx.cosrx.cr-*'*', 
on  aura  , 

'dx.ùnrx   ....  V 


/dx.nnrx   .  ,        V  t  rt 


4«« 


Lorsque  a  est  nul,  r-  devient  infini ,  et  l'intégrale  J*  c  4"'  prise 
depuis  r  nul,  devient  f .  y»;  donc 


dx.tin  rx  w 


a 


26.  On  peut  d<*  là  conclure  les  valeurs  de  quelques  intégrales 
définies  singulières  auxquelles  j'ai  été  conduit,  comme  on  le  verra 
dans  la  suite  ,  par  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire. 

Considérons  la  double  intégrale 

Jf2dx.ydy.c-y'  ^ cos  rx, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  ety  nuls  jusqu'à  x  et  y  infinis. 
En  l'intégrant  d'abord  par  rapport  à  y ,  elle  devient 

f*  dx.cosrx 

J  "T+F" 

Intégrons-la  maintenant  par  rapport  à  x.  On  a  par  le  numéro 
précédent, 

fdx .CQSrx. c-y  =  -V~.  c"'; 

ce  qui  doune 

ffxydy .  dx .  cos  rx .  c  -r"  •(«+*•:=      .fdy .  c~ 7  ~  <r . 

Il  s'agit  maintenant  d'avoir  cette  dernière  intégrale  prise  depuis  y 
nul  jusqu'à  y  infini. 
Pour  cela ,  donnons-lui  cette  forme , 


d.fdy.c 


I 


A^'.cfo.siûrx.c— "==^^.^.0  «*. 
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r  étant  supposé  positif,  la  quantité  (ay^" *)*  a  un  minimum  qui 
répond  à  .y  =       ;  ce  qui  donne  ar  pour  ce  minimum  ;  soit 


doue 


j>-  devant  s'étendre  depuis^  =  o  jusqu'à  y  =  00,  x  doit  s'étendre 
depuis  z= — 00  jusqu'à  x  =  ».  Cette  valeur  de  y  donne 

En  prenant  les  intégrales  depuis  r  = —  »  jusqu'à  *ss=»,  on  a 


on  a  donc 
partant 

/>.  ~ "  JT«      c     .  Kir 

/rfr.c        = — 8 — • 
On  aura  généralement  par  la  même  analyse ,  l'intégrale 

fy^^.dy.c~r"^\ 

prise  depuis  y  nul  jusqu'à  y  infini  ^  et  par  conséquent  aussi  dans 
les  mêmes  limites ,  l'intégrale 

.n  b 
~t  -  —  <J-X  —  — 

c  et  6  étant  positifs.  Cela  posé,  on  aura 


on  a  donc 
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Eu  différentiant  par  rapport  à  r  on  a 

/xdx.  ain  rx   _ 

de  là  il  est  facile  de  conclure  la  valeur  de  l'intégrale 


/(  a  +  bx).dx.cotrx 
m  -f-  anx  +  x*  ' 


prise  depuis  x  =  —  <»  jusqu'à  x  infini,  le  dénominateur  n'ayant 
point  de  facteurs  réels  en  x  du  premier  degré.  Si  Ton  fait 


*  ss  —  n  -f-  x' .  v'7"  —  ; 
cette  intégrale  devient,  en  supposant 


/(q'.f Z>a' ) .      . r çpg( r.r' .  l/m — n ') .  cos  rn  -f-  »in  (r x' .  y/ m  — n*).  sin  rnj 

Cette  intégrale  doit  être  prise  comme  celle  relative  à  *rdcpuis  x'=>— .  oo 
jusqu'à  x'  =s  oo  ;  or  l'intégrale  f  '"'^i.^»  m~"')  prjse  dans 

ces  limites,  est  nulle  j  parce  que  ses  élémens  négatifs  détruisent 
ses  élémens  positifs  correspondons  j  il  en  est  de  même  de  l'inté- 

gralcy-^.ri»(rx-V^).  la  fonction  intégrale  précédente  se  ré- 
duit donc  à 

/[a' . cos  rn . cos  (rx' .  \/ m— /»')  -4- & •  «n  rn . sin  (rx" .  \/m  —  »*)] x' 

■  • 

On  a  par  ce  qui  précède, 

rdx'.  cos(rx.  Km-n') 

En  dùTérentiant  cette  expression  par  rapporta  r,  on  a 
on  a  donc 

/(a+&x).c£r. cos r.r       ,   ,  ,   .  »  ./  ■  „. 
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On  trouvera  par  la  même  analyse, 


Si  Ton  diflerentie  la  première  de  ces  deux  équations ,  i  —  1  fois 
par  rapport  à  m,  et  ensuite  as  fois  par  rapport  à  r,  on  aura  l'ex- 
pression de  l'intégrale 

/x*' .  tfcc .  (a-f-frx) . cos  rx       ,  .  » 
(m+a/ix+x*)'       '  l1' 

Maintenant  M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
de  x ,  le  degré  de  la  première  étant  supposé  plus  petit  que  celui 
de  la  seconde ,  et  N  étant  supposé  n'avoir  aucun  facteur  réel  du 
premier  degré  ;  on  pourra ,  comme  on  sait ,  décomposer  l'intégrale 

J*~.dx .  cosrx,  en  diffère  n  s  termes  de  la  forme  (»');  on  aura 

donc  généralement  l'expression  de  cette  intégrale  définie. 

On  aura  de  la  même  manière,  la  valeur  de  l'intégrale 


sin  rx. 


37.  Reprenons  maintenant  la  formule  (B)  du  n*  a3.  Le  cas  de 
1  =  2  étant  le  plus  ordinaire,  nous  allons  exposer  ici  les  for- 
mules qui  y  sont  relatives.  La  formule  (B)  devient  dans  ce  cas, 

ici.  l'on  a 

*  =  VlogK-log,,   »=  , 

Fêtant  le  maximum  de  yy  et  a  étant  la  valeur  de  x  qui  corres- 
pond à  ce  maximum  i  V,  ~y  etc.  sont  ce  que  deviennent  w, 
fc,  etc.,  lorsqu'on  y  change  x  en  a.  Cette  formule  donne,  en 
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l'intégrant  depuis  *=  T  jusqu'à  t=.  T'y  / 

+  '4 .  T^35  +  etc.)./*.c- 

l'intégrale  77//.  r— '*  étant  prise  depuis  /=  y  jusqu'à  <  =  7",  et  l'in- 
tégrale fytlx  étant  prise  depuis  la  valeur  de  xqui  convient  à  t=Tt 
jusqu'à  celle  qui  convient  à  t=.T. 

Si  l'on  suppose  T  =  —  00  et  7^  =  oc ,  on  aura  généralement 

T\c-T'=o,    T\c~T'  =  o. 

On  a  d'ailleurs  par  le  n*  a  * ,  fdt.c-1'  la  formule  précédente 

devient  ainsi 

l'intégrale  />d*  étant  prise  entre,  les  valeurs  de  *  qui  "Tendent 
y  nul,  et  Y  étant  le  maximum  dey,  compris  entre  ces  valeurs.  Les 
difierens  termes  de  cette  formule  se  détermineront  facilement  par 
le  n'  a5,  et  l'on  aura 

x  devant  être  changé  en  a ,  après  les  dùTérentiations.  On  a 

b*/      .y      vm  ' 
la  supposition  de  x  =  a  fait  disparaître     j  on  aura  donc 

kgy  —  «mk 

y  et  étant  ce  que  deviennent  /  et  t^,  lorsqu'on  y  change  x 
en  a.  Ainsi,  en  ne  considérant  dans  la  formule  (d)-que  le  premier 
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lermc  de  la  série,  on  aura  à  très-peu  près 

Cette  expression  de  fydx  sera  d'autant  plus  approchée,  que  les 
facteurs  de  y  seront  élevés  à  de  plus  hautes  puissances. 

La  formule  (c)  renferme  l'intégrale  indéfinie  fdt.c-  '*  prise  depuis 
*  =  T  jusqu'à  t  —  T'\  ce  qui  revient  à  la  prendre  depuis  t  —  o 
jusqu'aux  limites  T  et  T',  et  à  retrancher  la  première  intégrale 
de  la  seconde.  Il  n'est  pas  possible  d'obtenir  en  termes  finis,  l'in- 
tégrale prise  depuis  t  nul  ;  mais  on  l'obtiendra  d'une  manière  fort 
approchée ,  si  T  est  peu  considérable ,  par  la  série  suivante  : 

fM.c-  =  T-  Ç  +  £ .  £  -  ^  .  Ç  +  ^ .  £  -  etc. 

Cette  série  a  l'avantage  d'être  alternativement  plus  petite  ou  plus 
grande  que  l'intégrale,  suivant  que  l'on  s'arrête  à  un  terme  positif 
ou  négatif.  Ce  genre  de  séries  que  l'on  peut  nommer  séries-limite s , 
a  ainsi  l'avantage  de  faire  connaître  les  limites  des  erreurs  des  ap- 
proximations. On  a  encore 

Ces  deux  séries  finissent  toujours  par  être  convergentes ,  quelle 
que  soit  la*  valeur  de  T\  mais  leur  convergence  ne  commence  qu'à 
des  termes  éloignés  du  premier,  si  iT%  a  une  valeur  considérable  j 
il  convient  donc  de  ne  les  employer  que  pour  des  valeurs  égales 
ou  moindres  que  quatre.  Pour  de  plus  grandes  valeurs  ,  on  pourra 
faire  usage  de  la  série  suivante,  qui  donne  la  valeur  de  l'intégrale 
f  dt.c-  «'  depuis  t  =  T  jusqu'à  t  infini , 

Cette  série  est  encore  une  série-limite.  En  la  retranchant  de 
î-  \Sïry  valeur  de  l'iutégrale  fdt.c—1'  prise  depuis  <nul  jusqu'à  *  in- 
fini, on  aura  la  valeur  de  l'intégrale  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t=  T. 
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Mais  la  série  a  l'inconvénient  de  finir  par  être  divergente  :  on  obvie 
à  cet  inconvénient ,  en  la  transformant  en  fraction  continue,  comme 
je  l'ai  fait  dans  le  dixième  Livre'  de  la  Mécanique  céleste,  OÙ  j'ai 

trouvé  qu'en  faisant  g  =  on  a,  l'intégrale  étant  prise  depuis 
t  =  T  jusqu'à  l'infini, 

»  + 

1-+ 


î-fttc. 


Pour  faire  usage  de  cette  expression,  il  faut  réduire  la  fraction 
continue 


en  fractions  alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  la 

fraction  entière.  Les  deux  premières  fractions  sont  ~ ,  -j-^  J  les 

numérateurs  des  fractions  suivantes  sont  tels ,  que  le  numérateur 
de  la  fraction  i***  est  égal  au  numérateur  de  la  fraction  (i-—i)<fl"% 
plus  au  numérateur  de  la  fraction  (/-—a)'*"*,  multiplié  par  (i — i).q  ; 
les  dénominateurs  se  forment  de  la  même  manière.  Ces  fractions 
successives  sont 

i       i       i-fa<       '  +  5<7        >  4- 97  +  89'  ptr 

Lorsque  q  ou  ^7  sera  égal  ou  moindre  que  ^,  ces  fractions  don- 
neront d'une  manière  prompte  et  approchée,  la  valeur  de  la 
fraction  entière. 

28.  On  peut  facilement  étendre  l'analyse  précédente  aux  doubles, 
triples,  etc.  intégrales.  Pour  cela,  considérons  la  double  intégrale 
Jjdxdx'i  y  étant  une  fonction  de  *  et  de  ^,  qui  renferme  des 

facteurs 
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facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances.  Supposons  que  l'intégrale 
relative  à  x'  doive  être  prise  depuis  une  fonction  X  de  x  jusqu'à 
une  autre  fonction  X'  -h  X  de  la  même  variable.  En  faisant 
x'  =  X  H-  tX' ,  l'intégrale  fydxdx'  se  changera  dans  celle-ci , 
JyX.dx.dt  ;  l'intégrale  relative  à  t  devant  être  prise  depuis  <=o 
jusqu'à  1  :  on  peut  donc  réduire  ainsi  l'intégrale  fydx.dx'lx  des 
limites  constantes  et  indépendantes  des  variables  qu'elle  renferme. 
Nous  supposerons  qu'elle  a  cette  forme,  et  que  l'intégrale  relative 
à  .r  est  prise  depuis  x  =8  jusqu'à  et  que  l'intégrale  relative 

à  x'  est  prise  depuis  x* =8'  jusqu'à  *'=<»'.  Cela  posé ,  en  nommant 
Y  ce  que  devient^  lorsqu'on  y  change  x  et  *'  en  8  et  8'  ;  on  fera 

y=r.c-<-<'; 

en  supposant  ensuite 

on  réduira  log  -  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  u  et  de     et  l'on  aura  une  équation  de  cette  forme 

Jkl.u-hM'.u'  =  t  -h 
dans  laquelle  M  est  la  partie  du  développement  en  série,  de 
log  - ,  qui  renferme  tous  les  termes  multipliés  par  u ,  et  31'  est 

l'autre  partie  qui  renferme  les  termes  multipliés  par  u',  et  qui  sont 
indépendans  de  u.  On  partagera  l'équation  précédente ,  dans  les  deux 
suivantes  : 

M.u  =  tt  M'.u'=t'i 
d'où  l'on  tirera  celles-ci,  par  le  retour  des  suites, 

N  étant  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  t  et  de 
i',  et  N'  étant  uniquement  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de 
et  étant  indépendante  de  t  ;  ces  deux  suites  sont  très-convergentes, 
si  y  renferme  des  facteurs  très-élcvés.  Maintenant  on  a  dx .  dx' 
~ du.  du' ;  de  plus  on  a 

i4 
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mais  dans  le  produit  du .  du',  la  différentielle  du  est  prise  en  fai- 
sant u'  constant,  ce  qui  rend  1!  constant ,  ou  dt'  =s  o  ;  on  a  donc 

par  conséquent 

ce  qui  donne 

fydx.dx'  -  V.f(±g)  •  Ç^.dt.dï.c-'-*. 

Il  est  facile  d'intégrer  les  divers  termes  du  second  membre  de 
cette  équation  ,  puisqu'il  ne  s'agit  que  d'intégrer  des  termes  de  la 
forme  ff.dt.c-'. 

Si  l'on  prend  l'intégrale  relative  à  f*,  depuis  t'  nul  jusqu'à  *'  in- 
fini, et  que  l'on  nomme  Q  le  résultat  de  l'intégration  j  on  aura 

fydx'  =  Y.Qr 

l'intégrale  relative  à  x'  étant  prise  depuis  j^sr  6'  jusqu'à  la  valeur 
de  x',  qui  répond  à  t' infini.  Si  l'on  change  ensuite  dans  F  et  Q, 
6'  en  <w',  et  que  l'on  nomme  F'  et  Q',  ce  que  deviennent  alors  ces 
quantités  j  on  aura 

fydx'^Y'.Q, 

l'intégrale  étant  prise  depuis  *'=*■'  jusqu'à  la  valeur  de  x',  qui 
répond  à  S  infini. 

En  nommant  R  et  R'  les  intégrales  JQdt  et  JQ'dt  prises  depuis 
t  nul  jusqu'à  t  infini  ;  on  aura 

fydx.dx' ^YR—VR', 

l'intégrale  relative  à  x'  étant  prise  depuis  jr7  =6'  jusqu'à  x' 
et  l'intégrale  relative  à  or  étant  prise  depuis  .r=ô  jusqu'à  la  valeur 
de  x  qui  répond  à  t  infini.  Si  dans  F,  R,  F',  R'>  on  change  Odans  «r, 
et  que  l'on  nomme  F,,  Jl»,  Fi ,  .Ri  ce  que  deviennent  alors  ces 

quantités  j  on  aura 

/rrfr  •  dx'  =  F, .  Rt  —  Fi .  1?; , 
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l'intégrale  relative  à  x>  étant  prise  entre  les  limites  8'  et  w',  et 
l'intégrale  relative  à  jr  étant  prise  depuis  jc=«w  jusqu'à  la  valeur 
de  x  qui  répond  à  t  infini;  on  aura  donc 

fycU.dx1  z=YR  —  TR  —  F.fl.-f-  FX , 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  entre  les  limites  6  et  et 
l'intégrale  relative  à  x'  étant  prise  entre  les  limites  8'  et 

Cette  formule  répond  à  la  formule  (A)  du  n*  ao,  qui  n'est  rela- 
tive qu'à  une  seule  variable  ;  elle  a,  comme  elle ,  l'inconvénient  de 
ne  pouvoir  s'étendre  aux  intervalles  Yuisins  du  maximum  dey. 
H  fout ,  pour  ces  Intervalles ,  employer  une  méthode  analogue  à 
celle  du  n*  a3.  Ainsi ,  en  supposant  que  dans  l'intervalle  compris 
entre  0  et  <&,y  devienne  un  maximum  relativement  à  x,  ensorte 
que  la  condition  de  ce  maximum  ne  fesse  disparaître  que  la  diifë- 
renticlle  de  y,  prise  par  rapport  à  x;  on  fera 

Y  étant  la  valeur  de  y  qui  convient  à  ce  maximum  et  à  x'  =  8'; 
et  si  dans  l'intervalle  compris  entre  les  limites  des  intégrations 
relatives  à  x  et  à  x\y  devient  un  maximum;  on  fera 

ys=  r-c-*'-1". 

Comme  nous  aurons  besoin  principalement  dans  la  suite,  de 
Pintégralc  Jydx.dx1  prise  entre  les  limites  dex  et  de  x7  qui  rendent 
y  nul,  nous  allons  discuter  ce  cas. 

Considérons  l'intégrale  Jydx.dx' ,  y  étant  une  fonction  de  x,  x7, 
qui  renferme  des  facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances.  Si  Ton 
nomme  a ,  a'  les  valeurs  de  x ,  x'  qui  répondent  au  maximum 
dey,  et  que  l'on  nomme  Y  ce  maximum;  on  fera  v 

ys=  Y.c-^'i 

en  supposant  ensuite 

» 

xsra  +  î,  x'=a'-f-8'; 

■ 

on  substituera  ces  valeurs  dans  la  fonction  log  -  ,  et  en  la  déve- 
loppant dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et 
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aux  produits  de  6 ,  ô'  ;  on  aura  une  équation  de  cette  forme 

3I.B*  -h  *NM+  P.V*=r  +  t". 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  fonnc 

on  fera  donc 

En  différeniiant  ces  équations ,  on  aura  des  différentielles  de 
cette  forme 

dt  =  L.S  -f-  I.dB'y 
=  L'.S  4-  I'.dh'. 

Maintenant  on  a 

Jydx .  dx'  =  fy .  S .  dQ'  ; 

dans  le  produit  dQ.dù',  dô  est  pris  en  supposant  V  constant,  et 
alors  on  a 

dt=L.Si 

ensuite  dt*  doit  être  pris  en  regardant  t  constant,  dans  le  produit 
dt.dt*-,  alors  on  a 

o  =  L .  dQ  -r-  /.  rfô', 
dt!  =  L'.S  -f-  /'.d6'j 

ce  qui  donne 

dt'=^£=£l2.S'; 

on  a  donc 

dt.dt'  z=z  S.dQ'.  (LI' — L'I); 

parce  moyen ,  l'intégrale^dfl.dfl'  est  transformée  dans  celle-ci, 

r  dt.dt. c-"-*'- 
rj     w  —  Z7  " 

Le  dénominateur  LI—L'I  est  une  fonction  de  Ô  et  de  ô'  que  l'on 
réduira  en  fonction  de  /  et  de  au  moyen  des  valeurs  de  *  et  de  t' 
en  Ô  et  6'.  On  obtiendra  ainsi  l'intégrale  précédente  dans  une  suite 
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de  termes  de  la  forme  f*.  dt.dt!  .c- «'-«'' j  les  intégrales  étant 
prises  depuis  t  et  /'  égaux  à  —  <x> ,  jusqu'à  leurs  valeurs  infinies  posi- 
tives. Ces  intégrales  sont  nulles ,  lorsque  l'un  des  deux  nombres  n 
et  n'  est  impair  ;  et  dans  le  cas  où  ils  sont  tous  deux  pairs,  n  étant 
égal  à  ai,  et/i'  à  ai',  on  a 


a' .  a 

Si  les  puissances  auxquelles  les  facteurs  de  y  sont  élevés ,  sont 
très-grandes;  alors  on  a,  à  très-peu  près, 

(àdY\  (ddY\  (ddYs 

M  —     ay    5     3iY^=  y  >       ■*    ay  J 

(S)-  (£)  *»*  «  q«e  devienne.  (£), 
et  lorsqu'on  y  change  or  et  .r'  en  a  et  a'j  l'intégrale  fydx.dx? 

devient  ainsi  à  fort  peu  près  , 

jT.r 


.  //ddV\  /ddf\     /  ddY  y" 
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1 


CHAPITRE  II. 

De  l'intégration  par  approximation ,  des  équations  linéaires 
aux  différences  finies  et  infiniment  petites. 

39.  O»  a  vu  -dans  le  n'  aa  ,  que  fcs  intégrales  4es  équations 
linéaires  aux  différences  entre  une  variable  * ,  dont  la  différence 
finie  est  supposée  constante ,  et  une  fonction  y,  de  cette  variable , 
peuvent  être  mises  sous  la  forme  y,=.fx?.  ?rfx,  <p  étant  une  fonc- 
tion de  X  de  la  même  nature  que  la  fonction  génératrice  de  l'équa- 
tion proposée  aux  différences,  et  l'intégrale  étant  prise  dans  des 
limites  déterminées  de  x.  En  supposant  *  un  très-grand  nombre , 
on  aura  par  l'analyse  précédente ,  une  valeur  très-approchée  de 
cette  intégrale ,  et  par  conséquent  de  Mais  -cette  méthode  d'ap-. 
proximation  étant  très-importante  dans  la  théorie  des  probabilités , 
nous  allons  la  développer  avec  étendue. 

Considérons  l'équation  aux  différences  finies 

S=A.y,  +  B.b.ft+C.b%.y,+  cte.>  (1) 

A,  5,C,etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  s, 
auxquelles  nous  donnerons  cette  forme  : 

A  =  a  -f-  a(,) .*  +  «(° .»•(*  — 1)  +  a(,>.*.(*— — a)  + etc., 
B  =  b-\~b{'Ks+  1) -h  6P>  .*.(«— a)-f-etc, 

C  =  e+e^.s+  «<•>.«.(«— 1)  -f-      .».(«— a)  -H  etc., 
etc.} 

à  .y,  est  la  différence  finie  de  j,,  *  étant  suppose  varier  de  l'unité  ; 
A'.j',,  às.jn  etc.  sont  les  seconde,  troisième,  etc.  différences 
de  y,;  et  S  est  une  fonction  de  *.  Cela  posé,  représentons^,  par 
ftf.Qdx,  <p  étant  une  fonction  de  x  qu'il  faut  déterminer ,  ainsi 
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<jue  les  limitée  de  l'intégrale.  Eu  désignant  x1  par  <ty,  on  aura 

L.y,=zfjy.(x— i).<pdx,    &\y,=:ffy.(x~-  i)'.?<fo:,  etc.; 

on  aura  ensuite 

a. x'=sx  s. (s — j).x'=x*.^&,  etc.; 

l'équation  (1)  aux  différences,  devient  ainsi 

]-|-  .  .(*—*)  4-  e<'> .(m). 4-  etc. 

S~f<pclx.[ 

14-  .(*-»)  +  .(x-i)-+etc.]| 

f-f-  etc. 

Au  lieu  de  foire  y,  égal  à  ficj^lx,  on  peut  le  supposer  égal  à 
fc-".<pdx;  alors  on  a 

De  plus ,  si  l'on  désigne  c_,x  par  ety,  on  aura 

en  mettant  donc  les  coefficiens  de  l'équation  (i)  sous  cette  forme , 

A  =  a  -f-  a(,5.«  4-  aCB).s*  +  etc., 

*  =  b  -f-  4-  6W  .«.•  4>  etc., 

C  =  «  4-  e°>.5  4-  ec*>.«'4-  etc., 
etc.; 

cette  équation  prendra  la  forme 

•  (c"'—  i)4-e.(c— — î^+ctc.] 
C^°  +  *°         i)**'  •  (c"-i)'+etc.]| 
|+  "rf^-  (c-*— i)4-eW .  (c-*--i)«4-etc.] 
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Eu  représentant  généralement  y,  par  fjy.tpdx,  les  deux  formes 
que  l'équation  (  1  )  prend  dans  les  suppositions  de  Jy=r  et  de 
Jy  =  c—s,  seront  comprises  dans  la  suivante 

S=f<pdx.  (flf.fy  +  N.ig  +  J».^£  +  Q.£$+ttc), 

M,  N ,  P,Q,  etc.  éjtant  des  fonctions  de  x  indépendantes  de  la 
variable  s ,  qui  n'entre  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,. 
qu'autant  quo  Jy  ot  ses  différences  en  sont  fonctions. 

Maintenant ,  pour  y  satisfaire,  on  intégrera  pur  parties,  ses  difFé- 
rens  termes  ;  or  on  a 

etc.} 

l'équation  précédente  devient  ainsi 

.*.(»-igï  +  ±£L  -  +  etc.) 

h-  c+ j>.(a#        h-  £g«  -  etc.) 

+  ^.(*-^+etc.) 

H-  ^  •  «*P  ~  etc.) 
-f-  etc. , 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Puisque  la  fonction  <p  doit  être  indépendante  de  .ç,  et  par  con- 
séquent de  J'y ,  on  doit  égaler  séparément  à  zéro,  la  partie  de  cette 
équation,  ailèctée  du  signe / ;  ce  qui  partage  l'équation  précédente 
dans  les  deux  suivantes , 

o„v?>  —    rfx.   -f-   apr~+ctc-'  W 

5= 
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,=c+*.(w-±£->  +  £gû-.-c.) 
<»-«*>.) 

-f-  etc. 

La  première  de  ces  équations  sert  à  déterminer  la  fonction  <p  ;  et  la 
seconde  détermine  les  limites  dans  lesquelles  l'intégrale  ffy.çdx 
est  comprise. 

On  peut  observer  que  l'équation  (a)  est  l'équation  de  condi- 
tion qui  doit  avoir  lieu ,  pour  que  la  fonction  différentielle 

•  * 

soit  une  différentielle  exacte ,  quel  que  soit  Sy  •  et  dans  ce  cas , 
l'intégrale  de  cette  fonction  est  égale  au  second  membre  de  l'équa- 
tion (  3  )  ;  <p  est  donc  le  facteur  en  x  seul  qui  doit  multiplier 
l'équation 

o  =  M.  Jy  +  N.ig  +  P.^-Hetc. , 

pour  la  rendre  intégrablc.  Si  <p  était  connu ,  on  pourrait  abaisser 
cette  équation  d'un  degré  ;  et  réciproquement,  si  cette  équation 
était  abaissée  d'un  degré,  le  coefficient  de  «fj,  dans  sa  différen- 
tielle divisée  par  Mdx,  donnerait  une  valeur  de  <p  ;  cette  équation 
et  l'équation  (a)  sont  conséquemment  liées  entre  elles ,  de  manière 
qu'une  intégrale  de  l'une  donne  une  intégrale  de  l'autre. 

La  valeur  de  <p  étant  supposée  connue ,  on  aura  celle  de  y,  au 
moyen  d'une  intégrale  définie.  L'intégration  de  l'équation  (1)  aux 
différences. finies ,  est  donc  ainsi  ramenée  à  l'intégration  de  l'é- 
quation (a)  aux  différences  infiniment  petites,  et  à  une  intégrale 
définie. 

Considérons  présentement  l'équation  (3),  et  faisons  d'abord  S=.o. 

Si  1  on  suppose  que  Jy ,       ,         ,  etc.  deviennent  nuls  ,  au 

moyen  d'une  même  valeur  de  x,  que  nous  désignerons  par  h , 
et  qui  soit  indépendante  de  *  ;  il  est  clair  qu'en  supposant  C  nul , 

i5 
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cette  valeur  satisfera  à  l'équation  (3),  et  qu'ainsi  elle  sera  une  des 
limites  entre  lesquelles  on  doit  prendre  l'intégrale  fîy.çdx.  La 
supposition  précédente  a  heu  visiblement,  dans  les  deux  cas  de 
Jj=  jc"  et  de  jy  ssc-**;  dans  le  premier  cas,  l'équation  jc  =  o, 
et  dans  le  second  cas,  l'équation  x=oc,  rendent  nulles  les  quan- 
tités Jy ,  etc.  Pour  avoir  d'autres  limites  de  l'intégrale 

fty.qdXi  on  observera  que  ces  limites  devant  être  indépendantes 
de  s,  il  faut  dans  l'équation  (3),  égaler  séparément  à  zéro,  les 

coemeiens  de  Jy,       ,  etc. ;  ce  qui  donne  les  équations  suivantes, 

o  =  rv  -  ig*^  etc., 

o  =  Q$  —  etc., 
etc. 

Ces  équations  sont  au  nombre  t,  si  i  est  l'ordre  de  l'équation 
différentielle  (a);  on  pourra  donc  éliminer,  à  leur  moyen,  toutes 
les  constantes  arbitraires  de  la  valeur  de  p ,  moins  une  ;  et  l'on  aura 
une  équation  finale  en  x,  dont  les  racines  seront  autant  de  limites 
de  l'intégrale  fSy.qdx.  On  cherchera  par  cette  équation,  un  nombre 
de  valeurs  différentes  de  x,  égal  au  degré  de  l'équation  différen- 
tielle (i).  Soient  q,  9e0,  <jr(,),  etc.  ces  valeurs;  elles  donneront 
autant  de  valeurs  différentes  de  <p ,  puisque  les  constantes  arbi- 
traires de  <p,  moins  une  ,  sont  déterminées  en  fonctions  de  ces 
valeurs.  On  pourra  ainsi  représenter  les  valeurs  de  <p ,  correspon- 
dantes aux  limites  y,  qir>,  \  etc. ,  par  B.  A ,  S^^JhS^ ,  BP*  .Xe*5 ,  etc.; 
7?,  ^C),  etc.  étant  des  constantes  arbitraires;  et  l'on  aura 
pour  la  valeur  complète  de^,, 

y,=B.f$y*.dx+W>  ./Jy.W  .dx  -f  &».fJj.W.dx  +  etc.; 

l'intégrale  du  premier  terme  étant  prise  depuis  x  =  h  jusqu'à  x=ç , 
celle  du  second  terme  étant  prise  depuis  x=A  jusqu'à  xssy1'5,  et 
ainsi  du  reste.  On  déterminera  les  constantes  B ,  W> ,  etc. ,  au 
moyen  d'autant  de  valeurs  particulières  de^,. 
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Supposons  maintenant  que  dans  l'équation  (5),  S  ne  soit  pas  nul. 
Si  l'on  prend  l'intégrale  f£y  .<pdx  depuis  x  =  h  jusqu'à  x  égal  à  une 
quantité  quelconque  p  ;  il  est  clair  que  l'on  aura  C=  o ,  et  que  5  sera 
ce  que  devient  la  fonction 

4- etc., 

lorsqu'on  y  change  x  en  p.  Ainsi  pour  le  succès  de  la  méthode  pré- 
cédente ,  il  est  nécessaire  que  S  ait  la  forme  de  cette  fonction.  Fai- 
sons, par  exemple ,  <^*=x',  et 

S=p.[l+fi*  .a  +  fi*.s.{s—  i)+P>  .«.(*— 1).(«— a) -f- etc.]; 

en  comparant  cette  valeur  de  S  à  la  précédente ,  on  aura 

f>  .p  ss  P<p  —  etc. , 
etc., 

x  devant  être  changé  en  p  dans  les  seconds  membres  de  ces  équa- 
tions dont  le  nombre  est  égal  au  degré  de  l'équation  différentielle 
(a).  On  pourra  donc,  à  leur  moyen,  déterminer  les  constantes  arbi- 
traires de  la  valeur  de  p  ;  et  si  l'on  désigne  par  4>  ce  que  devient 
<p,  lorsqu'on  a  ainsi  déterminé  ses  arbitraires,  on  aura 

y,  s= fx? .  "^dx. 

De  là  et  de  ce  que  l'équation  (  î  )  est  linéaire ,  il  est  facile  de  con- 
clure que  si  S  est  égal  à 

p' .  [  /  -f-  f> .  s  +  f> .  s .  («—  i )  4-  etc.] 
+P\  •  [/.  4-  tf  >  •  s  4-  /?» .  fi .  i  )  4-  etc.] 
4- etc. 

En  nommant  4'»  etc. ,  ce  que  devient  4  lorsqu'on  y  change  succès- 
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sivcmcnt  p,  I,       etc.,  en ,  etc.,  en  pi7  elc;  on  aura 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  x  =  h  jusqu'à  x=p,  la 
seconde  étant  prise  depuis  x—h  jusqu'à  x=pn  etc.  Cette  valeur 
de/,  ne  renferme  aucune  constante  arbitraire;  mais  en  la  joignant 
à  celle  que  nous  avons  trouvée  précédemment  pour  le  cas  de  S  nul', 
on  aura  l'expression  complète  de  jt. 

3o.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  un  nombre  quelconque 
d'équations  linéaires  aux  différences  finies  entre  un  pareil  nombre 
de  variables/,,  jr'n  j-%  etc.,  et  dont  les  coefficiens  soient  des  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  de    Faisuus  alors 

y,=fx'.qdx1  y,=zfx'.<p,dx1    y,=:fx'.f"dxJ  etc.; 

ces  diverses  intégrales  étant  prises  entre  les  mêmes  limites  déter- 
minées et  indépendantes  de  s.  Nous  aurons 

A  .y,  =/x' .  [x—  \) .  <pdx.  ,  A'.jr,  =/x .  (x—\ )• .  <pdx  ,  etc.  ; 
A  \).$'dx,    AV;=/r'.(jc—  \)%.<p'dx,  etc.; 

etc. 

Les  équations  dont  il  s'agit,  pourront  ainsi  être  mises  sous  les 
formes  suivantes, 

S= fx-.zdx,   S,=/x',z'dx,   8'=fx>.z"dx,  etc., 

S,  S\  S",  etc.  étant  des  fonctions  de  s  seul,  ctz,«',  z",  etc.,  étant 
des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  la  même  variable  ,  et  de 
ar,  <p,  <p',  <p",  etc.,  dans  lesquelles  <p ,  <p',  etc. ,  sont  sous  une  forme 
linéaire. 

Considérons  d'abord  l'équation 

S  =  fx'.zdx, 

on  a 

*z=Z  +  s.t>.Z  +  A\Z  +  i^=Û£=£ .  A'.Z+Ctc.; 
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la  caractéristique  A  des  cliflcreiiccs  finies  étaut  relative  à  la  variable  st 
et  Z  y  A.Z,  etc.  étant  ce  que  deviennent  z,  A.z,  etc.,  lorsqu'on  y 
suppose  *=o.  On  aura  donc 

S  =  fie .  dx .  (Z •+• s .  A .  Z  +  S-~1^  •  A  '.  Z  -+- e  te .). 

Si  l'on  faitx'=  jy ,  on  aura 

sx'~x.^gZ ,         — 1) .x'xr  x'.^^/ ,    etc.  ; 
Péquation  précédente  devient  ainsi 

d'où  l'on  tire  en  intégrant  par  parties,  comme  dans  le  numéro  pré- 
cédent ,  les  deux  équations  suivantes, 

o  =  Z  -  Ife^  +  * etc. ,  (a) 

g-  C  +  fr.(«Ag-'  ^.j/'  +  etc.) 

-f-  etc. 

C  étant  une  constante  arbitraire.  L'équation 

S'=fic'.z'dx1 
traitée  de  la  même  manière ,  donnera 

Sf  =  C  +  ».  (x.  A  .Z'-  '  etc.) 
4-  etc. 

les  équations  S"s=  fie»z1'dx;  S"'=  fie  .z"'dx,  etc. ,  produiront  des 
équations  semblables ,  que  nous  désignerons  par  (a") ,  (6")  ;  (a'") 
(6"');  etc. 
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Les  équations  (a),  (a'),  (a"),  etc.  détermineront  les  variables 
9 ,  f'y  p",  etc.  en  fonction  de  x  ;  et  les  équations  (A),  {b') ,  (6"),  etc. 
détermineront  les  limites  dans  lesquelles  on  doit  prendre  les  inté- 
grales foc'.zdjcyfx'.z'dx,  etc.  L'une  de  ces  limites  cstx=o.  Pour 
avoir  les  autres,  on  supposera  d'abord  S,  &>  iS",  etc.  nuls;  les 
constantes  C,  C,  C",  etc.  seront  par  conséquent  nulles  dans  les 
équations  (b) ,  (6') ,  etc.,  puisque  la  supposition  dcx=o  rend  nuls 
les  autres  termes  de  ces  équations.  En  égalant  ensuite  séparément 

à  zéro ,  les  coefficiens  de  Jy ,        etc.  dans  ces  mêmes  équations, 
on  aura  les  suivantes , 

o  =  x.A.Z  ,  a  dx  J4-etc, 

etc.; 

o  =  x.A.  Z  , — s-f-etc., 

r1  A*  7' 
•  J-  •  *■*  •      •  .1,. 

o  =  etc., 

etc.  ; 
etc. 

• 

On  éliminera,  au  moyen  de  ces  équations,  toutes  les  constantes 
arbitraires,  moins  une,  des  valeurs  de  Qt  <p',  0",  etc.,  et  l'on  ar- 
rivera à  une  équation  finale  en  x,  dont  les  racines  seront  les  limites 
des  intégrales  Jx'.QdXy  fx'.ç'dx,  etc.  On  déterminera  autant  de 
ces  limites  qu'il  est  nécessaire,  pour  que  les  valeurs  de  j, ,jr';i  etc. 

soient  complètes. 

Supposons  maintenant  que  S. ne  soit  pas  nul,  et  qu'il  soit 
égal  à 

p' .  [  /  +  fi'> .  s  -f-  fi  > .  s . (*— 1)+ etc.]. 

En  faisant  C= o  dans  l'équation  (b) ,  et  en  y  mettant  x'  au  lieu  de 
.  jy ,  on  aura 

^.[/^^H-^).«.(«)H-etc.]=^.(a:.A.Z~^^^-f-ctc.) 

-f-clc. 
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d'où  Ton  conclut  d'abord  x  ==p ,  ensorte  que  les  intégrales  fx*  .<pdx , 
ftf.ç'dx,  etc.,  doivent  être  prises  depuis  x=o  jusqu'à  x=p.  La 
comparaison  des  coefficiens  de  sy  s. (s — 1),  etc.,  donnera  ensuite 
autant  d'équations  entre  2,  etc.,  et  les  constantes  arbitraires 
des  expressions  de  ?  ,  etc.  L'égalité  à  zéro  de  ces  mêmes  coeffi- 
ciens, dans  les  équations  (£'),  (6"),  etc.,  donnera  de  nouvelles 
équations  entre  ces  arbitraires  que  l'on  pourra  ainsi  déterminer 
au  moyen  de  toutes  ces  équations.  On  aura,  par  ce  procédé ,  les 
valeurs  particulières  de  y, ,  qui  satisfont  au  cas  où  8t,  5",  etc. 
étant  nuls ,  S  a  la  forme  que  nous  venons  de  lui  supposer ,  ou,  plus 
généralement ,  est  égal  à  un  nombre  quelconque  de  fonctions  de 
la  même  forme. 

Pareillement,  si  l'on  suppose  que  S,  <S",  etc.  étant  nuls,  &  est 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  semblables ,  on 
déterminera  les  valeurs  particulières  de  yny', ,  etc. ,  qui  satisfont 

à  ce  cas,  et  ainsi  du  reste.  En  réunissant  ensuite  toutes  ces  valeurs, 
à  celles  que  l'on  aura  déterminées  dans  le  cas  où  5,  etc.  sont 
nuls;  on  aura  les  expressions  complètes  de  y,  fy'lt  etc..  corres- 
pondantes au  cas  où  S,  S*,  etc.  ont  lee  formes  précédentes. 

Il  est  facile  d'étendre  cette  méthode  aux  équations  aux  différences 
infiniment  petites,  ou  en  partie  finies,  et  en  partie  infiniment 
petites ,  et  dans  lesquelles  les  coefficiens  des  variables  principales 
et  de  leurs  différences,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  s ,  que 
l'on  peut  toujours  rendre  entières ,  en  faisant  disparaître  les  déno- 
minateurs. Si  l'on  désigne,  comme  ci-dessus,  j>wy,,y', ,  etc. ,  les 

variables  principales  de  ces  équations ,  et  si  l'on  lait 
y.^zfx- ,<pdx y    y;=zfx'.p'dx,  etc.; 

on  aura 

d£=fx,.<pdx.\ogx  ,    ^£         <p<£r. (log.  x)*,  etc.; 

*.y,=fx'.(x— l).fdx,  ù>\y,z=zfx'.{x—l)\pdx  ,  «tC.J 
etc.; 

dy 

gj=fx'.p'dxAo%xi   etc.  -j 
etc. 
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Les  équations  proposées  prendront  ainsi  les  formes  suivantes  , 

S  =  fx' . zdx ,    S= fx'.z'dx,  etc. 

En  les  traitant  par  la  méthode  précédente,  on  déterminera  les 
valeurs  de  <p,  <p',  etc.  en  fonctions  de  x ,  et  les  limites  des  intégrales 
fx'.çdx,  fx'.f'dx,  etc. 
En  faisant 

yl=fc-'*.<pdx  ,  y',c=fc—*.<p'dx,    etc.  ; 

on  parviendrait  à  des  équations  semblables.  Dans  plusieurs  cir- 
-  constances ,  ces  formes  de  j,,^,',  etc.  seront  plus  commodes  que 

les  précédentes. 

5i.  La  principale  difficulté  que  présente  l'application  de  la  mé- 
thode précédente,  consiste  dans  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  qui  déterminent  <p'\  etc.  en  x.  Les  degrés 
de  ces  équations  ne  dépendent  point  de  ceux  des  équations  aux 
différences  eny,  ,y',t  etc.  ;  ils  dépendent  uniquement  des  puissances 

les  plus  élevées  de  « ,  dans  leurs  coefficient  En  ne  considérant 
donc  qu'une  seule  variable  y, ,  l'équation  différentielle  en  <p  sera 
d'un  degré  égal  au  plus  haut  exposant  de  «,  dans  les  cocfficicns 
de  l'équation  aux  différences  en  y,.  L'équation  différentielle  en  <p 
ne  sera  ainsi  résoluble  généralement  que  dans  le  cas  où  ce  plus 
haut  exposant  est  l'unité.  Développons  ce  cas  fort  étendu. 
Représentons  l'équation  différentielle  en  y,  par  la  suivante , 

V  et  T  étant  des  fonctions  linéaires  de  la  variable  principale  y, 
et  de  ses  différences,  soit  finies ,  soit  infiniment  petites.  Si  l'on  fait 

y,=fty.<pdx, 

Jy  étant  égal  à  x',  ou  à.  c~";  elle  deviendra 

o  =f<pdx.Qn.  J>+  N-^j*)  ; 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  x  }  on  aura  donc,  en  intégrant 

par 

* 
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par  parties  comme  dans  le  numéro  précédent ,  les  deux  équations 
suivantes , 

o=M.<p  3^— , 

o=C  +  N<p.fy. 
La  première  donne  en  l'intégrant, 

H  étant  une  constante  arbitraire.  Supposons  C  nul  dans  la  seconde 
équation;  ar=o  ou  x  =  oo  sera  Tune  des  limites  de  l'intégrale 
ffy.fdx,  suivant  que  l'on  prend  x"  ou  c—'  pour  jy.  On  déter- 
minera les  autres  limites ,  en  résolvant  l'équation  o=N<p.ty. 

Appliquons  à  cette  intégrale ,  la  méthode  d'approximation  du 
n»  a5.  Si  l'on  désigne  par  a ,  la  valeur  de  x,  donnée  par  l'équation 

o=rf.(Ar<p.«fy) , 

et  par  Q,  ce  que  devient  la  fonction  A<p.  $y ,  lorsqu'on  y  change 
x  en  a  j  on  fera 

ce  qui  donne 

'=  Vlog  Q  —  log  (Mp)  —  log  jy. 

log  «(y  est  de  l'ordre  «  ;  si  l'on  suppose  *  très-grand,  et  si  l'on  fait 
-=*,«.  sera  un  très-petit  coefficient  La  quantité  sous  le  radi- 
cal prendra  cette  forme  (x~^°^.X,  X  étant  une  fonction  de  x —  « 

et  de  «  j  on  aura  donc,  par  le  retour  des  suites,  la  valeur  dex 
en  /,  par  une  série  de  cette  forme , 

x  e=  a  -f-  **  •  ht+ a .  h™ .  /*+  J .     .  t*  +  etc. 

Maintenant,  j,  étant  égal  à  fJy.çdx,  si  l'on  substitue  dans  cette 

intégrale,  au  lieu  de  <p  .  jy ,  sa  valeur      — ,  elle  deviendra 

Q-y^y'C"1^  et  si  dans  ^,  on  substitue  pour  x,  sa  valeur  pré- 
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cédente  en  t,  on  atuay.  par  une  suite  de  cette  forme, 

y,=  a*  .Q.fdt.c-* .[l+J.&.t+a.&.p+J etc.], 

les  limites  de  l'intégrale  relative  à  *  devant  se  déterminer  par  la 
condition  qu'à  ces  limites,  la  quantité  #p.jy,  ou  son  équivalente 
Q.c—  soit  nulle;  d'où  il  suit  que  ces  limites  sont  t  - —  oo  et 
t  =  oo  j  on  aura  donc  par  le  n*  24 , 

jfS=.*.Q.  +        2W  +  ^.a../<o+i^5.  a*.  i<«>+etc.). 

Cette  expression  a  l'avantage  d'être  indépendante  de  la  détermi- 
nation des  limites  en  x,  qui  rendent  nulle  la  fonction  Nf.Sy, 
ensorte  qu'elle  subsiste  dans  le  cas  même  où  cette  fonction,  éga- 
lée à  zéro ,  n'a  point  de  racines  réelles  ;  elle  subsiste  encore  dans 
le  cas  Je  9  négatif.  Cette  remarque  analogue  à  celle  que  nous  avons 
feite  dans  le  n°  a5,  et  qui  tient ,  comme  elle,  à  la  généralité  de 
l'analyse ,  est  très  -  remarquable  en  ce  qu'elle  donne  le  moyen 
d'étendre  la  formule  précédente ,  à  un  grand  nombre  de  cas  aux- 
quels la  méthode  qui  noue  y  a  conduits  ,  semble  d'abord  se 
refuser. 

Cette  formule  ne  renferme  que  la  constante  arbitraire  H,  et 
par  conséquent,  elle  n'est  qu'une  intégrale  particulière  de  l'équation 
différentielle  proposée  en  .y,,  si  cette  équation  est  d'un  ordre  supé- 
rieur à  l'unité.  Pour  avoir  dans  ce  cas,  l'intégrale  complète,  il 
faudra  chercher  dans  l'équation  o  =  d  (  Nç .  $y  ) ,  autant  de  valeurs 
différentes  de  x ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  cet  ordre.  Soient  a ,  a\ 
etc.  ces  valeurs  ;  on  changera  successivement  dans  l'expression 
précédente  de  y„  a  en  a',  a",  etc. ,  et  H  en  H',  H",  etc.;  on  aura 
autant  de  valeurs  particulières  qui  renferment  chacune  une  arbi- 
traire ,  et  dont  la  somme  sera  l'expression  complète  de^,. 

Quand  les  coefficiens  de  la  proposée  en  y,  renferment  des  puis- 
sances de  s  supérieures  à  l'unité  ;  on  peut  quelquefois  décomposer 
cette  équation  en  plusieurs  autres  qui  ne  renferment  que  cette  pre- 
mière puissance.  Si  l'on  a ,  par  exemple ,  l'équation 
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M  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  *j  oa  mettra  cette 
fonction  sous  la  forme 

g .  (j  +  b) .    +b') .  (.s+b*)  .«te. 

on  fera  ensuite 

=  ,        «(H-*')-*,'i  ct«i 

=  ,    C  =  (*+/').<;,  etc. 

Il  est  facile ,  par  ce  qui  précède,  de  déterminer  z, ,  t, ,  etc.  en  in- 
tégrales définies ,  et  de  réduire  ces  intégrales  en  séries  convergentes, 
lorsque  *  est  un  grand  nombre.  On  aura  ensuite 

J'  etc.* 

Dans  plusieurs  cas  où  l'équation  différentielle  en  $  étant  d'un  ordre 
supérieur  au  premier ,  ne  peut  être  intégrée  rigoureusement,  on 
peut  déterminer  <p  par  une  approximation  très-convergente;  en 
substituant  ensuite  cette  valeur  de  f  dan»  l'intégrale  fx'.Qdx,  on 
peut  obtenir  d'une  manière  fort  approchée  la  valeur  de  cette 
intégrale. 

3a.  L'analyse  exposée  dans  les  numéros  précéderas,  s'étend  encore 
aux  équations  à  différences  partielles ,  finies  et  infiniment  petites. 
Pour  cela,  considérons  d'abord  l'équation  linéaire  aux  différentielles 
partielles  dont  les  coefficiens  sont  constans.  En  désignant  par  j**,,,, 
la  variable  principale,  a  et  «'  étant  les  deux  variables  dont  elle  est 
fonction;  et  représentant  cette  équation  par  celle-ci,  f=o,  frétant 
une  fonction  linéaire  de  y,t„  et  de  ses  différences  partielles  ;  on  y 
supposera 

*  étant  une  fonction  de  x  ;  alors  l'équation  ^=  o  prend  cette 
forme 

o=/M.x'.x'''.fdxt 
M  étant  une  fonction  de  x  et  de  x't  sans  s  ni     En  égalant  donc 
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M  à  zéro,  on  aura  la  valeur  de  af  en  x ,  et  cette  valeur  substituée 
dans  Pintcgralcyx' .  x'''.Qdxy  donnera  l'expression  générale  de  jr,<  t,, 
dans  laquelle  <p  est  une  fonction  arbitraire  de  x  ;  les  limites  de 
l'intégrale  étant  indépendantes  de  x,  mais  d'ailleurs  arbitraires.  Si 
l'équation  proposée  o=  fr,  est  de  Tordre  n ,  il  faudra,  au  moyen 
de  l'équation  M=o>  déterminer  un  nombre  n  de  valeurs  de  x' 
en  x.  La  somme  des  n  valeurs  de  fx'.x,',.Qdx  qui  en  résulteront, 
et  dans  lesquelles  on  pourra  mettre  pour  <p  des  fonctions  arbitraires 
différentes  de  x,  sera  l'expression  complète  de/-,,,. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  dans  la  première  partie  de 
ce  Livre ,  que  l'équation  M=o  est  l'équation  génératrice  de  l'équa- 
tion proposée  F=o. 

Considérons  présentement  l'équation  aux  différences  partielles 

o  =  r-f-*.T-f- 

dans  laquelle  f ,  T,  et  R  sont  des  fonctions  quelconques  linéaires 
de  j',,,  et  de  ses  différences  partielles ,  soit  finies ,  soit  infiniment 
petites.  Si  l'on  y  suppose,  comme  ci-dessus  , 

.T»,.'—  /Je».*".  <P<ix, 

x'  étant  une  fonction  de  x  qu'il  s'agit  de  déterminer.  On  aura  une 
équation  de  cette  forme 

o  =/2c .  a?' .  *dx .  (  M+  N.  s  +  P  •  »'  ) , 

M,  N  et  P  étant  des  fonctions  de  x  et  de  x\  sans  *  ni     or  on  a 

donc  si  Ton  détermine  x'  par  celte  équation 

dx    P.dx 

V        SSx  > 

on  aura 

tf.x''.(N.s+PJ)  =  Nx.i^2-, 

par  conséquent,  si  l'on  désigne  x'.x'''  par  jy,  et  si  l'on  suppose 
que  l'on  a  substitué  dans  M  et  N  pour  x'  sa  valeur  en  x , 
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on  aura 

o  =  fp<1x.(liï.ty  4-  Nx  .^). 

Cette  équation  intégrée  par  parties ,  comme  dans  les  numéros  pré- 
cédons ,  donne  les  deux  suivantes , 

o  =  M<?  , 

o  =  iVx.<p.J>. 

La  première  détermine  ?  en  jc,  et  la  seconde  donne  les  limites  de 
l'intégrale  fty .  <pdx. 

Cette  valeur  de  jr,;„  ne  renfermant  point  de  fonction  arbitraire , 
elle  n'est  qu'une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée  aux 
différences  partielles.  Pour  la  rendre  complète,  on  observera  que 
l'intégrale  de  l'équation 

pdx 

qui  détermine  x'  en  x ,  est  x1  =  Q,  Q  étant  une  fonction  de  x , 
et  d'une  constante  arbitraire  que  nous  désignerons  par  «;  en  re- 
présentant donc  par  4  >  une  fonction  arbitraire  de  u ,  l'équation 
proposée  aux  différences  partielles  sera  satisfaite  par  cette  valeur 
de  ?.,,>■> 

y,t„=ijyx\Q'.^dx.du; 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  entre  les  limites  déterminées  par 
l'équation  o  =  N<p.ty ,  et  Pintégrale  relative  à  u  étant  prise  entre 
des  limites  quelconques.  Cette  valeur  de  y,t„  sera  donc  l'intégrale 
complète  de  l'équation  proposée  aux  différences  partielles ,  si  celle- 
ci  est  du  premier  ordre;  mais  si  elle  est  d'un  ordre  supérieur,  il 
faudra,  au  moyen  de  l'équation  0= JV$.  jy,  déterminer  autant  de 
valeurs  de  x  en  m,  qu'il  y  a  d'unités  dans  cet  ordre.  La  réunion 
des  valeurs  de  y,t„  auxquelles  on  parviendra ,  sera  l'expression 
complète  de  y,tt, 
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.    CHAPITRE  III. 

Application  des  méthodes  précédentes  ,  à  l'approximation 
de  diverses  fonctions  de  très-grands  nombres. 

Parmi  les  diverses  fonctions  auxquelles  ces  méthodes  peuvent 
s'appliquer,  je  vais  considérer  les  produits  des  nombres ,  les  déve- 
loppemens  des  polynômes,  et  les  différences  infiniment  petites  et 
finies  des  fonctions,  ces  diverses  quantités  étant  celles  qui  se  pré- 
sentent le  plus  souvent  dans  l'analyse  des  hasards. 

De  l'approximation  des  produits  composés  d'un  grand  nombre  de 
facteurs,  et  des  termes  des  polynômes  élevés  à  de  grandes  puissances. 

33,  Proposons-nous  d'intégrer  l'équation  aux  différences  finies 

o=(«+i).^,— y,+t. 

Bi  l'on  y  suppose 

y,  =fx>.<pdx-y 
on  aura ,  en  désignant  x*  par  <J> , 

d'où  Ton  tire  en  intégrant  par  parties,  suivant  la  méthode  précé- 
dente, les  deux  équations  suivantes, 

o*f. <,-«)-!£>, 

o  =  x'"*'' .  <p. 
La  première  équation  donne,  en  l'intégrant, 
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et  la  seconde  donne,  pour. déterminer  les  deux  limites  de  l'inté- 
grale fx'.ipdx:, 

ces  limites  sont  par  conséquent  x=o  ctx=  oo.  Ainsi  l'on  a 

l'intégrale  étant  prise  depuis  *=:o  jusqu'à  x  infini ,  et  A  étant  une 
constante  arbitraire. 

Pour  avoir  cette  intégrale  en  série ,  on  déterminera,  conformé- 
ment à  la  méthode  exposée  dans  le  n*  a3 ,  la  valeur  de  x ,  qui 
rend  jC.  c~x  un  maximum  y  cette  valeur  est  s.  On  fera  donc,  sui- 
vant la  méthode  citée, 

En  supposant  x=*H-ô,  cette  équation  devient 

(n-!)'.c-»  =  c-"j 

partant 

<•  =  -.  ,.log  (i  +  J)+         -  £  +  £3  —  etc.; 
ce  qui  donne  par  le  retour  des  suites 

6=f.yÇ; +  !•<*-{ — ^=4- etc.) 
par  conséquent 

=  VC.(.  +^  +  £-«10.), 

la  fonction  Jx,.çdx.c~'  deviendra  donc 

+  ^  +  87  + etc.) 

L'intégrale  relative  à  x  devant  être  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  in- 
fini ,  l'intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  t  =  — -  00  jusqu'à 
f=cc.  En  intégrant  comme  dans  le  n*  5o,  on  aura 

ft=:A.ss+L>.  c-[.  Vï?.(i  +  7^+ etc.). 
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Ou  peut  déterminer  fort  simplement  le  fréteur  1  +  —  ■+■  e*c- 

de  cette  manière.  Désignons-le  par 


i-r-7-f-£  +  etc.î 

ce  qui  donne 

En  substituant  cette  valeur  àcj,  dans  l'équation  proposée 
on  aura 

(l  +  i)'+4.c-.(1+riT+(-7^:+e«c.)=l+f+^^. 


ou 


+£  +  £  +  etc.) .  [>-(»+»••••(•  +  j)-  J 


_  *  +  <2=^_  etc.; 


or  on  a 


On  aura  donc,  en  observant  que  c  *ï£77+  > 

(,  +  f +£ +etc.).(-^+I^  -e«c)  =-2+^£-etc, 
ce  qui  donne ,  en  comparant  les  puissances  semblables  de  j- , 
B  =  ïl>   C=^,  etc.; 

donc 

Co 
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On  déterminera  la  constante  arbitraire^,  au  moyen  d'une  yaleur 
particulière  dey,  ;  en  supposant,  par  exemple,  que  «  étant  égal  à  a*  » 
on  ait  yt = Y  \  on  aura 

ce  qui  donne 

Y 

A  ~  fxfdx .  c—  * 

par  conséquent. 

Voyons  maintenant  de  quelle  nature  est  la  fonction^.  Pour  cela, 
il  faut  intégrer  l'équation  aux  différences  finies 

On  trouve  facilement  que  son  intégrale  est 

^,=  r.OH-0-0*-+-a)-OH-3)- .  •  •  'î 

on  aura  donc,  en  comparant  cette  expression  a  la  formule  (q), 
(M+i).(/»+a).(^+5)  * 

,  +  l.^.l^.(,+^  +  a^  +  .tc.) 

=  

Si  l'on  feit/*=s  o ,  on  aura  fxftdx.c"*z=i  i  ;  partant 
Si  Ton  fait  /X  =j  ^ ,  m  étant  moindre  que  n;  on  aura 
»'  étant  un  nombre  entier  ;  ainsi 
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or  on  a 

('+ î + D-loe  0 + 5)  -  ('+ S+3  ■  (5  -  ^ +*) 

On  a  d'ailleurs,  en  faisant  x  =  f", 


l'intégrale  relative  à  /  e'tant  prise  depuis  /  =  o  jusqu'à  /  infini.  En 
substituant  ces  valeurs  dans  la  Ibnuule  (y'),  elle  donnera 

m. (m  -4-  n).(m+an)  (m  +  j'n) 


ensorte  que  la  valeur  approchée  du  produit  des  termes  de  la 
progression  arithmétique  m,  m+n,  m  -fa»,  etc.  dépend  des  trois 
transcendantes  c,  *  e>\ftm-%dt.o— <\ 
Si  dans  cette  équation  on  fait  pour  plus  de  simplicité  /i  =  i,ce 

qui  change m  en/* ,  et  si  Ton  observe  que  jf'dt.c-'  =  -.jfdt.c-'3 
on  aura  h 

(l+/*).(3+^)....(i'^) 

En  changeant    dans  —  a6,  on  aura 

En  multipliant  ces  deux  équations,  l'une  par  l'autre,  on  aura 

(l—fi').(±-p)...(s"—fl>)=;  ^  <Ll  1. 

J  A-rdt.c-'.JÏKJt.c-' 
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n  (T)  du  n'  s4  donne 

»J  .fe+'.->dt .  c-*m  .fr-rdt .  c-'"  «  -^-Iv'  • 

sin[  ].  » 

«  \  »  / 

En  faisant  n  =  i  etft  =  r—  i,on  a 
on  a  donc 

«n/^fA*.(i-K).(4-K)..<«'^(i-(-4?^  -H*c).«'-"'-.C"'. 
Si  l'on  fait  /u,  infiniment  petit,  cette  équation  donne 

27T=  i\a'.3». . .      (1  —    ■+■  etc.).*'-^—.^  j 
divisant  donc  l'équation  précédente  par  celle-ci,  on  aura 

Si  Ton  fait  *'  infini ,  on  a  pour  l'expression  de  sin  p ,  $  étant  égal  à  fin, 
le  produit  infini 

l'expression  de  sin  ?  est  ainsi  décomposante  dans  une  infinité  de 
facteurs  ;  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs. 

En  supposant  ?  imaginaire  et  égal  à  <p'.  V —  i,  sin  <p  devient 
fl^/—  y  on  a  donc 

»»'•(• + S)  •  (> + &)  ■  (>  +  &)  • 

••'■•(,+^.)-(,+r?+etc> 

et  en  faisant  *'  infini ,  on  voit  que  c*' — c-V  est  égal  au  produit 
infini 
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On  aura,  par  un  procédé  semblable ,  le  produit  continu  de  facteur» 
dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  entière  ou  frac- 
tionnaire de  a.  M.ois  l'expression  à  laquelle  on  parviendra ,  pourra 
contenir  d'autres  transcendantes  dépendantes  d'intégrales  définies 

de  la  forme  fafdx.c-*. 

On  peut  observer  ici  que  ces  produits  étant  mis  sous  la  forme 
fx'.Çdx;  leur  differentiation  par  rapport  à  la  variable  «,  présente 
.  une  idée  claire,  et  alors  on  a  pour  cette  diffërentieUe,/x'.9c?x.log  *• 

Les  expressions  de  y,  données  par  les  formules  (q)  et  (q')  du 
numéro  précédent ,  ont  encore  lieu  suivant  la  remarque  du 
n*  3o,  dans  le  cas  où  *  et  p.  sont  négatifs ,  quoique  dans  ce  cas , 
l'équation 

qui  détermine  les  limites  de  l'intégrale  définie  qui  représente  la 
valeur  dey, ,  n'ait  pas  plusieurs  racines  réelles.  Si  dans  la  for- 
mule (q)  du  numéro  précédent,  on  change  *  dans  —  s ,  et  p  dans 
— fi ,  elle  devient 

Y  étant  la  valeur  de  .y,  qui  répond  à  s  =  — -  /*.  Toute  la  difficulté 
se  réduit  à  intégrer  f  £  '.  Pour  y  parvenir ,  il  faut  suivre  le 

même  procédé  dont  on  a  fait  usage  pour  réduire  en  série,  Tinté- 
c~''dx  .  On  fera  donc 


grale  f 

—  /x  étant  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 


on  aura  ainsi 


rdx.tr'  cr.  r  dv.c-"  V--1 
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L'intégrale  relative  à  x  devant  s'étendre  entre  les  deux  limite»  qui 
rendent  nulle  la  quantité  il  est  clair  que  l'intégrale  relative 
à  -w  doit  s'étendre  depuis  or s=—  «  jusqu'à  w  =  oo  ;  en  réunissant 

donc  les  deux  quantités  *  ^ITvk?  '  ^  ré' 

pondent  aux  mêmes  valeurs  de  car ,  affectées  de  signes  contraires , 
on  aura 


COS-W. 


•«  

l'intégrale  relative  à  étant  prise  depuis  «-=5=0  jusqu'à  «-  =  00. 
Si  l'on  développe  les  quantités  sous  le  signe/,  les  imaginaires 
disparaissent ,  et  il  ne  reste  qu'une  fonction  réelle  que  nous  dé- 
signerons par  Qd<*  j  on  aura  ainsi 

partant 

Voyons  présentement  quelle  fonction  de  3  esty_,.  Pour  cela, 
reprenons  l'équation  primitive 

o  =  (i  +  i).^- 
en  y  changeant  a  dans  —  s ,  et  faisant      as  », ,  elle  devient 

o  =  (* — w,-,; 

équation  dont  l'intégrale  est 

_  (—  ,)'-M.y  

w'->.(»+/*).(a-HO  (,-.,)"""  •r-" 

F  étant  comme  ci-dessus ,  égal  à  ^ .  Si  l'on  compare  cette  ex- 
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de       *  h  précité ,  e<  «i  Vm  okser7e 
«et  u»  -ombre  emier,  e,  qu'aiosi  Von  a  =  1f  ^ 

—  S    la.  tarare-— tc) 


En  divisant  les  deux  membres  de  cett*  ^n,;^ 

versant  ensuite,  on  aura  ^Uation  ^  *'  et  les  refr 

Si  l'on  compare  cette  équation  à  la  fnrm»,î*  pu 
cèdent,  on  fce  résultarrcm^quahle  C*  }  *" 

?lter^  ^Mémoires  de 

dente,  fondée,  comme  onTu  £t  £^^JP^ 
naire.  En  feisant  successivement  daxw  o  ^    1      8  1  ,mag|- 

k«  dtr  d'r nombre  ^^^^ 

aans  le  cas  de/*=i ,  l'équation  (O)  donne  ainsi 

les  fonnuiea  du  n-  a6 ,  «  ^«TiST  "  ?" 

Nous  observerons  ici,  comme  dans  les  Mémoires  cités,  que /,^£T 

étant  égal  à  f^jV1^  /r^  a" 

b        (-~  '/Q     ' on  a  ' en  substituant  au  lieu  de  yÇtfw, 
sa  valeur  donnée  par  réquation  (O)  , 
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la  première  intégrale  étant  prise  entre  les  deux  râleurs  imaginaires 

t  c — * 

de  x  qui  rendent  nulle  la  quantité  —  ,  et  les  deux  autres  inté- 
grales étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini  ;  ce  qui  donne  un 
moyeu  facile  de  transformer  dans  celles-ci,  les  intégrales  Çdx.mx 

54.  Considérons  maintenant  l'équation  générale 
o  =  (a'  H-  b's  )  .y,+x — (a  -f-*«  )  .y„ 

Si  l'on  fait 

a  <£        ,  ,  b 

J  =  *>     y— 71  4"  1,     p=p  J 

elle  prend  cette  forme 

o  =  (  ni  H-  *  4- 1)  .jo+i—  (n-f-a)  -i>  >y.- 

Supposons 

nous  aurons,  en  intégrant  par  parties» 

o=sx'.f.(x — p) 
-f-  fx—'  ,[<pdx.(n'jc  —  np)  +  (p — x).<*p]. 

Cette  équation  donne  pour  déterminer  <p ,  la  suivante , 

o  as  (  «'x—  np) .  Çcfcc  -f-  (  p  —  x  ) .  cfip  5 

d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

^  étant  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite  pour  déterminer 
les  limites  de  l'intégrale,  l'équation 

o  =  x\<p.(/>  —  x), 

ou 

Ces  limites  sont  donc  x  =s  o  et  x= /? ,  si  /*  +  *  et  n'-f-  i  — «  sont 
des  quantités  positives.  Ainsi  l'on  aura,  en  prenant  l'intégrale  dan6 
ces  limites, 

^,=3  jt.fx">-?>dx.(p~  *)•'-. 
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On  déterminera  la  constante  A,  au  moyen  d'une  valeur  particu- 
lière de  y,.  Soit  y  cette  valeur  ;  on  aura 

y, 

par  conséquent, 


/x  .dx.(/?  — x) 


.fx  .dx.(p — x) 

f,==          n+ft-i          ~  n'-n  * 

/x  .tfX.(/>  x) 

Intégrons  présentement  l'équation  proposée  aux  différences  en  y.. 
Son  intégrale  est 

 0»+,fa)-0»+H-O  («+*— 0  «-yu 

~~  (»'+#»+  0  •  (»'+**+»)  («'-H)     ,p  ' 

Dans  cette  expression ,  comme  dans  toutes  celles  formées  de  pro- 
duits ,  les  facteurs  du  numérateur  ne  commencent  que  pour  la 
valeur  de  «  qui  rend  le  dernier  facteur  égal  au  premier,  ce  qui  a 
lieu  ici  lorsque  *  est  égal  à  /*  -t- 1  ;  il  en  est  de  même  des  facteurs 
du  dénominateur.  Pour  la  valeur  de  s  égale  à  fi ,  le  numérateur  et  le 
dénominateur  se  réduisent  à  l'unité  qui. est  censée  les  multiplier 
l'un  et  l'autre.  Si  l'on  compare  les  deux  expressions  précédentes 
de  y„  on  aura 

Faisons p—xz=zpum  ;  le  second  membre  de  cette  équation  de- 

,  vi— a/i'-t-i 

/u  .du.  (i  —  u*> 

les  intégrales  étant  prises  depuis  uso  jusqu'à  usai,  parce  que 
ces  limites  répondent  aux  limites  x=p  et  x=o.  On  a  donc 

(w+fO.("-fp+i). .  ..(w-t-j— Q  __fu  .rfu.Q— u') 

Supposons  n  as  ±,  n'==  o  et  /ta:  î;  si  l'on  observe  que 

„ ____  j 
/du.  \A — u%  =  ^w} 

on 
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oh  aura 

i.a.3  *  w   ^      v  ' 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  coefficient  du  terme 

moyen  ou  indépendant  de  a,  du  binôme  (i-f- a)**;  on  aura  donc 

au  moyen  des  méthodes  précédentes,  ce  coefficient ,  par  une  ap- 
proximation rapide ,  lorsque  s  est  un  grand  nombre.  Pour  cela , 
nous  ferons 

ce  qui  donne 
et 

yyiî/.(i— tf)s~~m=fdu.c~~t . 

Supposons 


V'i— > c-*'1  =  a*  . t . [1  -f- et .  tf* . <••+-  «• . y « . **+  *s . . etc.]- 

En  prenant  les  différences  logarithmiques  des  deux  membres  de 
cette  équation ,  on  aura 

i  +3«.<7<Q.  t*+5«* .  g<0.  <♦+ 7«'.      .  t'-f-  etc.  «f.c—" 

et  ce  dernier  membre  est  égal  à 


 .<*  -.(«4.  etc. 

  1  -a  1  5   

t  .[  1  }  =— -4-8tC.  1 

\      î.a      i.a.3      i.a.3.4  / 

On  aura  donc  en  comparant  cette  quantité  au  premier  membre , 
et  réduisant  au  même  dénominateur  ;  l'équation  générale 

çr<°>  étant  égal  à  l'unité.  Si  l'on  fait  successivement  dans  cette  équa- 
tion, is=  1 ,  i »,  i'ss  5,  etc.j  on  aura  les  valeurs  successives  ^'î, 

18 
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g°\  etc.  ;  et  l'on  trouvera 

i,   ?w  =  p,  etc. 

On  aura  ensuite 

/</« .  (1— «•)*""  Wati./^.c-t*[i-f.3*.^'>./»-f5«».9w.  ^-H«,.g(,).f,+ctC.]. 

L'intégrale  relative  à  u  devant  être  prise  depuis  u  as  o  jusqu'à  u=i, 
l'intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini  ; 
on  aura  donc  par  le  n'  27 

partant 

Ainsi  l'on  aura  par  une  suite  trés-convergente,  le  terme  moyen 

ou  indépendant  de  a ,  du  binôme  Q  4-  «)  • 

On  parviendra  plus  simplement  à  ce  résultat,  par  la  méthode 
suivante ,  qui  peut  s'étendre  à  un  polynôme  quelconque. 

55.  Nommons  yn  le  terme  moyen  ou  indépendant  de  a,  du  bi- 
nôme Q  +  «)  »  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  le  terme  indépendant 

de  c~^~\  dans  le  développement  du  binôme  (c*^~*  ■+-  c~~* 
Si  Ton  multiplie  ce  développement  par  (ftp,  et  qu'on  l'intègre  depuis 
*ar  nul  jusqu'à  <w  as  \  *  ;  il  est  facile  de  voir  que  cette  intégrale 
sera  ±  7r.ytJ  et  qu'ainsi  on  a 

En  effet ,  en  développant  le  binôme  renfermé  sous  le  signe  /,  et 
substituant  au  lieu  de  c*  ir*\>/-~>,  sa  valeur  cosar«-=fc  >/ — i.6iuar«w, 
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on  aura  le  terme  moyen  du  binôme ,  plus  une  suite  de  cosinus 
de  l'angle  a<tr  et  de  ses  multiples  ;  en  les  multipliant  par  dtr ,  et 
les  intégrant,  cette  suite  se  transformera  dans  une  suite  de  sinus 
de  l'angle  a«w  et  de  ses  multiples,  sinus  qui  sont  nuls  aux  deux 
limites  «-=0  et  =  Il  ne  restera  ainsi  dans  l'intégrale  que 
le  terme  moyen  du  binôme ,  multiplié  par  ~  t.  Cela  pose ,  si  Ton 
substitue  au  lieu  du  binôme  c^V^-j-c^V-^,  sa  valeur  a.costr  , 
on  aura 

en  supposant  sin  «■  =  u ,  on  aura 

l'intégrale  étant  prise  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =s  1  ;  ce  qui  coïncide 
avec  ce  que  l'on  a  trouvé  dans  le  numéro  précédent. 

Considérons  maintenant  le  trinôme  (±  -f- 1  -+-a)',  et  nommons  y, 
le  terme  moyen  ou  indépendant  d«  «,  dano  le  développement  de 
ce  trinôme.  Ce  terme  sera  le  terme  indépendant  de  c^V^,  dans 
le  développement  du  trinôme  (cf^— '-f- 1  -f- c—»^")' j  on  aura 
conséquemment ,  en  appliquant  ici  le  raisonnement  qui  précède , 

y,z=  ^./<*».(H-3.cos<y)'j 

l'intégrale  étant  prise  depuis  «w  =  o  jusqu'à  <ar  =  7r.  La  condition 
du  maximum  de  la  fonction  (  1  a .  cos  or)'  donne  sin47  =  o; 
ensorte  que  les  deux  limites  de  l'intégrale ,  <ar = o  et  *r = * ,  ré- 
pondent à  des  maxima  de  cette  fonction  ;  on  partagera  donc  l'inté- 
grale précédente  dans  les  deux  suivantes, 

fdm.{  1  -+-2.  cos-a-)',   (—  i)\y*(for.(a.cos«-—  1)'; 

la  première  de  ces  intégrales  étant  prise  depuis  <tr  nul  jusqu'à  la 
valeur  de  qui  rend  nulle  la  quantité  2  .cos  «■  -f-  1  ;  et  la  seconde 
intégrale  étant  prise  depuis  <w=o,  jusqu'à  sa  valeur  qui  rend  nullo 
la  quantité  a.costr— 1. 
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Pour  obtenir  la  première  intégrale  en  série  convergente,  on 
fera 

(  1  -h  a . cos  <tr)'  =  S'.c—*'  ; 

en  supposant  *  =  j,  extrayant  la  racine  a  de  chaque  membre,  et 
développant  cosir  et  c-*'*,  on  aura 

*  ■  '  • 

5  ~  •*  +  75  —  efc  =  3  —  3"''  +       — etc'  '' 
d'où  Ton  tire  par  le  retour  des  suites , 

m  =  c?t.  \/5  •  (i  —  y  +  elc  )  '• 

partant , 

/</w.(i-f-a.cos«>)'  =  -^r-./t/i.c— —  g^  +  etc.J. 

L'intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  *  in- 
fini j  on  aura  donc 

fdm .  (  i  +  a  •  cos  mry  =  •  0  ~  TO  +  etc> 

On  trouvera  de  la  même  manière 

/<^.(a.cos*-i)'=-^.  (i  -^  +  etc.); 
on  aura  donc 

«  étant  supposé  un  très  grand  nombre ,  cette  quantité  se  réduit  a 
très-peu  près  à C'est  l'expression  fort  approchée  du  terme 

moyen  ou  indépendant  de  a ,  du  binôme  Q  H-  i  4-  oj- 

On  déterminera  de  la  même  manière ,  le  terme  moyen  d'un  po- 
lynôme quelconque,  élevé  à  une  très-haute  puissance.  Supposons 
d'abord  le  nombre  des  termes  du  polynôme,  impair  et  égal  à  2«-f  î  ; 
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•t  représentons  ce  polynôme  par 

£  ■+■        •  •  •+ 1      +  «•  «  •  .-H»-"'  + 
En  substituant  (fV—^  pour  a ,  ce  polynôme  devient 
i-j-a.cos<w-f-  a.cosaiy  4- a.cos  narj 

sinf  5 —  1.1» 

or  cette  fonction  est  égale  à  — Va„  ^ —  ;  la  puissance  *  du  po- 
lynôme est  donc 


(-  m-y 


Le  terme  moyen  de  cette  puissance,  est  le  terme  indépendant  de 
<v,  dans  son  développement  en  cosinus  de  l'angle  <m  et  de  ses 
multiples.  On  aura  évidemment  ce  terme ,  en  multipliant  la  puis- 
sance par  dm  ;  en  prenant  ensuite  l'intégrale  depuis  m  =o  jusqu'à 
*•==>»• ,  et  en  la  divisant  par  7t.  Ce  terme  est  donc  égal  à 


La  condition  du  maximum  de  — XA  donne  l'équation 

«in  A  » 


tang  (^).«  =  (an-f  i).tangi  <sr. 

Il  y  a  depuis  <m  nul  jusqu'à  ^ss*,  plusieurs  fnaxima  alternative- 
ment positifs  et  négatifs.  Le  premier  répond  à  m  nul  et  donne 


Pour  avoir  l'intégrale  précédente ,  depuis  ce  maximum  jusqu'au 
point  où  — \  *   '    est  nul ,  ce  qui  a  lieu  d'abord  lorsque 
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<sr  =  — ^— ,  on  fera 

/.„  te±iY„V 

En  prenant  les  logarithmes ,  et  réduisant  en  série  relativement 
aux  puissances  de  tr ,  la  fonction 


on  aura 

n("6+l)^-4>etc.  =  <'; 

ce  qui  donne 

l'intégrale  précédente  devient  ainsi 

fe±a./V4g_.f»+«ic 

»       J  k»,(b+  i 

Elle  doit  être  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  *  infini  ;  car  à  l'origine ,  ou 

lorsque  <w  est  nul,  t  est  nul;  et  à  la  limite,  où  *cr  —  ana^  t ,  t  est 

infini  ;  cette  intégrale  devient  donc ,  en  ne  considérant  que  le  pre- 
mier terme,  et  négligeant  les  suivans  qui  sont,  par  rapport  à  lui , 

de  l'ordre  i, 

l/n.(n-fr-  O.&rr 

Le  second  maximum  est  négatif,  et  repond  à  une  Valeur  de 

C" a"'),<g '  comP"3e  i""  et        ^n  en°etJ  l'équation  du 

maximum 

tang  (?^).«r=:  (an+i  )  .tang  i  nr , 

donne 
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Ainsi  étant  compris  dans  le  second  maximum  entre 

7r  et  a-»- ,  tang  surpasse  7r  ;  par  conséquent  1)»<"* 

surpasse  *--4-£<jt;  il  est  donc  compris  entre  \  tt  etf  k.  L'équation 
précédente  du  maximum  donne 


.  fin  +  i  \ 


an  ■+■  i 


Ce  dernier  membre  est  plus  petit  que 

an  «+•  î 


/an-^i\      sin  j« 


sin 


\<v  ne  surpassant  pas  -î^,  il  est  facile  de  s'assurer  que 
n'est  jamais  moindre  que  sa  valeur  qui  répond  à  tr—ir,  et  qui 
est  égale  à  -  ;  le  second  membre  dont  il  a'aglt,  est  doue  généra- 
lement  plus  petit  que 

an+i  it 


/a/i4-i\  a 

(— >• 

Relativement  au  second  maximum ,  étant  compris  entre 

etf  yr,  ce  membre  sera  plus  petit  que  (a/i-p-i       ainsi  la 

puissance  *  de — \na,  ' — ,  ne  surpassera  point  (an  H-  ï )'•(!)'; 

elle  sera  donc ,  lorsque  «  est  un  très-grand  nombre ,  incomparable- 
ment plus  petite  que  la  même  puissance  correspondante  au  premier 
maximum ,  et  qui  est  égal  à  (an-f- 
On  verra  de  la  même  manière ,  que  le  troisième  maximum  est 

compris  entre  (î^).*-  =  iw,  et  Ç^).  'ar  =  *w,  et  qu'à  ce 

.  /an  ■+•  i  \ 

sin  (  \.<m 

maximum ,  la  puissance  *  de  — ■  .  ?  ^  —  ne  surpasse  pas 
(an-fo )'.(!)'}  que  le  quatrième  maximum  est  compris  entre 
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C"a"1)*far  =     ^ »  ct  ("~T~")'  *îr=s  »7r'  et  *ÎU^  ^  maximum, 
sin  (*£iV. 

la  puissance  *  de  — ^  ,  ^ —  ne  surpasse  point  (a/i-f-i)*.^)'»  et 
ainsi  de  suite. 

Maintenant,  si  à  partir  de  l'un  quelconque  de  ces  maxima , 
on  fait 

\  /  —  V~» inîn~ J'c  *> 

n  étant  la  valeur  de  «•  qui  correspond  à  ce  maximum;  ct  si 
l'on  fait 

4r=n  -f-'ar'; 

on  aura  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'équation 
précédente  entre  «w  et  /, 

*.log  sin (ïï±i).(nH-^)-..log  sini  (!!+•') 
=  * .|jog  sin  (^^)*  n  —  lo'g  sin  j  n   —  «». 

En  développant  le  premier  membre  de  cette  équation  suivant  les 
puissances  de  >m\  la  comparaison  de  la  première  puissance  donnera 
d'abord  l'équation  du  maximum 

tang  (îi^±-i).n  =  (a/i-f-i).tang  i  n. 

En  ne  considérant  ensuite  que  la  seconde  puissance  de      on  aura 

ce  qui  donne 


l'intégrale 


un  f  —  J.tr 

prise  entre  les  deux  limites  entre  lesquelles  — cst  nul 


de 
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de  part  et  d'autre  du  maximum  de  cette  fonction ,  est  donc  à  très- 
peu  près 

Cette  expression  a  généralement  lieu  pour  les  intégrales  relatives 
à  tous  les  nuixima  qui  suivent  le  premier  ;  seulement  il  faut  n'en 
prendre  que  la  moitié  relativement  au  dernier  qui  correspond  à 
n  =  »,  Il  résulte  de  ce  qui  précède ,  que  cette  expression  par 
rapport  au  second  maximum  est  moindre  ,  abstraction  faite  du 
signe,  que 

que  relativement  an  troisième,  maximum ,  elle  est  moindre  qu& 

a          («y . 

et  ainsi  de  suite.  Lorsque  s  est  un  très-grand  nombre ,  ces  quan- 
tités décroissent  avec  une  extrême  rapidité ,  et  elles  sont  incom- 
parablement plus  petites  que  la  quantité  relative  au  premier 
maximum ,  et  qui,  comme  on  l'a  vu, est 

(aa+i)'. 
l/fln.(n+i).jir' 

on  peut  donc  n'avoir  égard  qu'à  cette  dernière  intégrale ,  et  l'on 
Toit  que  cela  est  rigoureux  dans  le  cas  de  n  infini;  car  l'équation 

de  condition  du  maximum ,  donne  alors  n  =  ^ï£il).ir, 

tin  f —  )-n 

r  étant  un  nombre  entier ,  ce  qui  rend  — —      '  exccPt(* 

lorsque  n  est  zéro ,  ce  qui  répond  au  premier  maximum. 

Si  le  polynôme  est  composé  d'un  nombre  de  termes ,  pair  et 
égal  à  an ,  tel  que 

a     s       a     »  <»• 


>9 


i46  THÉORIE  ANALYTIQUE 

en  y  substituant  c9^r=l  au  lieu  de  «,  il  devient 

a.cos  J-  ty-f-  a.cosf'»  -f-a.cos  (^-j—)-™) 

ou  ^t£-  Ce  polynôme  élevé  à  une  puissance  entière  et  positive, 

ne  peut  avoir  de  terme  moyen  ou  indépendant  des  cosinus  de  { «m 
et  de  ses  multiples,  qu'autant  que  cette  puissance  est  paire;  repré- 
scntons-la  par  a*  :  alors  le  terme  moyen  sera 

l'intégrale  étant  prise  depuis  <tr  nul  jusqu'à  <*s=<tc.  Cette  intégrale 
se  compose  de  diverses  intégrales  partielles  relatives  aux  divers 

maximaùe  la  fonction  ^4?;  mais  on  s'assurera  fiicilement,  par 

l'analyse  précédente ,  que  toutes  ces  intégrales ,  lorsque  a*  est  un 
très-grand  nombre ,  et  lorsque  n  est  plus  grand  que  l'unité ,  sont 
incomparablement  plus  petites  que  celle  qui  est  relative  au  premier 
maximum  qui  correspond  à  <m  nul  ;  et  alors  on  trouve  à  très-peu 
prés  le  terme  moyen  de  la  puissance  a*  du  polynôme,  égal  à 

(an)",  y/5 

En  rapprochant  ce  résultat,  du  précédent,  on  voit  que  si  l'on  nomme 
généralement  n'  le  nombre  des  termes  du  polynôme ,  et  s'  la  puis- 
sance à  laquelle  il  est  élevé  ;  le  terme  moyen  du  développement  sera, 
lorsqu'il  y  en  a  un , 

n'"V3 

et  pour  qu'il  y  ait  un  terme  moyen ,  (n'—  i) .  s' doit  être  un  nombre 
pair  ;  c'est-à-dire  que  l'un  ou  l'autre  au  moins ,  des  nombres  »'  —  i 
et  s\  doit  être  pair. 

56.  L'analyse  précédente  donne  encore  le  coefficient  de  a- 1  dans 
le  développement  du  polynôme 

(«-"  -f-  a"***  4-  a—  -f- 1+  a . . . .  +  a—*  H-  a")'j 
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Pour  l'obtenir ,  on  observera  que  le  coefficient  de  <£  dans  le  dé- 
veloppement de  ce  polynôme ,  est  le  même  que  celui  de  a"  ;  en 
nommant  donc  ^rce  coefficient ,  en  faisant  a  =  c*'>/—*,  et  réunis- 
sant les  deux  termes  du  développement,  relatifs  à  a'  et  a~' ,  on 
aura  a^.cos      pour  leur  somme.  Maintenant,  si  l'on  multiplie  ce 


(-m- y. 


polynôme^  ou  sa  valeur  y — sin  ,  ^ —  J  par  dv.cos  l<ar ,  et  qu'on 

intègre  le  produit  depuis  «ir  =  o  jusqu'à  *arz=t7r\  il  est  clair  que 
tous  les  termes  disparaîtront ,  excepté  celui  où  r  est  égal  à  /  ; 
l'intégrale  se  réduira  donc  à  a.**/- /</*•.  cos"./<»j  ce  qui  donne 

'Cos.iv. y   s.miw  J. 

Pour  intégrer  cette  fonction ,  on  fora  rnmme  ci-dessus , 

* 

/WïïLfciY.Y 

En  prenant  les  logarithmes  et  développant  par  rapportaux  puissance» 
de  «ar ,  on  aura  par  le  retour  des  suites ,  pour  une  expression  de 
cette  forme , 

<tr  =  -r^yi  (  1  +  ^ft'-f-  etc.  )  ; 

ce  qui  transforme  l'intégrale  précédente  dans  celle-ci  r 

^±il .    .  V*     ./îft.cosf  .ltf*    }.e-  (i+5^  +  etc.) , 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini.  On  peut  facile- 
ment l'obtenir  par  le  n*  a6 ,  et  l'on  trouvé ,  en  n'ayant  égard  qu'à 
son  premier  terme,  pour  sa  valeur  , 


\-\    ,    „    =-C  n.[n+,).*. 

10,  * 
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C'est  la  valeur  cherchée  du  coefficient  de  a-'  dans  le  développement 
du  polynôme ,  lorque  sa  puissance  s  est  très-élcvée. 

Cherchons  maintenant  la  somme  de  tous  ces  coefficiens ,  depuis 
celui  de  a~l  inclusivement,  jusqu'à  celui  de  a'  inclusivement,  /étant 
un  grand  nombre,  mais  d'un  ordre  intérieur  à  s.  Pour  cela,  noua 
observerons  que  Ton  a  par  le  n8 10, 

d'où  l'on  tire  parle  numéro  cité, 

1  .y, = fy,.dl —  { .y,  H-  ^,    -f-  etc.  constante. 

En  prenant  l'intégrale  depuis  le  terme  correspondant  à  /  nul  inclusi- 
vement, on  aura  la  somme  des  valeurs  de_r{  depuis  cette  origine 
jusqu'au  terme  yt  exclusivement.  La  constante  arbitraire  sera  égale 

alors  à  ±.y9 — ri--jf  —  etc-5  amsi  la  somme  des  valeurs  de  yt) 
depuis  /  nul  inclusivement  jusqu'à/,  inclusivement,  sera 

fy , .  dl  +  i  .y.  +  Ky ,  +  -rV .  $  -  rV .  ~£  +  e  te . 
Supposons  maintenant 

(an+i)'.  t/%  

yi  =  ,   N       -C  ».(«-h;.i: 

j/n.(n+i).aiir  » 

alors  les  différences  de  y,  seront  successivement  d'un  ordre  infé- 
rieur les  unes  aux  autres  j  en  ne  considérant  donc  que  les  trois 
premiers  termes  de  la  série  précédente ,  on  aura 

pour  la  somme  des  coefficiens  des  termes  du  développement  de  ta 
puissance  s  du  polynôme ,  depuis  /  nul  inclusivement  jusqu'à  y,  in- 
clusivement. En  doublant  cette  somme,  et  en  retranchant  de  ce 
double ,  le  terme  y,}  on  aura  pour  la  somme  des  coefficiens ,  depuis 
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Celai  du  terme  correspondant  à  a"'  inclusivement,  jusqu'à  celui  du 
terme  correspondant  à  a'  inclusivement, 

37.  Nous  avons  supposé  dans  les  exemples  précédons ,  que  le* 
équations  aux  différences  enj*, ,  n'avaient  point  de  dernier  terme  f 
donnons  un  exemple  d'une  équation  jouissant  d'un  dernier  terme  , 
et  pour  cela ,  considérons  Péquatibn  aux  différences 

En  faisant 
on  aura 

//=*'.?. (1  -4- x)  —fjC.[(x 4- 1) . d<p  H-  (*  + 1) .?dx]  ; 
ce  qui  donne  d'abord  pour  déterminer  l'équation 

(  \  +x).d<p  +  (  i  + 1  ).<pdx     o  j 
d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

*  —  (1  +x)'+" 

A  étant  une  constante  arbitraire.  Ensuite  on  a 


ou 

d'où  l'on  tire 
ensorte  que 


*=Pt  A=(i+pY', 


l'intégrale  étant  prise  depuis  x  =  0  jusqu'à  xz=p.  En  ajoutant  à 
cette  valeur  dey;,  celle-ci 
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L'intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini ,  et  S  étant 
une  arbitraire  ;  on  aura  pour  l'intégrale  complète  de  la  proposée 

expression  que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme 

C  xf~%  dx       ,  v,  Px'-'.dx 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini,  «4 
la  seconde  étant  prise  depuis  x=ip  jusqu'à  x  infini. 
Maintenant,  l'intégrale  de  la  proposée 

est 

•.(,-!).(,•-«) ...  .0-5+0  'V*  •  •  i.a.a.....i  ^> 
Q  étant  une  arbitraire ,  et  S  étant  la  caractéristique  des  différences 
finies;  ensorte  que  la  fonction,  2^'  <    }  "'■'}t~s+x\p1  est 

égale  à 

1+*,+i£=V- . .  ■+^i-i;^r>;(;_^J+'Vs 

c'est-à-dire,  à  la  somme  des  ^  premiers  termes  du  binôme (i-f-/?)'. 
Si  l'on  compare  cette  expression  de  y,  à  la  précédente ,  on  aura 

.    fx'^.dx       t      ,     v;  fx'~'.dx 
_    i. a. 3.... (5—Q      / n         «-C*— i)  C* — J+0  „,\ 

— rç— i)..  ..o-H-  o  •  Vy  "~ *  •    i.a.3  * — lP  )' 

Si  l'on  fait  s  =  î  dans  cette  équation ,  et  si  l'on  observe  que  le  pro- 
duit 1.2. 3....  (s — î)  se  réduit  alors  à  l'unité,  comme  on  l'a  vu 
dans  le  n*  54;  on  trouve  après  les  intégrations  B'  =  Q:  ainsi  B' 
étant  une  arbitraire,  cette  équation  se  partage  dans  les  deux 
suivantes, 

i  .g. 3  (5—  i)    f  x^.dx 

£.(i—i). . . .  —y  (i+x)'+l  » 

i.a.3....(j— i)  Q...Q— 5+Q    .         ,    a,  rx-\dxt 

^O-O^O-H-O'2  râTâ^TTï — J"!B»(l+/»)  V  Ô+^T" 
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d'où  l'on  tire 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  x=p  jusqu'à x  infini  ; 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini. 
Lorsque  s  et  «sont  de  grands  nombres,  il  sera  facile  de  réduire  ces 
deux  intégrales  en  séries  convergentes,  par  les  formules  des 
n04  aa  et  a5.  On  aura  ainsi  la  somme  de  s  premiers  termes  du 
binôme  élevé  à  une  grande  puissance,  par  une  approximation 
d'autant  plus  rapide ,  que  cette  puissance  sera  plus  haute. 
Si  Ton  effectue  les  intégrations,  l'équation  précédente  devient 


0— *-H)    P    j  ('— H-0 ;(<—*+ 3)  ..  P* 


r  1      î.a     *         1  i.a.3. ..(i — i)  r 

(,-,+0....0-0  _£ 

"l"  1.9.3  C*— 0  '  (»+J>)' 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  transformation  dé 
la  somme  partielle  des  lermes  du  binôme  (i+p)',  transformation 
qui  peut  être  utile. 

Du  l'approximation  des  différences  infiniment  petites  et  finies  , 
très-élevèes  ,  des  fondions. 

38.  Considérons  une  fonction  quelconque  de  z ,  que  nous  repré- 
senterons par  <»  (s).  En  f  changeant  :en  i  +  désignons  par 
y,  le  coeflficient  de  V  dans  le  développement  de  cette  fonction  ; 
nous  aurons 

£^±^=ii.a.3....5.>r„ 

t  étant  supposé  nul  après  les  différentiations  ;  et  comme  on  a 
d  ^  ~3s^  '  cn  suPPosanl  '  nul  ;  on  aura 

^£7-^  s=i.a.3..  .s.y,. 
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Ainsi  la  recherche  de  la  différence  s'""  de  $  (z) ,  se  réduit  à  déve~ 
lopper  la  fonction  <p(  z  H-  t  )  en  série. 

Supposons  que  cette  fonction  de  *  soit  une  puissance  d'unpolynomc 
de  t,  que  nous  représenterons  par 

(a  +  bt-hcf+elc.f. 

En  exprimant  par 

y»-by .  •  *+y*        +y, .  f + etc. , 

son  développement  en  série  ;  on  aura,  en  prenant  les  différences 
logarithmiques, 

,/*.(& -t-act-f- etc.)          y,  4-  ay..  t  h  sy, .  t-1  -f  «te. 

a+  ht  +  et* -f  etc.      y0+y,.t+yt.r  +y..t>+  etc.* 

Multipliant  en  croix,  et  comparant  les  termes  multipliés  par  f~\ 
on  aura 

a.s.y,  +  b.(s—i)  .y,-t  -f-  c.  (5  —  a  )  .^-.-f-  etc. 
= ;* .  b  .y,-x  H-  a/* .  c  etc. 

Représentons  par  fx'-'ç.dx,  l'expression  de  jr.j  cette  équation 
devient 

f      b      c         \  (^•(«•f-i-f-^  +  etc.)) 

o=^.(a-f-^-r-|i4-etc.).<p-A'J      V      *     **  <L 

En  égalant  séparément  à  zéro ,  la  partie  de  cette  équation ,  affectée 
du  signe  intégral,  on  a 

o=<*p.(a       +  ^+etc.)4-^<fr.(J:  +  ^-f-etc); 

ce  qui  donne  en  intégrant , 

<p=:^.(a-f-£-f-£+etc.)  , 

A  étant  une  constante  arbitraire.  La  partie  de  l'équation  précé- 
dente, hors  du  signe  intégral,  donnera  ensuite  pour  déterminer 
les  limites  do  l'intégrale, 

o==**\(a-f---f---f.etc.)  ; 

ces 
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ces  limites  sont  donc  x  =  o,  et  x  égal  aux  diverses  racines  de 
l'équation 

o  =  a-f-|-f-  Ji-hetc. 

On  aura  donc  par  les  méthodes  précédentes ,  et  par  une  approxi- 
mation très-prompte ,  les  coefficiens  des  puissances  très-élevées  de 
t ,  dans  le  développement  en  série  de  la  puissance  , 

(a-f-ôf-r-c/,-f-etc.)'t, 

et  par  conséquent  ou  aura  les  différentielles  très-élevées  de  la 
puissance 

(a'+b'z+c'z'+ctc.f, 

qui  se  change  dans  la  précédente ,  en  changeant  *  dans  z  ■+■  et 
faisant 

a  =  o'  -f-  b'z-^r  c'a'  -f-  etc. , 
b  =  b'  -hac'z-f-etc., 
c  as  c'  -f-  etc. , 
etc. 

Appliquons  cette  analyse  à  un  exemple. 
x  étant  le  sinus  d'un  angle  9 ,  on  aura 

<£*-*-■. a _  *  _i  

Pour  avoir  l'expression  du  second  membre  de  cette  équation,  nous 
observerons  que  l'on  a ,  par  ce  qu'on  vient  de  voir , 

d'  i  „ 

y,  étant  le  coefficient  de  t  dans  le  développement  de  [1— («+/)•]""•. 
On  aura  ensuite 

y, = A.r*-*  .dx  .[i  -  (« + i)1]"*, 

les  limites  de  l'intégrale  étant  données  par  l'équation 

-■[-(•+£?■ 

ao 
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Ces  limites  sont 

«  1  * 

=  —  ;       .      X  =  O  «      X  —S  — — . 

Comme  x  a  trois  valeurs ,  l'expression  dey,  prend  cette  forme,  par 
le  n*  39, 

y^A  .fx>~\dx.  [1  -(*+ 1)*]"  '+^'/jr-'.(te.[i-(x-h  i)"  J"\ 

^  et  ^'  étant  des  constantes  arbitraires  t  et  la  première  intégrale 
étant  prise  depuis  x  =  —  7-37^  Jusqu'à  x  =  o ,  et  la  seconde  étant 
prise  depuis  x=.o  jusqu'à  x  =         ^  ^on  ^ 


•  s  -f-  cos  • 
1  — 1* 


L'expression  précédente  de  y,  devient 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  4r=o  jusqu'à  w  égal  à 
l'angle  dont  le  cosinus  est  — r,  et  la  seconde  étant  prise  depuis 
ce  dernier  angle  jusqu'à  Pour  déterminer  les  arbitraires 

B  et  B\  on  observera  que 

 1    s 

y* — 77=^'   J'» —  V 

k»-*        (»— *r 

d'où  il  est  facile  de  conclure 
partant 

^l==  !—_./<fcr.(t+cos«w)'> 

l'intégrale  étant  prise  depuis  <ar=o  jusqu'à  «r=s?r.  En  prenant  cette 
intégrale,  et  observant  que 

[dm.  cos».ws=p  .{dur .  {c*^+  c^V^)' 

1  .fl.3  ar   i  .5.5.  ....(ar— 1) 

—  a-.(i.fl.3..,...r)«-*—     a.<.6....ar  •*> 
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on  aura 

cette  expression  est  fort  composée ,  lorsque  s  est  un  grand  nombre  ; 
mais  alors  on  peut  obtenir  sa  valeur  d'une  manière  fort  approchée , 
en  appliquant  à  l'expression  de  y,  sous  forme  d'intégrale  définie , 
les  méthodes  exposées  ci-dessus.  La  fonction  sous  le  signe  intégral 
ayant  deux  maxima ,  l'un  à  l'origine  de  {Intégrale ,  et  l'autre  a  son 
extrémité ,  nous  la  décomposerons  dans  les  deux  suivantes , 

y,—  i— -r.[/rf«r.(x-t-C0S«-)'-f-(--i^./J«-.(C0Sflr  —  x)']; 

*(!-*•)* 

• 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  «r  nul  jusqu'à  tt  égal  à 
l'angle  dont  le  cosinus  est  —  z ,  et  la  seconde  intégrale  étant  prise 
depuis  <w  nul  jusqu'à  <w  égal  à  l'angle  dont  x  est  le  cosinus.  Soit 

i  =  a ,  et  faisons 

(  z  •+•  cos  <sr  )'  =  (  1  ■+• x  )' .  c"~  '*î 
on  aura  en  prenant  les  logarithmes  et  réduisant  cos  *ar  en  série , 

log  (1  ?-r^+  ,  7\_  ,  —  etc^ss  — 

d'où  il  est  facile  de  conclure 


on  aura  ainsi ,  en  observant  que  l'intégrale  doit  être  prise  depuis 
<  nul  jusqu'à  t  infini, 

7^.(^03^)'=— a—.(i+x),+V(i  —  ^^^  -f-  etc.) 
En  changeant  z  dans  —  x,  on  aura 
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partant 

y,=  '      _ .  (i  -  «-^  +  etc.) 

^--^—.(x-^+etc.)' 

(i+x)'    '-V^   V  8  ' 

dans  le  cas  de  s  très-grand ,  cette  expression  se  réduit  à  fort  peu 
près  à  ce  terme  trés-simple , 

 L  - 

Si  l'on  multiplie  l'expression  (b)  àey,  par  le  produit  î  .a. 5.  , 
produit  qui  parole  n*  33 ,  est  égal  à 

c-.  \GÏ.(i  H-^-f-  etc.)  * 
on  aura  à  très-peu  près 

d>.  !  

3g.  Lorsqu'une  fonction  y,  de  *  peut  être  exprimée  par  une 
intégrale  définie  de  la  forme  /r\<p<£r,  les  différences  infiniment 
petites  et  finies  d'un  ordre  quelconque  n,  seront  par  le  n°  21, 

^=zfx>.<pdx.  (logx)-, 

A".^,  s=  faf.Çdx.Qx: — i)'. 

Si  au  lieu  d'exprimer  la  fonction  de  s,  par  l'intégrale  fx'.Qdx,  on 
l'exprime  par  l'intégrale  fc~'*.$dxi  alors  on  a 

==  (—  i)\/r".<p<Zr.e-", 
ù.\y,  =fçdx.  c~" .  (c"*— 1)\ 

Pour  avoir  les  intégrales  n'""",  soit  finies,  soit  infiniment  petites  , 
il  suffira  de  faire  n  négatif  dans  ces  expressions.  On  peut  observer 
qu'elles  sont  généralement  vraies,  quel  que  soit  »,  en  le  supposant 


Digitized  by  Google 


DES  PROBABILITÉS.  i57 

même  fractionnaire  ;  ce  qui  donne  le  moyen  d'avoir  les  différences 
et  les  intégrales  correspondantes  à  des  indices  fractionnaires.  Toute 
la  difficulté  se  réduit  à  mettre  sous  la  forme  d'intégrales  définies, 
uue  fonction  de  s  ;  ce  que  l'on  peut  faire  par  les  n°*  29  et  3o , 
lorsque  cette  fonction  est  donnée  par  une  équation  linéaire  aux 
tlilïërences  infiniment  petites  ou  finies.  Comme  on  est  principale- 
ment conduit  dans  l'analyse  des  hasards ,  à  dçs  expressions  qui  ne 
sont  que  les  différences  finies  des  fonctions,  ou  une  partie  de  ces 
différences  ;  nous  allons  y  appliquer  les  méthodes  précédentes,  et 
déterminer  leurs  valeurs  en  séries  convergentes. 

4o.  Considérons  d'abord  la  fonction  -,.  En  la  désignant  par  y,, 
elle  sera  déterminée  par  l'équation  aux  différences  infiniment  petites 

Si  l'on  suppose  dans  cette  équation , 
elle  deviendra 

d'où  l'on  tire  en  intégrant  par  parties ,  conformément  à  la  méthode 
du  ns  39 ,  les  deux  équations 

°  =  'P  as~> 

o  =  x<p .  £y. 

La  première  donne  en  l'intégrant, 

rA  étant  une  arbitraire.  La  seconde  équation  donne  pour  les  limites 
de  l'intégrale  fc~'*.  <pdx ,  x  =  o  et  x  =  00.  On  aura  donc  dans 
ces  limites, 
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Pour  déterminer  la  constante  A,  nous  observerons  que  s  étant  j  , 
le  premier  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  l'unité  ;  ce  qui 
donne 

partant 

i  _  fjï-'dx.c—* 
?  ~~  fx'-'dx .  c—  ' 

on  aura  donc  par  le  numéro  précédent 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
k  nul  jusqu'à  x  infini. 
Pour  développer  cette  expression  en  série ,  supposons 

* 

a  étant  la  valeur  de  x  qui  répond  au  maximum  du  premier  membre 
de  cette  équation.  Si  Ton  fait  *=a-t-fl,  on  aura,  en  prenant  les 
logarithmes  de  chaque  membre ,  et  en  développant  le  logarithme 
du  premier  ,  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  9, 

les  quantités  a ,  ht  h',  h",  etc.  étant  données  par  les  équations 
suivantes  : 

q     i — i      j  n.(f~* 


_      i— i      i»      c-4     ,    n   /  c~*  V» 

,,_      i— i  ,  n     c—       n  /  trs  y ,  »  /  c—  y 

etc.  i 

on  aura  donc  par  le  retour  des  suites, 
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et  cette  suite  sera  d'autant  plus  convergente,  (nie  le  nombre  n 
sera  plus  considérable.  En  substituant  cette  valeur  de  ô  dans  la 
fonction  yètë.c-'*,  et  prenant  l'intégrale  dans  les  limites  <=—  00 
et  /  =  oo,  limites  qui  correspondent  aux  limites  x  =  o  et  *=», 
on  aura 

y***-<te.c-"*.(<r*—  1  )• 

=  «-.c-.(c--1)..  £j| . (,  ■+•  i^i^  +  etc.). 
On  a  d'ailleurs 

frf-'dx .  c"~*  œ=  j  fxfdx .  c~'  -f 

et  lorsque  i  est  très-grand,  on  a  par  le  n*  3a, 

/*,cZr.c-*=i"4"î.c-'.  +7^4-  etc.); 

en  divisant  donc  l'une  par  l'autre,  les  deux  valeurs  de 
/V-<fcr.c-".(c-'— 1)"   et  fx'-'dx.c-', 

on  aura 

ï)    .e-.^-O-  fi+— jjp— +«tc.) 

— ï?3r  _^_4tc.,  r 

Pour  avoir  la  différence  finie  n,m'  de  la  puissance  positive  j* 
il  suffit ,  par  le  n*  3o ,  de  changer  dans  cette  équation  i  dans  —  » 
et  l'on  aura 

A".*'  =  (*+»)• — n .  (H-*— 1  )« +iL^=i2 .  (*-H»-3)'—  etc. 

V  m'  (c- 

etc.  étant  données  par  les  équations 
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 s  —  -^—> 


i 


/  —    i±i.  .  n     c"  _»  /  c*  V .  »  /  c  V 

S?~      6  *  c«— i      â  '  V—  J      3  '         i/  » 
t  +  t       «     c-  7n  /_£*_ y     i»  /   c«  V  ,  n   /   c«  V 

etc. 

La  série  {fi!)  cesse  d'être  convergente ,  lorsque  a  est  une  très- 
petite  fraction  de  l'ordre      car  il  est  visible  que  les  quantités 

/,  t,  t'y  etc. ,  formant  alors  une  progression  croissante,  chaque  terme 
de  la  série  est  du  même  ordre  que  celui  qui  le  précède.  Pour  dé- 
terminer dans  quel  cas  o  est  très-petit,  reprenons  l'équation 

 i  4-  i  ra.c* 

*~~    a  c* —  i" 

On  peut  la  transformer  dans  la  suivante ,  lorsque  a  est  très-petit, 
d'où  l'on  tire  à  très-peu  près ,  dans  la  supposition  de  a  très-petit, 

*   t«f-  i  —  n  m 


i  n 


ainsi  a  sera  fort  petit  toutes  les  fois  que  i  — n  sera  peu  considé- 
rable relativement  à  s  -f-     Dans  ce  cas,  on  déterminera  ù'.s' 
par  la  méthode  suivante. 
Reprenons  l'équation 

^=^7^  » 


dans  laquelle  se  change  la  formule  (^),  lorsqu'on  y  fait  i  négatif 

et 
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et  égal  à  —1.  On  peut  mettre  la  fonction  (<?-•  —  i)"  sous  cette 
forme 

c~  ■.(«"»—  cV 

= (— •  *•(»  +     •  ?  +  Txrn  •  t +etc)' 

=  (-.)••-.,..(. +î-  +  ^.3,+etc.); 
on  aura  donc 

/^•er«.JrtHiM^/îSî.^,+  S)-,.(i+^+*> 
Si  l'on  Eut 

on  aura  généralement 

or  on  a  trouvé  dans  le  n'  33 ,  par  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire, 

rdx'.c-"  _  ~\  _  a«r.(-i)r~' 

7      jc"         fx'r-'dx' .c-"  "~~  (r— 1  ) .  (r— aj .  (r — 3J . etc. * 

partant  on  aura 


Cette  série  sera  très-convergente,  si  i— >n  est  peu  considérable 

relativement  à  s     jj  j  elle  peut  d'ailleurs  être  employée  dans  le 

cas  où  »  est  fractionnaire ,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre. 
Quant  au  produit  (i— *  +  n-f-  a). . .  .i,  il  est  facile  de 

l'obtenir  en  série  convergente ,  par  le  n'  3a. 

ai 
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La  formule  précédente  est  une  application  très -simple  de 


S.r,  =  \c   *    -c      *  J 


que  nous  avons  donnée  dans  le  n"  10  ;  car  en  développant  le 
second  membre  de  cette  équation,  et  faisant  y,=s%  on  obtient 
directement  cette  formule  que  nous  avons  conclue  des  passages 
du  réel  à  l'iniaguiuirc  j  ce  qui  confirme  la  justesse  de  ces  passages. 

4i.  Les  formules  (jt*'  )  et  (a*")  des  numéros  précédens,  sup- 
posent n  égal  ou  moindre  que  i.  En  effet ,  si  l'on  considère  l'ex- 
pression 

A"   c'  J  * 

*  '*  —  "dx.  c-'  > 


/dx.  c- 


dont  le  développement  a  produit  ces  formules  ;  on  voit  que  les  limites 
des  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  détenmncca 
par  le  numéro  précédent,  en  égalant  à  zéro  le  produit  des  quan- 
tités sous  le  signe  intégral ,  par  x;  ces  limites  seront  toutes  ima- 
ginaires, lorsque  i  sera  plus  grand  que  n  j  au  lieu  que  dans  le  cas 
où  i  sera  moindre  que  n ,  les  limites  de  l'intégrale  du  numéra- 
teur seront  réelles  ,  tandis  que  celles  du  dénominateur  seront 
imaginaires;  il  faut  donc  alors  ramener  ces  dernières  limites  à 
l'état  réel.  Pour  y  parvenir,  nous  observerons  que  l'on  a  géné- 
ralement 

J  —i.  (*+!).(•+*)  (i+r)' 


Si  l'on  fait  dans  cette  expression,  i  négatif  et  égal  à  — r— -, 


m  étant  moindre  que  n  ;  on  aura 


rdx.tr*          (—iy+*.fx  "dx.c-* 

J    *»  -2.(,+S).(.  +  S)  

or  on  a  par  le  n°  3a ,  les  intégrales  étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à 
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*  infini , 

('+=)•(>+?)  '-4*^. 

fxndx  .  c— 

i  étant  ici  positif  :  c'est  l'expression  de  f  ^~Sr  dont  on  doit  faire 

usage  dans  le  cas  que  nous  examinons  ici.  Si  Ton  fait  *  =<", 
on  aura 

^.fx~^dx  .  c" .fx^dx . o-*=  n'ftr-*~xdt. c-''  .ft—^dt.c-*'  ; 

et  l'équation  (T)  du  n»  a4  donne,  en  y  changeant  r  dans  m+i,' 

n\JÏ—r,dt.<r-t'  .fr-'dt.cr-r  == 
on  aura  donc 


m  » 


rAx.tr'   (— 

J  s|n  2  w.fx'dx.c" 


d'où  l'on  tire ,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  pré- 
cédente de  A".*', 


A\*'=  -.frdx  .  c-'j£r,.c->*.(c-'—iy-,  (n"') 

les  intégrales  étant  prises  depuis  *  nul  jusqu'à  *  infini. 

Le  procédé  qui  vient  de  nous  conduire  à  cette  équation,  est 
fondé  sur  les  passages  réciproques  du  réel  à  l'imaginaire  ;  mais 
on  peut  y  parvenir  directement  par  l'analyse  suivante  qui  confir- 
mera ainsi  la  justesse  de  ces  pasfpges. 

Si  l'on  prend  l'intégrale  f  depuis  x  =  *  jusqu'à  x  infini  j 


on  aura,  en  faisant  i  =  r-f-^,  la  fonction  * 
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*'-»•—  +»('+»)•  —  —  "=J 

or  on  a  généralement,  lorsque  <x  est  infiniment  petit , 

 j7  °> 

/étant  zéro  ou  un  nombre  entier  positif;  car  si  l'on  développe 

en  série,  et  que  l'on  désigne  par  t.a<.s<  un  terme  quelconque  de 

cette  série ,  on  aura 

En  effet ,  si  q  surpasse  /,  ce  terme  devient  nul  par  la  supposition 
de  *  infiniment  petit.  Si  q  est  égal  ou  moindre  que/,  q-j-r  —f  sera 
égal  ou  moindre  que  r,  et  par  conséquent,  il  sera  plus  petit  que  n; 
et  alors,  par  la  propriété  connue  des  différences  finies,  A".j**^*/ 

sera  nul.  Il  suit  de  la  que  A". J       — »  ou  /  — .  ^  i- 

se  réduit  à 

l'intégrale  étant  prise  depuis  jc  nul  jusqu'à  x  infini.  Si  l'on  fait 
xs=  y,  on  aura 

5  J      J*  ' 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  et    nuls  jusqu'à  x  et  x'  infinis; 
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on  aura  donc 


En  substituant  pour (i  -f-^) .  (□ +^). . .  .i ,  sa  valeur  . 

fx~"dxc-' 

et  observant  que  l'on  a  par  ce  qui  précède , 


on  aura  la  formule  (a*"')' 

Si  i  est  uu  très-grand  nombre ,  on  aura  par  le  n*  3a ,  l'inté- 
grale fatdx.c—  jon  aura  ensuite  par  ce  qui  précède,  l'intégrale 

fdx  c~^'Jï,  ainsi  l'on  obtiendra ,  par  une  série  très-conver- 

gente ,  la  valeur  du  second  membre  do  la  formule  citée. 

Supposons  t  infiniment  petit,  r  sera  nul,  et  —  sera  une  fraction 
infiniment  petite ,  on  aura  donc 


n  n  1 

A\(^)  =  A\log5; 

la  formule  (/*'")  donnera  ainsi 

AMog*  =  - f£ï±.(c->-,)% 

expression  que  l'on  réduira  facilement  en  série  convergente ,  lors- 
que n  est  un  grand  nombre. 

4a.  On  a  souvent  besoin  ,  dans  l'analyse  des  hasards,  de  ne 
considérer  dans  l'expression  de  A".*',  que  la  partie  dans  laquelle 
les  quantités  élevées  à  la  puissance  i  sont  positives.  Nous  allons 
déterminer  la  somme  de  tous  ces  termes.  Pour  cela,  reprenons 
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la  formule  (/*'")  du  numéro  précédent  Si  l'on  y  substitue  au  lieu 
de  A*. s'y  sa  valeur 

(,-f-rc)'— n.(H-«—  i)'-f- 1^=11.(5+»— ay— etc.  j 

et  si  l'on  y  change  ensuite  s  dans  —  s  ;  on  aura ,  en  ne  continuant 
les  deux  séries  du  premier  membre  de  l'équation  suivante ,  que 
jusqu'aux  termes  dans  lesquels  la  quantité  élevée  à  la  puissance  «, 
devient  négative ,  et  observant  que  le  signe  -f-  a  lieu,  si  n  est  pair, 
et  le  signe  — ,  si  n  est  impair, 

(  i  )'.  [(n-5)'-/l.(n-*-iy+^~^.(«--5--ay-etc.] 

rfc  (_!)'.[>_„.  (*-i)4-  ■  (*-a)'-ctc.] 

n,  tLÛ^l .  sin  ^  ./^  <ir .  c-  .f ~.c".  (c"'-i  )-. 

Si  l'on  change  dans  la  dernière  intégrale,  x  en  —  ax'.y' — î,  elle 
devient,  après  toutes  les  réductions , 

a— \  (—1     .fx'— .  dx\  [cos  (as— «) .  jc'-V— ï .  sin  (a*— n) .  x'] .  ; 

l'intégrale  relative  à  x'  étant  prise  depuis  j:'  nul  jusqu'à  x'  infini. 
On  aura  donc 

(1  )' .  [(n— 5)'— n . («— )'+  n  ("~') . (*— *—a)'—  etc.] 

=  C~°.  '.3-'.(— 1)  a  .sin—  Jxiax.c-'.fx,-i-*.ax' 
X  [cos(a,-«)^-V^=Tsin(a,--n)^].(^y. 

Supposons  r=n — 1 ,  ce  qui  donne  j'  =n—  i-f-— ,  et  comparons 

séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  de  l'équation 
précédente.  On  a 

(i)'=(i)-.(0^=i«i 
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or  on  a   

1  z=  cos  a/^r  \/ —  1  .sin  %bt , 

/  étant  un  nombre  entier  j  on  aura  donc 

(i)n  =  cos  — —  -f-        ■  sin  — . 

Les  valeurs  correspondantes  de  (— i)n  sont 

cos  Ca/H-i)-^H-v^=T.sin(2/-+-i).^. 

Maintenant  (  î  )'  devant  être  supposé  égal  à  l'unité ,  dans  l'équa- 

lion  (o) ,  il  faut  choisir  /  de  manière  que  cos  hy — 1  «sm  

soit  î ,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

=>/*, 

f  étant  un  nombre  entier  que  noua  pouvous  supposer  nul  ; 
alors  on  a 

NI 

— i)n  =cos—  i.sm— ; 

mais  on  a 

=fc(-i)'=±(-.i)',-,  +  ^=-.(-i^» 
la  partie  imaginaire  du  premier  membre  de  l'équation  (o)  est  donc 
-V=T.sin  ^ .  etc.]. 

* 

Déterminons  la  partie  imaginaire  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (o).  On  a 

(-!)— '  =  (-0— =1J 

on  a  ensuite 

à  cause  de  r=rt— î  et  de  i  =       î-h^i  or  on  a  par  ce  qui 
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précède , 

m 

'  an  1 


on  aura  donc ,  pour  la  partie  imaginaire  du  second  membre  de 
l'équation  (o), 


m» 

tin 


a-<.  if=ï.-JL.f&.*  \cos[(a.-n)^-^].(8-^)V^x.c-'. 

Si  Ton  égale  cette  fonction  à  la  partie  imaginaire  du  premier  membre 
de  cette  équation  ;  si  l'on  observe  de  plus  que 

m 

-(•+?)•(»+?)•••»••». 

en  faisant  lb=:ftn-*"r~'dt.c-t',  l'intégrale  étant  prise  depuis  /  nul 
jusqu'à  t  infini  ;  enfin ,  si  l'on  suppose  2$  —  n  =     on  aura 

71%  ,  . 

(n+z)         n-n.(a+z-a)  "+    \  „   J-(n+*-fl  «te. 

1  >  3 


Dans  le  premier  membre  de  cette  formule  ,  la  série  doit  être 
continuée  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  quantité  négative  élevée 

à  la  puissance  n  —  1 4-  —  »  *  ne  surpassant  point  n  ;  dans  le  se- 
cond membre ,  l'intégrale  doit  être  prise  depuis  x'  nul  jusqu'à  x' 
infini. 

La  comparaison  des  parties  réelles  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion (o)  conduit  au  même  résultat  ;  et  d'ailleurs ,  elle  prouve  que 
pour  la  coïncidence  des  deux  résultats  tirés  de  la  comparaison 
des  quantités  réelles  entre  elles  et  des  quantités  imaginaires  entre 

«lies,  il  est  nécessaire  de  supposer ,  comme  nous  l'avons  lait,  /==  o- 

On 
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On  peut  encore  parvenir  à  la  formule  (p)7  au  moyen  de  l'équa- 
tion suivante, 

i .  [f  (s+a , »)]  =  (*+*+») . ♦'(H-» ,  •)  +(«)  •       ») . 

,  n)  étant  le  coefficient  de  dz  dans  la  différentielle  de  p(  z,  n  ) , 
et        n)  étant  égal  à 

(  „  +  z  y  _  n .  {n+z  _  ,y + !LfcO .  („+*_4)'-  etc.  ; 

tous  les  termes  dans  lesquels  la  quantité  élevée  à  la  puissance  i 
est  négative ,  devant  être  rejetés  ,  et  z  ne  surpassant  point  n  , 
ensorte  que  la  quantité  élevée  à  la  puissance  1,  ne  surpasse  jamais 
an.  En  résolvant  cette  équation  aux  différences  infiniment  petites 
et  finies,  par  la  méthode  du  n*  3o,  et  déterminant  convenablement 
les  constantes  arbitraires ,  on  parvient  à  la  formule  (p  ). 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  applications  de  cette 
formule ,  qui  vont  nous  conduire  à  plusieurs  théorèmes  curieux 
d'analyse. 

Supposons  m  nul ,  alors  on  a 

la  formule  (p)  devient  ainsi 

(a+*)— n.(n+«— a)"~'-f  ■  (*+«— 4)""*'—  «c 

i.a.3  (n — i).a" 

fdaf .  co»  sa! .  ^"""jr~) 

on  a 

log(^)"=n.log(i  -  i  *>*  -  etc.); 

ce  qui  donne 

on  aura  donc ,  par  le  n°  26 ,  en  faisant  *  =  ry/n, 
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=  i.a.5  (n-i).a'  »  ^ 

la  série  de  ce  dernier  membre  devant  être  arrêtée  aux  puissances 
des  quantités  négatives. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  r,  on  aura ,  avec 
la  condition  de  l'exclusion  xlca  puissances  des  quantités  négatives , 


1.3.3.../1 — a.a"  u  »•»  -J 

En  continuant  de  differentier  ainsi ,  on  aura  les  voleurs  des  diffé- 
rences inférieures ,  pourvu  cependant  que  le  nombre  de  ces  difle- 
rentiations  soit  fort  petit  relativement  au  nombre  n.  On  peut 
observer  que  ces  équations  subsistent,  en  y  faisant  r  négatif;  car 

cos  zx7  ou  cos  x'rs/n  est  le  même  dans  les  deux  cas  de  r  positif 
et  de  r  négatif. . 

On  peut,  en  intégrant  successivement  l'équation  (y),  obtenir  des 
théorèmes  analogues  sur  les  différences  finies  des  puissances  su- 
périeures à  n ,  en  excluant  toujours  les  puissances  des  quantités 
négatives.  Ainsi  Ton  a,  par  une  première  intégration, 

(n+rV^)«— n^n+ryS  •(n"~').(B+iVn— 4)"—ctc. 

 I .  a 

i.a.3  n.a» 

-V^-/*'  "Jr*.[,-^.(i-.6r-  +  3^)]+etc. 

On  déterminera  la  constante  arbitraire  C,  en  faisant  commencer 
ayee  r,  l'intégrale  fdr.c"^,  et  en  observant  qu'alors  r  étant  nul, 


1 
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le  dernier  membre  de  l'équation  se  réduit  à  cette  constante.  Dans 
ce  cas ,  le  premier  devient 

».  _  „ .  („_a)«  4.  !LÇ£=!> .  („—4)-  _  etc. 

Mais  on  a ,  comme  on  sait,  sans  l'exclusion  des  puissances  des 
quantités  négatives, 

n .  {n—  a)H-etc . . . .  =p  » .  (2—»)*  q=  (— 1 .  a .  3  n .  a", 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  a  est  pair,  et  le  signe  inférieur  si 
n  est  impair.  Dans  les  deux  cas ,  on  voit  que  la  somme  des  termes 
dans  lesquels  les  quantités  élevées  à  la  puissance  n  sont  négatives , 
est  égale  à  la  somme  des  autres  termes  ;  on  a  donc ,  avec  l'exclu- 
sion des  puissances  des  quantités  négatives, 

n"—  1» .  (n  —  a)"-f-  •  («  — etc.=s  1 .  a .  5 . . .  ».  a"-1  ; 

ce  qui  donne  C=£;  par  conséquent , 

(„  +  r  V^)--«.(n+r  k^-a)-+  "  (n+r  V/«-4)"— «te 

_  1. a.3. . . .n.a»  ~ 

En  intégrant  de  nouveau  cette  expression,  et  déterminant  conve- 
nablement la  constante  arbitraire ,  on  trouve 

0*+r  v^).^.(„  +  rV/ÎU-a)'*'+î^^ OH-r  V^O'^'-^c. 

i.a.3  (/i+i).a".l/ri  ~ 

43.  On  peut  étendre  les  méthodes  précédentes  à  la  détermina- 
tion de  la  différence  n"""  d'une  puissance  quelconque  d'une  fonc- 
tion rationnelle  de  s.  Il  suffît  pour  cela  d©  réduire  par  la  méthode 
du  n*  39 ,  cette  fonction  à  la  forme/c\  <pdx.  Mais  on  a  vu  qu'alorç 
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on  parvient  pour  déterminer  <p ,  à  une  équation  différentielle  d'un 
degré  égal  au  plus  haut  exposant  de  s  dans  cette  fonction ,  et  qui 
le  plus  souvent  n'est  pas  intégrablc.  On  peut  obvier  à  cet  in- 
convénient ,  au  moyen  de  multiples  intégrales ,  de  la  manière 
suivante. 

Considérons  généralement  la  fonction 

  i    _ 

(*+/>)1.(*  +  p'),'.(* +  />•)".  etc.' 

Si  dans  l'intégrale  fx^dx.c'0^',  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x 

infini,  on  change  {s-\-p).x  en  x\  elle  devient  ^~l./x'i"dx'.c-^j 

la  nouvelle  intégrale  étant  prise  dans  les  limites  qui  la  précèdent.  La 
comparaison  des  deux  intégrales  donnera 

(7+/Ô7  —    fx'-dx.c-*  '' 

Il  suit  de  là  que 

i  

/xi-,.J/"-'.  g*""' .  etc.  dx  .  th/.  (Le',  etc.  {r?'-T"'-f*'-«<-<(.*+*,+*'+™  j 

toutes  les  intégrales  étant  prises  depuis  x ,  x',  x",  etc.  nuls  jusqu'à 
leurs  valeurs  infinies  ;  on  aura  donc 

fx*-1 .  x'"-' .  etc.dx . «k'.ctc . t-?*-r*'-™—>  Qr-t-x'-ntt  ) .  (c--r-^-ttc — ,)» 
—  /x'-dx .  <T'  .f^'-'dxf .  c~" .  etc.  *' 

On  réduira  facilement  en  séries  convergentes,  par  la  méthode  du 
n°  4o,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  expression;  et  si 
l'on  change  dans  ces  séries ,  les  signes  de  i ,  i'f  etc.;  on  aura  la  valeur 
très-approchée  de 

etc., 

7i  ,  i,  i',  etc.  étant  supposés  de  très-grands  nombres.  On  trouvera 
par  le  numéro  cité , 
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A".(5+ij)i.(*+p7'.CtC 

V   (?^^T7;  •  i,—^  (^'-««.-Ty/ e,c' 


a,  o',  etc.  étant  déterminés  par  les  équations 

i  -+-  1    .  n.t***^«" 

0==~  H  *  — />  —  C^,--Hctc — 7  ' 

-5-  =  — — ~~p> 

etc. 

Le  cas  le  plus  ordinaire  est  celui  dans  lequel  les  exposans  / ,  1", 
i",  etc.  sont  égaux,  et  s  -\-p,  «  -hp',  etc.  forment  une  progression 
arithmétique.  On  peut  obtenir  alors,  par  la  méthode  suivante ,  la 
différence  finie  de  leur  produis  élevé  à  une  haute  puissance. 

Considérons  la  différence  A-.(*.$— i)'.  Si  l'on  lait  s=cs'+±f 
elle  devient 

En  développant  cette  fonction  en  série,  on  a 

A».*'"—  Î.A\^*+iifc^.A'.«'--<-.etc. 

Les  formules  du  né  4o  donneront  la  valeur  approchée  de  chacun  des 
termes  de  cette  série ,  et  l'on  voit,  par  ces  formules ,  que  n  et  i  étant 
de  très-grands  nombres,  A^J»t'-•  est  d'un  ordre  moindre  de  deux 
unités,  que  A". s*l\  d'où  il,  suit  que  chaque  terme  de  la  série  précé- 
dente est  d'un  ordre  inférieur  d'une  Unité ,  à  celui  qui  le  précède  • 
ce  qui  montre  la  convergence  de  la  série. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  résolvant  par  approximation , 
l'équation  différentielle  du  second  ordre  en  <p,  à  laquelle  conduit  la 
méthode  du  n*  39.  Lorsqu'on  suppose 


i?4 
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on  a 


En  disant  disparaître  s'  des  coefficiens  de  cette  équation ,  par  la 
méthode  citée ,  dans  les  termes  affectés  du  signe  intégral  ;  égalant 
ensuite  à  zéro ,  la  somme  de  ces  termes,  et  supposant  ensuite  dans 
l'équation  différentielle  que  l'on  obtient  ainsi ,  p  égal  à  une  suite 
ascendante  par  rapport  aux  puissances  de  x  ;  on  aura  une  série 
convergente.  On  aura  ensuite 


il  suffira  de  changer  le  signe  de  *,  poux  avoir  la  valeur  de 


Cette  manière  de  résoudre  par  approximation ,  l'équation  diffé- 
rentielle en?,  et  que  nous  avona  indiquée  à  la  fin  du  n*  3o,  peut 
servir  dans  un  grand  nombre  de  cas  où  cette  équation  n'est  pas 
întégrable  exactement. 

Remarque  générale  sur  la  convergence  des  séries. 

44.  Nous  terminerons  cette  Introduction ,  par  une  observation 
importante  sur  la  convergence  des  séries  dont  nous  avons  fait  un 
si  fréquent  usage.  Ces  séries  convergent  très-rapidement  dans  leurs 
premiers  termes;  mais  souvent  cette  convergence  diminue  et  finit 
par  se  changer  en  divergence.  Elle  ne  doit  pas  empêcher  l'usage  do 
ces  séries  j  en  n'employant  que  leurs  premiers  termes  ,  dans  lesquels 
]a  convergence  est  rapide;  car  le  peste  de  la  série,  que  l'on  né- 
glige, est  le  développement  d'une  fonction  algébrique  ou  intégrale, 
très-petite  par  rapport  à  ce  qui  précède.  Pour  rendre  cela  sensible 
par  un  exemple ,  considérons  le  développement  en  série ,  de  l'iflr 
tégrale  fdt.c-l\  prise  depuis  /  =  y  jusqu'à  t  infini.  On  a,  par 
le  n*  37 , 
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fdt.c-*  =  ^f- .  (i  —  ^rf-  ^  —  î^T8+etc)- 

Cette  série  finit  par  être  divergente ,  quelque  grande  que  soit  la 
valeur  que  l'on  suppose  à  T;  mais  alors  on  peut  employer  sans 
erreur  sensible  ,  ses  premiers  termes.  En  effet,  si  l'on  considère, 
par  exemple,  ses  quatre  premiers  termes,  le  reste  de  la  série  sera 

'  5a*  7  fdt  7~  »  or  c*11*  quantité,  abstraction  feite  du  signe, 
est  plus  petite  que  le  terme  —  1  'SJ^^T  qui  précède  ;  c'est-à-dire, 
que  l'on  a 

car  on  a 

— ? —  =  constante  - — -  a./  — ^ — . 

En  déterminant  la  constante,  de  manière  que  l'intégrale  soit  nulle, 
lorsque  t  =  T,  on  aura  ^£  pour  cette  constante  ;  on  aura  donc, 
en  prenant  l'intégrale  depuis  t—T,  Jusqu'à  £  infini , 


dt.t 


La  série  précédente  peut  donc  être  employée,  tant  qu'elle  est  con- 
vergente j  puisque  l'on  est  sûr  que  ce  que  l'on  néglige ,  est  au-dessous 
du  terme  auquel  on  s'arrête. 

Cette  série  jouit  encore  de  cette  propriété ,  savoir,  qu'elle  est 
alternativement  plus  grande  et  plus  petite  que  sa  valeur  entière , 
suivant  que  l'on  s'arrête  à  un  terme  positif,  ou  à  un  terme  négati£ 
On  peut  nommer  par  cette  raison ,  ce  genre  de  séries,  séries-limites; 
Au  reste ,  on  a  vu  dans  le  n*  27 ,  que  dans  le  cas  où  elles  sont  diver- 
gentes; on  peut,  en  les  réduisant  en  fractions  continues,  obtenir 
des  approximations  toujours  convergentes. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  série  précédente ,  peut  s'étendre 
à  toutes  celles  que  nous  avons  considérées,  et  doit  ôter  toute  in- 
quiétude sur  les  usages  que  nous  en  avons  faits.  En  effet,  on  peut 
toujours  arrêter  ces  séries  au  point  où  elles  cessent  d'être  conver- 
sa* 
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gcntcs ,  et  représenter  le  reste  par  une  intégrale.  C'est  ce  que  nons 
allons  faire  voir  sur  la  formule  la  plus  générale  du  développement 
des  fonctions  en  séries. 
On  a ,  en  prenant  l'intégrale  depuis  2  =  0, 

fdz.f  (x— z)  =  *  (x)  —  <p  (x— s) , 

ç'  (x)  étant  la  différentielle  de  <p  (x)  divisée  par  dx.  Si  l'on  désigne 
pareillement  par  ^"  (x)  la  différentielle  de  <p'  (x)  divisée  par  dx;  par 
<p"'  (x)  la  différentielle  de  ?"(x)  divisée  par  dx ,  et  ainsi  de  suite  ; 
on  aura 

fdz .    (x—z)  =  2 .  ?  (x  —  2)  -f  /z<fr .  ?"  (x  —  x  ) , 
/î</z .    (x— 2)  =  i  2' .    (x  ~  2)  4-  fi  z'dz .    (x— 2) , 
etc.  ^ 

En  continuant  ainsi ,  on  trouvera  généralement 
/tfz.<p'(*--2)=z.¥'(*— z)  H-  7^-*"(*— z). 7XO.?wM 

En  comparant  cette  expression  à  la  précédente,  on  aura 
Faisons  x  —  2  =  f ,  l'équation  précédente  prendra  cette  forme 

?(f+2)=?(o-f-2.<p'co+~.<P"co  -h.fl.£...»-*wco 

+  7^3i-/^'-^0.(H-z--2'), 

l'intégrale  étant  prise  depuis  2'  =  o  jusqu'à  2' =2.  Il  est  clair  que 
si  l'on  faisait  dans  cette  intégrale,  (t  +  2 — z')  constant,  on 

aurait  un  trop  grand  résultat,  si  l'on  prenait  la  plus  grande  valeur 
de  cette  quantité;  et  un  trop  petit  résultat,  en  prenant  sa  plus  petite 
valeur.  11  y  a  donc  dans  l'intervalle  de  2'  =  o  à  z' =2 ,  une  valeur 
de  2'  telle  qu'en  supposant  cette  quantité  constante,  on  aura  un 
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résultat  exact. Soit  u  cette  valeur;  l'intégrale  précédente  devient  ainsi 

ce  qui  donne 

<p(*  +  2)=:<p(0-f-Z.<p'(0  +  TTT-n*"W 


■  t.a.3....„+T-^"^+i-tt)' 

z  —  u  étant  compris  entre  r«ro  et  &.  On  pourra  ainsi  juger  de  la 
convergence  de  la  série  et  du  degré  d'approximation,  lorsqu'on 
s'arrête  à  l'un  de  ses  termes. 

*        PIN  DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE. 
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LIVRE  IL 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  PROBABILITÉS. 


CHAFITRE  PREMIER. 

•  * 

Principes  généraux  de  celte  Tlvéorie. 

a  vu  dans  l'Introduction,  que  laprobabilite  d'un  événement,, 
est  le  rapport  du  nombre  des  cas  qui  lui  sont  favorables ,  au  nombre 
de  tous  les  cas  possibles  ;  lorsque  rien  ne  por$e  à  croire  que  l'un  de 
ces  cas  doit  arriver  plutôt  quo  le©  autre» ,  ce  qui  Ico  rend  pour 
nous ,  également  possibles.  La  juste  appréciation  de  ces  cas  divers, 
est  un  des  points  les  plus  délicats  de  l'analyse  des  hasards. 

Si  tous  les  cas  ne  sont  pas  également  possibles ,  on  déterminera 
leurs  possibilités  respectives  j  et  alors  la  probabilité  de  l'événement 
sera  la  somme  des  probabilités  de  chaque  cas  favorable.  En  effet, 
nommons  p  la  probabilité  du  premier  de  ces  cas.  Cette  probabilité 
est  relative  à  la  subdivision  de  tous  les  cas ,  en  d'autres  également 
possibles.  Soit  N  la  somme  de  tous  les  cas  ainsi  subdivisés ,  et  n 
la  somme  de  ces  cas  qui  sont  favorables  au  .premier  casj  on  aura 

n  n'  n" 

p  =     On  aura  pareillement /?/=^,/)',=  ^,  etc.;  en  marquant 

d'un  trait,  de  deux  traits,  etc.,  les  lettres  p  et  n,  relativement  au 
second  cas ,  au  troisième,  etc.  Maintenant,  la  probabilité  de  l'événe- 
ment dont  il  s'agit,  est,  par  la  définition  mêmede  la  prohabilité,  égale  â 

n«f  n'  +  w'-t-etc. 

N      "  > 

«De  est  donc  égale  à  p  +p'+p''+  etc. 


■ 
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Lorsqu'un  événement  est  composé  de  deux  événemens  simples, 
indépendans  l'un  de  l'autre  ;  il  est  clair  que  le  nombre  de  tons  les 
cas  possibles ,  est  le  produit  des  deux  nombres  qui  expriment  tous 
les  cas  possibles  relatifs  à  chaque  événement  simple;  parce  que  cha- 
cun des  cas  relatifs  à  l'un  de  ces  événemens,  peut  se  combiner  avec 
tous  les  cas  relatifs  à  l'autre  événement.  Par  la  même  raison ,  lo 
nombre  des  cas  favorables  à  l'événement  compose ,  est  le  produit 
des  deux  nombres  qui  expriment  les  cas  favorables  à  chaque  évé- 
nement simple;  la  probalnlitô  do  l'événement  composé,  est  donc 
alors  le  produit  des  probabilités  de  chaque  événement  simple.  Ainsi 
la  probabilité  d'amener  deux  fois  de  suite,  un  as  avec  un  dé,  est 
un  trente-sixième,  lorsque  l'on  suppose  les  faces  du  dé  parfaitement 
égales;  parce  que  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  en  deux 
coups ,  est  trente-six ,  chaque  cas  de  la  première  projection  pou- 
vant se  combiner  avec  les  six  cas  de  la  seconde  ;  et  parmi  tous 
ces  cas ,  un  seul  donne  deux  as  de  suite. 

En  général ,  si  p,  p'y  pf',  etc.  sont  les  possibilités  respectives  d'un 
nombre  quelconque  d'événemena  simple»  independans  les  uns  des 
autres;  le  produit  p.p'-f,  etc.  sera  la  probabilité  d'un  événement 
composé  de  ces  événemens. 

Si  les  événemens  simples  sont  liés  entre  eux ,  de  manière  que  la 
supposition  de  l'arrivée  du  premier ,  influe  sur  la  probabilité  de 
l'arrivée  du  second  ;  on  aura  la  probabilité  de  Févénement  composé, 
en  déterminant ,  i°  la  probabilité  du  premier  événement;  a0  la  pro- 
babilité que  cet  événement  étant  arrivé ,  le  second  aura  lieu. 

Pour  démontrer  ce  principe  d'une  manière  générale ,  nommons  p 
le  nombre  de  tous  les  cas  possibles ,  et  supposons  que  dans  ce 
nombre,  il  y  en  ait  p'  favorables  au  premier  événement.  Supposons 
ensuite  que  dans  le  nombre  p',  il  y  en  ait  q  favorables  au  second 

événement;  il  est  clair  que  ?  sera  la  probabilité  de  l'événement  com- 
posé. Mais  la  probabilité  du  premier  événement  est  £-  ;  la  proba- 
bilité que  cet  événement  étant  arrivé,  le  second  aura  lieu,  est  %\ 
car  alors  un  des  cas  p'  devant  exister,  on  ne  doit  considérer  que 
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ces  cas.  MainW&ant  on  a 

î  —  pL  1. 
P- P  V 

ce  qui  est  la  traduction  en  analyse  ,  du  principe  énoncé  ci-dessus. 

En  considérant  comme  événement  composé,  l'événement  observé, 
joint  à  un  événement  futur  ;  la  probabilité  de  ce  dernier  événement, 
tirée  de  l'événement  observé ,  est  évidemment  la  probabilité  que 
l'événement  observé  ayant  lieu ,  l'événement  futur  aura  lieu  pareil- 
lement ;  or,  par  le  principe  que  non» menons  d'exposer,  cette  pro- 
babilité multipliée  pur  celle  de  l'événement  observé,  déterminée 
à  priori,  ou  indépendamment  de  ce  qui  est  déjà  arrivé,  est  égale 
à  celle  de  l'événement  composé,  déterminée  à  priori;  on  a  donc 
ce  nouveau  principe ,  relatif  à  la  probabilité  des  événemens  futurs , 
déduite  des  événemens  observés. 

La  probabilité  d'un  événement  futur  ,  tirée  d'un  événement  ob- 
servé ,  est  le  quotient  de  la  division  de  la  probabilité  de  l'événement 
composé  de  ces  deux  événemens,  et  déterminée  à  priori,  par  la 
probabilité  de  l'événement  observe ,  déterminée  pareillement  à 
priori. 

De  là  découle  encore  cet  autre  principe  relatif  à  la  probabilité  dea 
causes ,  tirée  des  événemens  observés. 

Si  un  événement  observe  peut  résulter  de  n  causes  différentes  ; 
leurs  probabilités  sont  respectivement ,  comme  les  probabilités  de 
l'événement,  tirées  de  leur  existence  ;  et  la  probabilité  de  chacune 
d'elles,  est  une  fraction  dont  le  uumérateur  est  la  probabilité  de 
l'événement ,  dans  l'hypothèse  de  l'existence  de  la  cause, et  dont  le 
dénominateur  est  la  somme  des  probabilités  semblables,  relatives 
à  toutes  les  causes. 

Considérons ,  en  effet,  comme  événement  composé ,  l'événement 
observé ,  résultant  d'une  de  ces  causes.  La  probabilité  de  cet  évé- 
nement composé,  probabilité  que  nous  désignerons  par  23,  sera ,. 
par  ce  qui  précède ,  égale  au  produit  de  Urprobabilité  de  l'événement 
observé,  déterminée  à  priori,  et  que  nous  nommerons  F,  par  la 
probabilité  que  cet  événement  ayant  lieu ,  la  cause  dont  il  s'agit , 
existe ,  probabilité  qui  est  celle  de  la  cause  ,  tirée  de  l'événement 
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observé,  et  que  nous  nommerons  P.  On  aura  donc 


La  probabilité  de  l'événement  composé,  est  le  produit  de  la  proba- 
bilité de  la  cause ,  par  la  probabilité  que  cette  cause  ayant  lieu  , 
l'événement  arrivera,  probabilité  que  nous  désignerons  par  H. 
Toutes  les  causes  étant  supposées  à  priori,  également  possibles  , 

Uà  probabilité  de  chacune  d'ciu»  est x-  ;  on  a  donc 

. 

La  probabilité  de  l'événement  observé ,  est  la  somme  de  tous  les 
E  relatifs  à  chaque  cause  ;  en  désignant  donc  par  S.- ,  la  somme 

de  toutes  les  valeurs  de  -,  on  aura 
Féquation  P  =  f  deviendra  donc 

î 


ce  qui  est  le  principe  énoncé  ci-dessus,  lorsque  toutes  les  causes 
sout  à  priori  également  possibles.  Si  cela  n'est  pas ,  en  nommant  p 
la  probabilité  à  priori  de  la  cause  que  nous  venons  de  considé- 
rer; on  aura  £  =  Hp  \  et  en  suivant  le  raisonnement  précédent, 
on  trouvera 


ce  qui  donne  les  probabilités  des  diverses  causes,  lorsqu'elles  ne  sont 
pas  toutes ,  également  possibles  à  priori. 

Pour  appliquer  le  principe  précédent  à  un  exemple ,  supposons 
qu'une  urne  renferme  trois  boules  dont  chacune  ne  puisse  être  que 


■- 
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blanche  ou  Doire  ;  qu'après  avoir  tiré  une  boule ,  on  la  remette 
dans  l'urne  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage  ,  et  qu'après  m 
tirages,  on  n'ait  amené  que  des  boules  blanches.  11  est  visible  que 
l'on  ne  peut  dire  à  priori,  que  quatre  hypothèses;  car  les  bou'«s 
peuvent  être,  ou  toutes  blanches, ou  deux  blanches  et  une  noire, 
ou  deux  noires  et  une  blanche ,  ou  enfin  toutes  noires.  Si  l'on  con- 
sidère ces  hypothèses  comme  autant  de  causes  de  l'événement 
observé j  les  probabilités  de  l'événement,  relatives  à  ces  causes, 
seront 

a™  t 
1  »    3=  »    3"  '  °" 

Les  probabilités  respectives  de  ces  hypothèses,  tirées  de  l'événement 
observé ,  seront  donc,  par  le  troisième  principe , 

3™  a1"  i 

On  voit ,  au  reste ,  qu'il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  hypothèses  qui 
excluent^  l'événement  ;  parce  que  la  probabilité  résultante  de  ces 
hypothèses ,  étant  nulle,  leur  omission  ne  change  point  les  expres- 
sions des  autres  probabilités. 

Si  l'on  veut  avoir  la  probabilité  de  n'amener  que  des  boules 
noires  dans  les  m'  tirages  suivans  ;  on  déterminera  à  priori ,  les 
probabilités  d'amener  d'abord  m  boules  blanches,  ensuite  m'  boules 
noires.  Ces  probabilités  sont,  relativement  aux  hypothèses  précé- 
dentes , 

a"  a1"' 

°  »      $m+mf  >      $m+m>  >      °  J 

et  comme  à  priori ,  les  quatre  hypothèses  sont  également  possibles , 
la  probabilité  de  l'événement  composé  sera  le  quart  de  la  somme 
des  quatre  probabilités  précédentes ,  ou 

i  a*  +  a"' 
4  *  "3^" 

Les  probabilités  de  Févénement  observé,  déterminées  à  priori  t 
dans  les  quatre  hypothèses  précédentes ,  étant  respectivement 

a3*. 
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3™        a-  i 

3»>      g=>      g=>      °  5 

le  $uart  de  leur  somme ,  ou 

i  /3«+a-+i\ 

4*  V     3=  >' 

sera  la  probabilité  de  l'événement  observé ,  déterminée  à  priori; 
en  divisant  donc  la  probabilité  de  l'événement  composé ,  par  celte 
probabilité ,  on  aura  par  le  second  principe, 

5^.(3"+  a»+i)> 

pour  la  probabilité  d'amener  m!  boules  noires. dans  les  m'  tirages 

suivons. 

On  peut  encore  déterminer  cette  probabilité ,  par  le  principe 
suivant. 

La  probabilité  d'un  événement  futur  est  la  somme  des  produits 
de  la  probabilité  de  chaque  cause,  tirée  de  l'événement  observé, 
par  la  probabilité  que  cette  cause  existant,  l'événement  futur  aura 
lieu. 

Ici  les  probabilités  de  chaque  cause  ,  tirées  de  l'événement 
observé,  sont,  comme  on  l'a  vu, 

5"  a-  i 

b»-+-  a-+  i  >     3m+  a"+  î  »    3""+a"4- 1  »    °  » 

■ 

les  probabilités  de  l'événement  futur,  relatives  à  ces  causes,  sont 
respectivement 

i  a"' 

la  somme  de  leurs  produits  respectifs,  ou 

3"'.(3"-H2,"-f  i)' 

sera  la  probabilité  de  Pévénement  futur,  tirée  de  l'événement  ob- 
servé ;  ce  qui  est  conforme  à  ce  qui  précède. 
Si  l'on  suppose  quatre  boules  dans  l'urne ,  et  qu'ayant  amené  une 

boule 
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boule  blanche  au  premier  tirage,  on  cherche  la  probabilité  de 
n'amener  que  des  boules  noires  dans  les  m'  tirages  suivans  ;  on 
trouvera ,  par  les  principes  exposés  ci-dessus ,  cette  probabilité 
égale  à 

3  -f-  a"M"  +  3"*' 

Si  le  nombre  des  boules  blanches  égale  celui  des  noires  ;  la 
probabilité  de  n'amener  que  des  boules  noires  daus  m!  tirages,  est 

^g.  Elle  surpasse  la  précédente ,  lorsque  m'  est  égal  ou  moindre 

» 

que  5;  mais  elle  lui  devient  inférieure ,  lorsque  m'  surpasse  5 ,  quoi- 
que la  boule  blanche  extraite  d'abord  de  l'urne ,  indique  une  supé- 
riorité dans  le  nombre  des  boules  blanches,  ^explication  de  ce 
paradoxe ,  tient  à  ee  que  cette  indication  n'exclut  point  la  supé- 
riorité du  nombre  des  boules  noires  ;  elle  la  rend  seulement  moins 
probable  ;  au-  lieu  que  la  supposition  d'une  égalité  parfaite  entre 
le  nombre  des  blanches  et  celui  des  noires,  exclut  cette  supério- 
rité i  or  cette  supériorité ,  quelque  petite  que  soit  sa  probabilité  , 
doit  rendre  la  probabilité  d'amener  de  suite ,  m' boules  noires ,  plus 
grande  que  dans  le  cas  de  l'égalité  des  couleurs,  lorsque  m'  est 
considérable. 

i  L'inégalité  qui  peut  exister  entre  des  choses  que  l'on  suppose 
|  parfaitement  semblables,  peut  avoir  sur  les  résultats  du  calcul  des 
I  probabilités,  une  influence  sensible  qui  mérite  une  attention  par- 
ticulière. Considérons  le  jeu  de  croix  et  pile ,  et  supposons  qu'il 
soit  également  facile  d'amener  croix  que  pile  ;  alors  la  probabi- 
lité d'amener  croix  au  premier  coup ,  est  \ ,  et  celle  de  l'amener 
deux  fois  de  suite ,  est  f  Mais  s'il  existe  dans  la  pièce  une  inégalité 
qui  fasse  paraître  une  des  faces  plutôt  que  l'autre ,  sans  que  l'on 
connaisse  la  face  que  cette  inégalité  favorisera  probabilité  d'amener 
croix  au  premier  coup,  restera  toujours  \  ;  parce  que  dans  l'igno- 
rance où  l'on  est ,  de  la  face  que  cette  inégalité  favorise  ;  autant 
la  probabilité  de  l'événement  simple  est  augmentée ,  si  cette  iné- 
galité lui  est  favorable  ,  autant  elle  est  diminuée,  si  cette  inégalité 
lui  est  contraire.  Mais  la  probabilité  d'amener  croix  deux  fois  de 
suite ,  est  augmentée ,  malgré  cette  ignorance  j  car  cette  probabilité 
est  égale  à  celle  d'amener  croix  au  premier  coup,  multipliée  par 

a4 
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la  probabilité  que  Payant  amené  au  premier  coup ,  on  l'amènera 
au  second;  or  son  arrivée  au  premier  coup ,  est  un  motif  de  croire 
que  l'inégalité  de  la  pièce ,  la  favorise  ;  elle  augmente  donc  la  pro- 
babilité de  l'amener  au  second  ;  ainsi  le  produit  des  deux  probabi- 
lités est  accru  par  cette  inégalité: Pour  soumettre  cet  objet  au  calcul, 
supposons  que  l'inégalité  de  la  pente  accroisse  de  la  quantité  * , 
la  probabilité  de  l'événement  simple  qu'elle  favorise.  Si  cet  événe- 
ment est  croix ,  la  probabilité  sera  £  +  * ,  et  la  probabilité  de  l'ame- 
ner deux  fois  de  suite  sera  Si  l'événement  favorisé  est 
pile,  la  probabilité  de  croix  sera  £ — a,  et  la  probabilité  de  l'amener 
deux  fois  de  suite  sera  (£—«)•.  Comme  on  n'a  d'avance,  aucune 
raison  de  croire  que  l'inégalité  favorise  plutôt  l'un  que  Pautre  des 
événemens  simples ,  il  est  clair  que  pour  avoir  la  probabilité  de 
l'événement  composé  croix-croix ,  il  faut  ajouter  les  deux  probabi- 
lités précédentes,  et  prendre  la  moitié  de  leur  somme,  ce  qui  donne 
£-f-  a'  pour  cette  probabilité  :  c'est  aussi  la  probabilité  de  pile-pile. 
On  trouvera  par  le  même  raisonnement,  que  la  probabilité  do 
l'événement  composé  croix-pile  ou  pile-croix,  est  £  —  a';pcuycon- 
séquent,  elle  est  moindre  que  celle  de  la  répétition  du  même  évé- 
nement simple. 

Les  considérations  précédentes  peuvent  être  étendues  à  des  évé- 
nemens quelconques./;  représentant  la  probabilité  d'un  événement 
simple,  et  1  —  p  celle  de  l'autre  événement;  si  l'on  désigne  par  P, 
la  probabilité  d'un  résultat  relatif  à  ces  événemens,  et  que  Ton 
suppose  que  p  soit  réellement  p  =fc  a ,  «  étant  une  quantité  incon- 
nue ,  ainsi  que  le  signe  qui  l'affecte  ;  la  probabilité  P  du  résultat 
sera 

PA  j-r-i  •  -7-7  ■+-  etc. 

'   î.u         dp*    r  i.a.3.4        dp*  ' 

En  faisant  P  =  p",  c'est-à-dire  en  supposant  que  le  résultat  relatif 
aux  événemens,  soit  n  fois  la  répétition  du  premier;  la  probabilité 
P  deviendra 

Ainsi  Perreur  inconnue  que  Ton  peut  supposer  dans  la  probabilité 
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de^vcâwn^sjimplçsLaccroit  toujours  la  probabilité  des  évcnc- 
mens  composes  de  la  répétition  du  même  événement 

a.  Ii«  probabilité  des  érénemens  sert  à  déterminer  l'espérance 
et  la  crainte  des  personnes  intéressées  à  leur  existence.  Le  mot 
espérance  a  diverses  acceptions  ;  il  exprime  généralement  l'avan- 
tage de  celui  qui  attend  un  bien  quelconque,  dans  une  supposition 
qui  n'est  que  vraisemblable.  Dans  la  théorie  des  hasards ,  cet  avan- 
tage est  le  produit  de  la  somme  espérée,  par  la  probabilité  de  . 
l'obtenir  :  c'est  la  somme  partielle  qui  doit  revenir,  lorsqu'on  no  f,^,,  <„  4M 

veut  point  courir  les  risques  de  l'événement,  en  supposant  quo    tt-»v  -w^na. 
la  répartition  de  la  somme  entière  se  fasse  proportionnellement 
aux  probabilités.  Cette  manière  de  la  répartir,  est  la  seule  équitable , 
quand  on  lait  abstraction  de  toute  circonstance  étrangère  ;  parce 
qu'avec  un  égal  degré  de  probabilité ,  on  a  un  droit  égal  sur  la 
somme  espérée.  Nous  nommerons  cet  avantage,  espérance  mathé- 
matique, pour  le  distinguer  de  l'espérance  morale  qui  dépend , 
comme  lui,  du  bien  espéré  et  de  la  probabilité  de  l'obtenir,  mais 
qui  se  règle  encore  sur  mille  circonstances  variables  qu'il  est  près-  • 
que  toujours  impossible  de  définir,  et  plus  encore,  d'assujétir  au 
calcul.  Ces  circonstances,  il  est  vrai,  ne  faisant  qu'augmenter  ou 
diminuer  la  valeur  du  bien  espéré ,  on  peut  considérer  l'espérance 
morale  elle-même  comme  le  produit  de  cette  valeur,  par  la  proba- 
bilité de  l'obtenir  ;  mais  on  doit  alors  distinguer  dans  le  bien  espéré, 
sa  valeur  relative  ,  de  sa  valeur  absolue  :  celle-ci  est  indépendante 
des  motifs  qui  le  font  désirer ,  au  lieu  que  la  première  croît  avec 
ces  motus. 

On  ne  peut  donner  de  règle  générale  pour  apprécier  cette  valeur 
relative  ;  cependant  il  est  naturel  de  supposer  la  valeur  relative 
d'une  somme  infiniment  petite  ,  en  raison  directe  de  sa  valeur 
absolue ,  en  raison  inverse  du  bien  total  de  la  personne  intéressée. 
En  effet,  il  est  clair  qu'un  franc  a  très-peu  de  prix  pour  celui  qui 
en  possède  un  grand  nombre,  et  que  la  manière  la  plus  naturelle 
d'estimer  sa  valeur  relative ,  est  de  la  supposer  en  raison  inverse 
de  ce  nombre. 

Tels  sont  les  principes  généraux  de  l'analyse  des  probabilités. 
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Nous  allons  maintenant  les  appliquer  aux  questions  les  plus  déli- 
cates et  les  plus  difficiles  de  cette  analyse.  Mais  pour  mettre  de 
Tordre  dans  cette  matière,  nous  traiterons  d'abord  les  questions 
dans  lesquelles  les  probabilités  des  événemens  simples, sont  don- 
nées :  nous  considérerons  ensuite  celles  dans  lesquelles  ces  possi- 
bilités sont  inconnues ,  et  doivent  être  déterminées  par  les  événe- 
mens observés. 
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CHAPITRE  II. 

De  la  probabilité  des  èvénemens  composés  d'événemens 
simples  dont  les  possibilités  respectives  sont  données. 

5.  Si  Ton  développe  Io  produit  (1  +p).(i+p').(i+p") .  etc. 
composé  de  n  facteurs.;  ce  développement  renfermera  toutes  les 
combinaisons  possibles  des  n  lettres  p,p'y  p",  . .  ./>("_,>,  prises  une 
à  une,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.  jusqu'à  n;  et  chaque  com- 
binaison aura  pour  coefficient  l'unité.  Ainsi  la  combinaison  pprp" 
résultant  du  produit  (i-f-/>) .  (i+p')  •  (i-fy")  >  multiplié  par  le  terme  1 
du  développement  des  autres  facteurs  ;  son  coefficient  est  évidem- 
ment l'unité.  Maintenant ,  pour  avoir  le  nombre  total  des  combi- 
naisons de  n  lettres  prises  x  à  x-y  on  observera  que  chacune  de 
ces  combinaisons  devient  jj",  lorsqu'on  suppose  p',/?",  etc.  égaux 
à  p.  Alors  le  produit  des  n  facteurs  précédens  se  change  dans  le 
binôme  (1  +/>)";  or  le  coefficient  de  p*  dans  le  développement  de 
ce  binôme ,  est 

n .  («—  1  ) .  (n— a)  (n — J>4-1  )  . 

1 .a.3. . . . .x 

cette  quantité  exprime  donc  le  nombre  des  combinaisons  des  a 
lettres  prises  *  à  ».  On  aura  le  jiombre  total  des  combinaisons  de 
ces  lettres,  prises  une  à  une,  deux  à  deux,  etc.  jusqu'à  n  à  n,  en 
faisant  p  =  1,  dans  le  binôme  (i+j>)a,  et  en  retranchant  l'unité  j  ce 
qui  donne  a"—  1  pour  ce  nombre. 

Supposons  que  dans  chaque  combinaison,  on  ait  égard  non-seu- 
lement au  nombre  des  lettres,  mais  encore  à  leur  situation  ;  on 
déterminera  le  nombre  des  combinaisons  ,  en  observant  que  dans 
la  combinaison  de  deux  lettres ,  pp'}  on  peut  mettre  p1  à  la  seconde 
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place ,  et  ensuite  à  la  première  ;  ce  qui  donne  les  deux  combinai* 
sons  pp'y  pp.  En  introduisant  ensuite  une  nouvelle  lettre  p"  dans 
chacune  de  ces  combinaisons,  on  peut  la  mettre  à  la  première, 
à  la  seconde  ou  a  la  troisième  place  ;  ce  qui  donne  3 . 3  combinai- 
sons. En  continuant  ainsi ,  on  voit  que  dans  une  combinaison  de  x 
lettres,  on  peut  leur  donner  î  .a.  3. . .  .x  situations  différentes}  d'où 
il  suit  que  le  nombre  total  des  combinaisons  de  n  lettres,  prises 
x  kx,  étant  par  ce  qui  précède , 

n .  (n—  i  ) .  (n— a)  (n — x+ 1  ) 

1  »  2  .  3  «  -L 

le  nombre  total  des  combinaisons ,  lorsqu'on  a  égard  à  la  différente 
sUuationjJcs  lettres,  sera  cette  même  fonction,  en  supprimant  son 
dénominateur. 

On  peut  facilement,  au  moyen  de  ces  formules,  déterminer  les 
bénéfices  des  loteries.  Supposons  que  le  nombre  des  numéros  d'une 
1  terie,  soit  «,  et  qu'il  en  sorte  r  à  chaque  tirage;  on  veut  avoir 
la  probabilité  qu'une  combinaison  de  s  de  ces  numéros ,  sortira  au 
premier  tirage. 

Le  nombre  total  des  combinaisons  des  numéros,  pris  r  à  r,  est 
par  ce  qui  précède , 

n .  (n—  i  ) .   («— r+ 1  ) 

i .a. 3. . ...r  4 

Pour  avoir  parmi  ces  combinaisons,  le  nombre  de  celles  dans 
lesquelles  les  s  numéros  sont  compris ,  on  observera  que  si  Ton 
retranche  ces  numéros  de  la  totalité  des  numéros ,  et  que  l'on 
combine  r —  s  à  r —  s ,  le  reste  n  —  s ,  le  nombre  de  ces  combi- 
naisons sera  le  nombre  cherché  ;  car  il  est  clair  qu'en  ajoutant  les 
s  numéros  à  chacune  de  ces  combinaisons ,  on  aura  les  combinai- 
sons r  à  r  des  numéros  dans  lesquelles  sont  ces  s  numéros.  Ce 
nombre  est  donc 

(w— j)  .  (n— «— Q  (n— r+i  ) 

i.a.3..  ..(r— s)  ' 

en  le  divisant  par  le  nombre  total  des  combinaisons  rkrfesn  nu- 
méros ,  on  aura  pour  la  probabilité  cherchée , 

r .  (r—  »  ) .  (r— î)  (r—^+ 1  )  . 

n .  («— i) .  (n— a) . . . .  (»»— H-i  / 


Digitized  by  Google 


I 


DES  PROBABILITÉS.  191 

En  divisant  cette  quantité  par  î.a.S. .       on  aura  par  ce  qui 
précéda,  la  probabilité  que  les  a  numéros  sortiront  dans  un  ordre 
déterminé  entre  eux.  On  aura  la  probabilité  que  les  «  premiers 
numéros  du  tirage,  seront  ceux  de  la  combinaison  proposée,  en  '■(  <, -:u  \  î<  nu-*u,  (,; 
observant  que  cette  probabilité  revient  à  celle  d'amener  cette  ^/«r^.w-.-n      -r-<,  <>■  «*■ 
combinaison,  en  supposant  qu'il  ne  sort  que  s  numéros  à  chaque  ffl<7  v;  ; 7^  ^ 
tirage;  ce  qui  revient  a  faire  r      dans  la  fonction  précédente  qm  ■.,  „ 

devient  ainsi  Vw  .y:„1r!,w,,. 

_  ,    ^.  -  î-         r  - - 

n.(n— «)  (n— * +  1) 

Enfin ,  on  aura  la  probabilité  que  les  s  numéros  choisis  sortiront  les 
premiers  dans  un  ordre  déterminé,  en  réduisant  le  numérateur  de 
cette  fraction ,  à  l'unité. 

Les  quotiens  des  mises  divisées  par  ces  probabilités ,  sont  ce 
que  la  loterie  doit  rendre  aux  joueurs  :  l'excédant  de  ces  quotiens 
sur  ce  qu'elle  donne ,  est  son  bénéfice.  En  effet,  si  l'on  nomme  p 
la  probabilité  du  joueur,  m  sa  mise ,  et  x  ce  que  la  loterie  doit  lui 
rendre,  pour  l'égalité  du  jeu  ;  x  — 1»  sera  la  mise  de  la  loterie; 
car  ayant  reçu  la  mise  m ,  et  rendant  x  au  joueur  ;  elle  ne  met 
au  jeu  que  x —  m.  Or  .pcjjr  J'égalité  du  jeu.,  l'espérance  mathé- 
matique de  chaque  joueur  doit  être  égale  à  sa  crainte  :  son  es- 
pérance est  le  produit  de  la  mise  x— m  de  son  adversaire ,  par 
la  probabilité  p  de  l'obtenir  :  sa  crainte  est  le  produit  de  sa  mise 
m ,  par  la  probabilité  1  —  p  de  la  perte.  On  a  donc 

p.(x — m)  —  (1  — p)-m; 

c'est-à-dire  que  pour  l'égalité  du  jeu,  les  mises  doivent  être  réel-  '•'^:T'"'"""/! 
proquesaux  probabilités  de  gagner.  Cette  équation  donne 

P 

ainsi  ce  que  la  loterie  doit  rendre,  est  le  quotient  de  la  mise  di- 
visée par  la  probabilité  du  joueur  pour  gagner. 

4.  Une  loterie  étant  composée  de  n  numéros  dont  r  sortent  à 
chaque  tirage,  on  demande  la  probabiUté_gn'aprés  i  tirages ,  tous 
les  numéros  seront  sortis. 

Nommons      le  nombre  des  cas  dans  lesquels  après  i  tirages , 
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la  totalité  des  n"  i ,  a ,  3 ,  q  sera  sortie.  Il  est  clair  que  ce  nombre 

est  égal  au  nombre  de  cas  dans  lesquels  les  n"  1 ,  a,  5,. .  .q — 1 
sont  sortis ,  moins  le  nombre  de  cas  dans  lesquels  ces  numéros 
étant  sortis,  le  n*  q  n'est  pas  sorti;  or  ce  dernier  nombre  est  évi- 
demment  le  même  que  celui  des  cas  dans  lesquels  lesnM  1,  a,  5r..g — 1 
seraient  sortis,  si  l'on  ôtait  le  n»  q  des  n  numéros  de  la  loterie, 
et  ce  nombre  est  r_, , ;  on  a  dojic_ 

s»1f=*«1»— r— i,f— 1«  (0 

Maintenant  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  un  seul  tirage, 
étant  "•(^0  (^..-.("-r+0>  ^  de  tQUS  ks  ^  poS5ible# 

dans  i  tirages,  est 

(n.  (ra~Q .  (n — a)  (n— r+i  )\' 
i.a.3  r  )' 

Le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels  le  n*  i  ne  sortira  pas  dans 
ces  *  tirages ,  est  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles ,  lorsqu'on 
retranche  ce  numéro  des  n  numéros  de  la  loterie  j  et  ce  nombre  est 

((«— Q.(n-a)  (n— r)\'-. 
i  .u.Z  r         )  * 

le  nombre  des  cas  dans  lesquels  le  n*  i  sera  sorti  dans  i  tirages  > 
est  donc 


ou 


i.a.3  r       J     \        i.a.3  r  /» 

V,        ».a.3  r  /> 


c'est  la  valeur  de  r.  ,.  Cela  posé,  l'équation  (i)  donnera,  en  y  faisant 
successivement  $=a,  q  =  3,  etc., 

/(/i— a) .  (/*— 3) ....  (n— r^QV 

—  A  *\  i.a.3....r  j  » 

_    ,  /(n-S) .  (n— 4) ....  ("-r-a)V 
A  «.a.3....r  J' 

elCi 

et 
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et  généralement, 

—  Af  An— 9)  (w— 9—  O-  •  •  •  <7+0V 

'\  i.a.3  r  /' 

Ainsi  la  probabilité  que  les  n°*  1 ,  a ,  5, . .  .q  sortiront  dans  i  tirages, 
étant  égale  à  z.t1  divisé  par  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles , 
elle  sera 

A* .  [(  n— 9)  (n— q—  Q  (n— r— <y-f  i  )J 

{ji.{n—  i).(n — a). . . .(n— M-')}4  * 

Si  l'on  fait  dans  cette  expression  9  =  n,  on  aura,  5  étant  ici  la  va- 
riable  qui  doit  être  supposée  nulle  dans  le  résultat, 

av  !>.(_!)  fr-H-03' 

[n .  (»— 1  )  (»— r+i)]* 

. 

pour  l'expression  de  la  probabilité  que  tous  les  numéros  de  la 
loterie  sortiront  dans  i  tirages. 

Si  n  et  i  sont  de  très-grands  nombres ,  on  aura  par  les  formules 
du  n°  40  du  premier  Livre ,  la  valeur  de  cette  probabilité,  au  moyen 
d'une  série  très-convergente.  Supposons ,  par  exemple ,  qu'il  ne 
sort  qu'un  numéro  à  chaque  tirage  ,  la  probabilité  précédente 
devient 

Proposons-nous  de  déterminer  le  nombre  i  de  tirages  dans  lesquels 

cette  probabilité  est  £ ,  n  et  i  étant  de  très-grands  nombres.  En 

suivant  l'analyse  du  numéro  cité ,  on  déterminera  d'abord  a  par 
l'équation 

 i  -f-  i  n.c* 

0  *~~    a         S       C —  1  * 

ce  qui  donne 

On  a  ensuite  par  le  n'  4o  du  premier  Livre ,  lorsque  «r*  est  une 
quantité  très-petite  de  l'ordre  i ,  comme  cela  a  lieu  dans  la  ques- 
tion présente  ;  on  a ,  dis-je ,  aux  quantités  près  de  l'ordre  £ ,  s  étant 

a5l 
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supposé  nul  dans  le  résultat  du  calcul , 

or  on  a ,  aux  quantités  près  de  l'ordre  jM , 

en  supposant  ensuite  c~"*  =    on  a 

de  plus ,  l'équation  qui  détermine  a ,  donne 

i-h  i  —  na=(i+i).*J 

d'où  l'on  tire 

-=c^.(i-*)î 


on  aura  donc,  aux  quantités  près  de  l'ordre  p , 
Pour- déterminer  z,  reprenons  l'équation 

a— — — V^TV  ' 

on  aura  par  la  formule  (/»)  du  n*  ai  du  second  Livre  de  la 

Mécanique  céleste, 

z=^=î  +  (i^).9.+J^V+-r^ZY-Htc.î 

5  étant  supposé  égal  à  c  K  *     Cette  râleur  de  z  donne 

•sscP^-.[i.-(i+i).^]î 
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par  conséquent, 

En  égalant  cette  quantité  à  la  fraction  £ ,  on  aura 
or  on  a 

t'+isa— .  n.logy; 

on  aura  donc  à  trés-peu  près  pour  l'expression  du  nombre  i  de 
tirages ,  après  lesquels  la  probabilité  que  tous  les  numéros  seront 

sortis  est  j, 

i  =  (log  n— log  log  k) .  («— i  +  i  log  k)  +  I  log  k  ; 

on  doit  observer  que  tous  ces  logarithmes  sont  hyperboliques. 

Supposons  la  loterie  composée  de  dix  mille  numéros ,  ou  «=i  oooo, 
et  k = a ,  cette  formule  donne 

i  =  96767,4 

pour  l'expression  du  nombre  de  tirages ,  dans  lesquels  on  peut 
parier  un  contre  un ,  que  les  dix  mille  billets  de  la  loterie  sortiront  ; 
il  y  a  donc  un  peu  moins  d'un  contre  un  à  parier  qu'ils  sortiront 
dans  95767  tirages,  et  un  peu  plus  d'un  contre  un  à  parier  qu'ils 
sortiront  dans  95768  tirages. 

Ou  déterminera  par  une  analyse  semblable ,  le  nombre  des  tirages 
dans  lesquels  on  peut  parier  un  contre  un,  que  tous  les  numéros 
de  la  loterie  de  France  sortiront.  Cette  loterie  est,  comme  on  sait, 
composée  de  90  numéros  dont  cinq  sortent  à  chaque  tirage.  La 
probabilité  que  tous  les  numéros  sortiront  dans  i  tirages,  est  alors 
par  ce  qui  précède, 

A-.Ç/(/-i).ty~a).(/-^).(/~4)]' 
Cn.(«-i).(n-a).(ii-3)^i»-4)]«  » 

s. 

n  étant  ici  égal  à  90 ,  et  s'  devant  être  supposé  nul  dans  le  résultat 
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du  calcul.  Si  Ton  fait  s  =  *' —  a,  cette  fonction  devient 

£(„_„). (n-a-  ,).(*- a'- 4)/ 

ou  en  développant  en  série  , 

(A-.i*-5i              ttc.)   /  5/  \ 

(»-*)*  V1  +Ô^5)S+  CtCV» 

s  devant  être  supposé  égal  à  —  a  dans  le  résultat  du  calcul. 

On  a  par  le  n'  4o  du  premier  Livre,  en  négligeant  les  termes 
de  l'ordre  £,  et  supposant  c—  très-petit  de  l'ordre  jf 

a  étant  donné  par  l'équation 

(5t-H).Q-c-) 

"<-»■(■+=£)' 


On  a  ainsi ,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  ï  f 


(      ac~*  V 


or  on  a 

T 


(i— c-^-^c5'-^  .(i  -f-  |.c— )  , 
on  aura  donc  aux  quantités  près  de  Tordre  4,, 
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En  substituant  pour  a  sa  valeur ,  et  observant  que  *  est  fort  peu 
différent  de  n — 2,  dans  le  cas  présent,  comme  on  le  verra  ci- 
après;  on  a  à  très-peu  près, 


na\  c-_(5i  +  ifl) 
xo.i    —a.(n-a)  'C  ' 


Je  conserve  pour  plus  d'exactitude ,  le  terme  fl  ,  quoique  de 
l'ordre     à  cause  de  la  grandeur  de  son  facteur  îa  j  on  aura  donc 

=(•—)■•(• + 

Si  Ton  change  dans  cette  expression  5*  dans  5z  —  a ,  on  aura  celle 

de(„^a)^-»>  mais  la  valeur  de  a  ne  sera  plus  la  même.  Soit  a' 
cette  nouvelle  valeur,  on  aura 

a,_  (5,-O.0-c-°^ 

ce  qui  donne  à  très-peu  près , 


a 


n  — a 

Alors  on  a 

d'où  l'on  tire ,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  l, 
par  conséquent  on  a,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre 

(  n  —  a  )**-*  —  v1      c  J*' 

On  aura  donc,  aux  quantités  près  de  l'ordre  £ ; 

l!  n .  (n- ,  ) .  („_3; .  („_3)%  («—4)3' 
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Cette  quantité  doit,  par  la  condition  du  problème,  être  égale  à  f, 

ce  qui  donne 

d'où  Ton  tire 

par  conséquent  on  a  en  logarithmes  hyperboliques , 

°        g(   J  »/..(«_)  an'C    »  - 

or  on  a,  aux  quantités  prés  de  l'ordre  \t, 

5i  +  i 

«=  — ; 

on  aura  donc 

En  substituant  pour  »  sa  râleur  go ,  on  trouve 

i  =  85-,53; 

ensortc  qu'il  y  a  un  peu  moins  d'an  contre  ùn  à  parier,  que  tous 
les  numéros  sortiront  dans  85  tirages ,  et  un  peu  plus  d'un  contre 
un  à  parier  qu'ils  sortiront  dans  86  tirages. 

Un  moyen  fort  simple  et  très-approché  d'obtenir  la  râleur  dei , 
est  de  supposer  ~ ,  ou  la  série 

égale  au  développement 


Digitized  by  Google 


DES  PROBABILITÉS.  i9g 

du  binôme  £i  —  ("~ïr~)'T"  en*l>  ^es  °-eux  séries  ont  les  deux 
premiers  termes  égaux  respectivement.  Leurs  troisièmes  termes 
sont  aussi,  à  très-peu  près,  égaux  entre  euxj  car  on  a  à  fort  peu 

prés  Q-^y  égal  à  (^-~)  •  En  cflet ,  leurs  logarithmes  hyper- 
boliques sont,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  ^ ,  égaux  l'un 

et  l'autre  à  —    On  verra  de  la  même  manière ,  que  les  qua- 

trièmes  termes,  les  cinquièmes,  etc.,  sont  très-peu  différons,  lors- 
que 71  et  i  sont  de  très-grands  nombres;  mais  la  différence  s'accroît 
sans  cesse ,  à  mesure  que  les  termes  s'éloignent  du  premier ,  ce 
qui  doit  à  la  fin,  en  produire  une  sensible  entre  les  séries  elles-mêmes. 
Four  l'apprécier,  déterminons  la  valeur  de  {'conclue  de  l'égalité  des 

deux  séries.  En  égalant  à  J,  le  binôme  £1  —  (2j^)j">  on  aura 
ces  logarithmes  pouvant  être  à  volonté ,  hyperboliques  ou  tabu- 

n 

laires.  Soit  \f\  =  1  —  z.  Nous  aurons  en  prenant  les  logarithmes 
hyperboliques  de  chaque  membre  de  cette  équation, 

i.log  A=—  log  (1  —  *)c=  z  +  7  +  etc. 

ce  qui  donne  à  très-peu  près , 

«-¥•(— Tfc*)> 
on  aura  donc  en  logarithmes  hyperboliques , 

log  («  -  \Â)  =  log  z  =  log  log  *-  log  n  - 
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On  a  ensuite 

L'expression  précédente  de  i  devient  ainsi  à  très-peu  près , 

is=n . (log/i— log  log k ) . (i  —  ~)  +  i . log  Zr ; 

l'excès  de  la  valeur  trouvée  précédemment  pour  * ,  sur  celle-ci ,  est 

^.(logn-loglog*); 

cet  excès  devient  infini ,  lorsque  n  est  infini  ;  mais  il  faut  un  très- 
grand  nombre  pour  le  rendre  bien  sensible  ;  et  dans  le  cas  de 
n=  îoooo  et  de  k  =  a ,  il  n'est  encore  que  de  trois  unités. 

Si  l'on  considère  pareillement  le  développement  i 

i  —  n . etc.  I 

de  l'expression  KV,V^\V^Y^.V-^ ,  comme  celui  du 

binôme  £i  —  (^T"*)']]*»  on  aura  Pour  déterminer  le  nombre  i  de 
coups  dans  lesquels  on  peut  parier  un  contre  un,  que  tous  les 
numéros  sortiront ,  l'équation 

ce  qui  donne 

Ces  logarithmes  peuvent  être  tabulaires.  En  faisant  n  =  90  ,  on 
trouve 

»  =  85,ao4f 

ces 
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ee  qui  diffère  très-peu  de  la  valeur  «  =  85,53  que  nous  avons 
trouvée  ci-dessus. 

5.  Une  urne  étant  supposée  renfermer  le  nombre  x  de  boules , 
on  en  tire  une  partie  ou  la  totalité ,  et  Ton  demande  la  probabi- 
lité jguc  k  nombre  des  boules  extraites  sera  pair. 

La  somme  des  cas  dans  lesquels  ce  nombre  est  l'unité ,  égale 
évidemment  x\  puisque  chacune  des  boules  peut  également  être 
extraite.  La  somme  des  cas  dans  lesquels  ce  nombre  égale  a,  est 
la  somme  des  combinaisons  des  x  boules  prises  deux  à  deux  ,  et 

cette  somme  est ,  par  le  n*  3 ,  égale  à  af  (jr~').  La  somme  des  cas 

dans  lesquels  le  même  nombre  égale  3 ,  est  la  somme  des  com- 
binaisons des  boules  prises  trois  à  trois,  et  cette  somme  est 
x.(x-o.(x-a)      ^  dc  suite  Ainsi ,e8  termes  SUCC€S8ife  du  dé_ 

1.3.3  7 

veloppement  de  la  fonction  (  î  -f- 1  )* —  î ,  représenteront  tous  les 
cas  dans  lesquels  le  nombre  des  boules  extraites ,  est  successive- 
ment î ,  a ,  3 ,  etc.  jusqu'à  x  ;  d'où  il  est  facile  dc  conclure  que 
la  somme  de  tous  les  cas  relatifs  aux  nombres  impairs,  est 
7.(1  -f-i)* — —  i)x,  ou  a*-';  et  que  la  somme  de  tous  les  cas 
relatifs  aux  nombres  pairs ,  es t  £ .  (  1  -f- 1  )*•+-  f .  (  1 — 1  )* —  1 ,  ou  a*-'—  1 . 
La  réunion  de  ces  deux  sommes  est  le  nombre  dc  tous  les  cas  pos- 
sibles ;  ce  nombre  est  donc  a'—  1  ;  ainsi  la  probabilité  que  le  nombre 

des  boules  extraites  sera  pair,  est  flr_t  ,  et  la  probabilité  que 

ce  nombre  sera  impair ,  est  ^^7;  il  y  a  donc  de  l'avantage  à  parier 

avec  égalité ,  pour  un  nombre  impair. 

Si  le  nombre  x  est  inconnu,  et  si  l'on  sait  seulement  qu'il  no 
peut  excéder  n,  et  que  ce  nombre  et  tous  les  inférieurs  sont  éga- 
lement possibles;  on  aura  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  rela- 
tifs aux  nombres  impairs ,  en  faisant  la  somme  de  toutes  les 
valeurs  de  a*-' ,  depuis  x  =  1  jusqu'à  jr =n ,  et  il  est  facile  dc  voir 
que  cette  somme  est  2"—  1 .  On  aura  pareillement  la  somme  de  tous 
les  cas  possibles  relatifs  aux  nombres  pairs ,  en  sommant  la  fonction 
a""— 1 ,  depuis  jc=  i  jusqu'à  x  =s  *,  et  l'on  trouve  cette  somme 

36 
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«gale  à  a" — /j—  i  j  la  probabilité  d'un  nombre  pair  est  donc  alors 

«  ;  et  celle  (Tun  nombre  impair  est  -Jï*~~l — . 

a  — it — a  '  1  a    — n — a 

Supposons  maintenant  que  l'urne  renferme  le  nombre  x  de 
boules  blanches ,  cl  le  même  nombre  de  boules  noires  ;  on  demande 
la_probabilité  qu'en  tirant  un  nombre  pair  quelconque  de  boules, 
on  amènera  autant  de  boules  blanches  que  de  boules  noires ,  tous 
les  nombres  pairs  pouvant  être  également  amenés. 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  blanche  de  Furne 
peut  se  combiner  avec  une  boule  noire,  est  évidemment  x.x.  Le 
nombre  des  cas  dans  lesquels  deux  boules  blanches  peuvent  se 

combiner  avec  deux  boules  noires ,  est         O  .  *-(*—0  et  ainsi 

'  i  .a  î .  a 

de  suite.  Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  amènera  autant  de 
boules  blanches  que  de  boules  noires,  est  donc  la  somme  des  carrés 
des  termes  du  développement  du  binôme  (  i  -f-  i  )x,  moins  l'unité. 
Pour  avoir  cette  somme ,  nous  observerons  qu'elle  est  égale  au 

terme  indépendant  de  a,  dans  le  développement  dc^i  -f-^  .  (i-r-n)*. 

Cette  fonction  est  égale  à  Le  terme  indépendant  de  a,  dans 

«on  développement,  est  ainsi  le  coefficient  du  terme  moyen  du 

binôme  (i-J-rt)";  ce  coefficient  est  le  nombre  des 

cas  dans  lesquels  on  peut  tirer  de  l'urne  autant  de  boules  blanches 
que  de  boules  noires,  est  donc 

i  2.5.  . .  or 
(i  .a. 3  x)*  l% 

X.e  nombre  de  tous  les  cas  possibles  est  la  somme  des  termes 
impairs  dans  le  développement  du  binôme  (  i  -f- 1  )",  moins  le  pre- 
mier ,  ou  l'unité.  Cette  somme  est  £ .  (  i + 1  )•*+ { .  (  i — i  )**  ;  le  nombre 
des  cas  possibles  est  donc  — i  ;  ce  qui  donne  pour  l'expression 
de  la  probabilité  cherchée , 

i.9.3. ..or 
(>  .a. o.  . .  ,x)M 
a'1-'—  î 

Dans  le  cas  où  x  est  un  grand  nombre ,  celte  probabilité  se  réduit 
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so3 


par  le  n°  02  du  premier  Livre  ,  à  -7=,  *  étant  toujours  la  demi- 

y  3C7T 

circonférence  dont  1  est  le  rayon. 

6.  Considérons  un  nombre  x-\-x'  d'urnes,  dont  la  première 
renferme  p  boules  blanches  et  y-boules  noires;  la  seconde,  //boules 
blanches  et  q'  boules  noires  ;  la  troisième ,  p'  boules  blanches  et 
q"  boules  noires,  et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  l'on  tire  succes- 
sivement une  boule  de  chaque  urne.  Il  est  clair  que  le  nombre  de 
tous  les  cas  possibles  au  premier  tirage,  est  p  -+-  q  ;  au  second 
tirage ,  chacun  des  cas  du  premier  pouvant  se  combiner  avec  les 
p'-\-q'  boules  de  la  seconde  urne ,  on  aura  {p+  q)-{p'+q')  pour  le 
nombre  de  tous  les  cas  possibles  relatifs  aux  deux  premiers  tirages. 
Au  troisième  tirage ,  chacun  de  ces  cas  peut  se  combiner  avec 

les  p"  •+-  q"  boules  de  la  troisième  urne  ;  ce  qui  donne  

(P"+"9)-(p'-f-?')*(f,r'  +■?")  Pour  je  nombre  de  tous  les  cas  pos- 
sibles relatifs  à  trois  tirages ,  et  ainsi  du  reste.  Ce  produit  pour 
la  totalité  des  urnes ,  sera  compose  de  x-{-x'  facteurs-,  et  la  somme 
de  tous  les  termes  de  son  développement ,  dans  lesquels  la  lettre 
py  avec  ou  sans  accent,  est  répétée  x  fois,  et  par  conséquent  la 
lettre  q ,  x'  fois ,  exprimera  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on 
peut  tirer  des  urnes ,  x  boules  blanches  et  x'  boules  noires. 

Si  p\  p",  etc.  sont  égaux  à  p,  et  si  y',  9",  etc.  sont  égaux  à  q  -y 
le  produit  précédent  devient  (  p  ■+•  q  )'•*■''.  Le  terme  multiplié  par 
/j*.jx'dans  le. développement  de  ce  binôme  est 

QH-iQ.Cr-t-*-,).  (x+,; 

ou 

i.a.5....(J>-hr') 
i.a.3  x.i.a.3  x''^'?  ' 

Ainsi  cette  quantité  exprime  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on 
peut  amener  x  boules  blanches  et  x'  boules  noires.  Le  nombre 
de  tous  les  cas  possibles  étant  (p+ç)^,  la  probabilité  d'amener 
x  boules  blanches  et  x'  boules  noires ,  est 

i.a.3...x.  i.2.3.  ..x'*  \p  +  <;J  '\p  +  <l)  ' 
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où  l'on  doit  observer  que         est  la  probabilité  de  tirer  un« 

boule  blanche  de  Tune  des  urnes,  et  que        est  la  probabilité  d'én 

tirer  une  boule  noire. 

Il  est  visible  qu'il  est  parfaitement  égal  de  tirer  x  boules  blanches 
etx'  boules  noires,  de  x+x'  urnes  qui  renferment  chacune/» 
boules  blanches  et  q  boules  noires ,  ou  d'une  seule  de  ces  urnes , 
pourvu  que  Ton  remette  dans  l'urne  la  boule  extraite  à  chaque 
tirage. 

Considérons  maintenant  un  nombre  x+x'+x"  d'urnes  dont  la 
première  renferme p  boules  blanches,  q  boules  noires,  et  r  boules 
rouges  ;  dont  la  seconde  renferme  p'  boules  blanches,  q'  boules  noires, 
et  /  boules  rouges  ;  et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  l'on  tire  une 
boule  de  chacune  de  ces  urnes.  Le  nombre  de  tous  les  cas  possibles 
sera  le  produit  des  x+x'-f-  x"  facteurs, 

(p+  q+r).(p'+  /-f-  r*). (p"+q"+  r"). etc. 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  amènera  x  boules  blanches , 
x'  boules  noires ,  et  x"  boules  rouges ,  sera  la  somme  de  tous  les 
termes  du  développement  de  ce  produit ,  dans  lesquels  la  lettre  p 
.sera  répétée  x  fois;  la  lettre  y,  x'  fois,  et  la  lettre  r,  xv  fois.  Si 
loutcs  les  lettres  accentuées  p\  q\  etc.,  sont  égales  à  leurs  corres- 
pondantes non-accentuées ,  le  produit  précédent  se  change  dans  le 
trinôme  (p-\-q  •+*  r)"-*'-*-*".  Le  terme  de  son  développement  qui  a 
pour  iaetcur p*. est 

ainsi  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  étant  (/H-ç-H")*"*"''"*"**,  la 
probabilité  d'amener  x  boules  blanches,  x'  boules  noires,  et  *" 
boules  rouges ,  sera 


i.9.5..,(g+g'+xp     ^  /    P    y  /    g    y'  (    T  \ 

Z...x'.\.»3.:..x"  *  Kp+q+rJ  ' \P-H}+rJ  *  \p+q+rj 


t» 
» 


x>ii  l'on  doit  observer  que^J— ,  j^q^^^r  sont  les  pro- 
babilités respectives  de  tirer  de  chaque  urne ,  une  boule  blanche , 
une  boule  noire ,  et  une  boule  rouge. 
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On  voit  généralement  que  si  les  urnes  renferment  chacune  1« 
même  nombre  de  couleurs ,  p  étant  le  nombre  des  boules  de  la  pre- 
mière couleur;  q  celui  des  boules  de  la  seconde  couleur  :  r,  *,  etc. , 
ceux  des  boules  de  la  troisième,  de  la  quatrième,  etc.;  x+2?-\-x"+xin 
«4-  etc.  étant  le  nombre  des  urnes;  la  probabilité  d'amener  x  boules 
de  la  première  couleur,  x1  boules  de  la  seconde,  x"  boules  de  la 
troisième,  x'"  boules  de  la  quatrième,  etc. ,  sera 

• 

i .  a .  3 . . .  (y+j'-fx'+x''-4-etc.)   /  p  \* 

1  .a. 3. .  .x.i  .a. 3. .  .3/ .  i.a.3. .  .x*.i  .a. 3. .  .x*.«tc.  *  \/>+ç+r-|-.5-f-etc./ 

*  (p+9-HH-*+«tc.)  •(p+fl-K+i+ctc.)  +«tc)  *etC' 

7.  Déterminons  maintenant  la  probabilité  de  tirer  des  urnes 
précédentes ,  x  boules  blanches  ,  avant  d'amener  soit  x'  boules 
noires},  soit  x"  boules  rouges,  etc.  11  est  clair  que  n  exprimant 
le  nombre  des  couleurs,  cela  doit  arriver  au  plus  tard  après 
jc-4-j:'4-j:"4- etc.  —  n+i  tirages.  Car  lorsque  le  nombre  des 
boules  blanches  extraites  est  égal  ou  moindre  que  x ,  celui  des 
boules  noires  extraites ,  moindre  que  x1,  cchii  des  boules  rouges 
extraites, moindre  que  x",  etc.  ;  le  nombre  total  des  boules  extraites, 
et  par  conséquent,  le  nombre  des  tirages  est  égal  ou  moindre  que 
ar-i-x'-r-  x"-+-  etc.— n-|- 1  ;  on  peut  donc  ne  considérer  ici  que 
j>-hx/4-ar"-f-€tc. — n-t- 1  urnes. 

Pour  avoir  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  amener 
x  boules  blanches  au  (x-f-*)"""  tirage,  il  faut  déterminer  tous  les 
cas  dans  lesquels  x  —  1  boules  blanches  seront  sorties  au  tirage 
ar-f-t  —  1.  Ce  nombre  est  le  terme  multiplié  par  p—1  dans  le  dé- 
veloppement du  polynôme  (p-hq+H-etc.)'^',  et  ce  terme  est 

En  le  combinant  avec  les  p  boules  blanches  de  Purne  x+i,  on 
aura  un  produit  qu'il  faudra  encore  multiplier  par  le  nombre  de 
tous  les  cas  possibles  relatifs  aux  ar'-f-x"H-etc. — n—i+i  tirages 
«uivans,  et  ce  nombre  est 

ip+q  +  r-f-et«.)"+*'+«"—- 
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« 

on  aura  donc 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  l'événement  peut  arriver 
précisément  au  tirage  x-f-i.  Il  fout  cepeji^n^ej^j}xcjure_lcs  cas 
dans  lesquels  q  est  élevé  à  la  puissance  x',  ceux  dans  lesquels  r  est 
élevé  à  la  puissance  x",  etc.  ;  car  dans  tous  ces  cas ,  il  est  déjà  ar- 
rivé au  tirage  x  +  i  —  1 ,  ou  x'  boules  noires,  ou  x"  boules  rouges, 
ou  etc.  Ainsi  dans  le  développement  du  polynôme  (y-f-H-cte.)',  il 
ne  faut  avoir  égard  qu'aux  termes  multipliés  par  y'. /A y*. etc. , 
dans  lesquels  /  est  moindre  que  x',  f  est  moindre  que  x",  f  est 
moindre  que  x'",  etc.  Le  terme  multiplié  par  qf.  y* .etc.,  dans 
ce  développement,  est 

s     e    _  »  -f, — ■ — 3  2=3 — •—-.af.r^.if* .etc. 

i.a.3. . i  .a. 3. . ./  .  î  .a. 3. . ./  .  etc.  * 

Tous  les  termes  que  l'on  doit  considérer  dans  la  fonction  (a)  sont 
donc  représentés  par 

i.a.3...(x-f-  r+/'+etc— Q  ,    ,    „  . 

 ■   — ^  .p'.gf.r^.ClC 

i.a.3...x — i  .i  .a.3. . ./.  i  .9.3. . ./  .etc. 

X  (p+q  +  r-î-  etC.)"**'+eu  -/-/»-«"  — +• .  (£) 

parce  que  i  est  égal  à  /-f- /'-f-  etc.  Ainsi  en  donnant  dans  cette 
dernière  fonction  ,  à  f  toutes  les  valeurs  entières ,  depuis  f  =  » 
jusqu'à  /=x' —  i  ;  à  f  toutes  les  valeurs  depuis  f'—o  jusqu'à 
f'=x" —  i ,  et  ainsi  de  suite ,  la  somme  de  tous  ces  termes  expri- 
mera le  nombre  des  cas  dans  lesquels  l'événement  proposé  peut 
arriver  dans  x-f-x'-f-etc.  —  n  -h  i  tirages.  Il  faut  diviser  cette 
somme  par  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles,  c'est-à-dire  par 
(p-\-q-\-'r4-etC.y+''-t-*'+"c  Si  l'on  désigne  par/  la  probabilité 
de  tirer  une  boule  blanche  d'une  quelconque  des  urnes  ;  par  q' 
celle  d'en  tirer  une  boule  noire  ;  par  r'  celle  d'en  tirer  une  boule 
rouge, etc. j  on  aura 

'  —       P  i   i  i  r  rtr  . 
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la  fonction  (b)  divisée  par  (p+q+r-\-  etc.  )*-'-*'-*  "c +»,  devicu- 
dra  ainsi, 

1.S.3...X — i.i.a.3.../.i.s.3.../\etc. 

La  somme  des  termes  que  Ton  obtiendra  en  donnant  à  f  toutes 
les  valeurs  depuis  f=o  jusqu'à  /=x' —  i;à  /'toutes  les  vaieurs 
depuis  /'=  o  jusqu'à  /'= x" —  1 ,  ctc. ,  sera  la  probabilité  cher- 
chée d'amener  x  boules  blanches  avant  x'  boules  noires,  ou  a£ 
boules  rouges ,  ou  etc. 

On  peut,  d'après  cette  analyse,  déterminer 'le  sort  d'un  nombre 
n  de  joueurs  A ,  B ,  C,  etc.,  dont p\  q',  r',  etc.  représentent  les 
adresses  respectives,  c'est-à-dire,  leurs  probabilités  de  gagner  un 
coup ,  lorsque  pour  gagner  la  partie ,  il  manque  x  coups  au  joueur  A, 
x7  coups  au  joueur  B ,  x"  coups  au  joueur  C\  et  ainsi  de  suite  ; 
car  il  est  clair  que  relativement  au  joueur  A ,  cela  revient  à  dé- 
terminer la  probabilité  d'amener  x  boules  blanches  avant  x'  boules 
noires,  ou  x"  boules  rouges,  etc.;  en  tirant  successivement  une 
boule  d'un  nombre  x+x'+x"-f-etc. —  «4-1  d'urnes  qui  ren- 
ferment chacune  p  boules  blanches ,  q  boules  noires ,  r  boules 
rouges,  etc.,  p,  y,  r,  etc.  étant  respectivement  égaux  aux  numé- 
rateurs des  fractions  p',  q',  /,  etc.  réduites  au  même  dénomi- 
nateur. 

8.  Le  problème  précédent  peut  être  résolu  d'une  manière  fort 
simple,  par  l'analyse  des  fonctions  génératrices.  Nommons/x  t,  lH  „c 
la  probabilité  du  joueur^  pour  gagner  la  partie.  Au  coup  suivant, 
cette  probabilité  se  change  dans  ^x-i1«/1x",«c.  »  si  4  gagne  ce  coup , 
■et  la  probabilité  pour  cela  est  p'.  La  même  probabilité  se  change 
<Jans  tyx  x,_1|r„>CfC  ,si  le  coup  est  gagné  par  le  joueur  2?,  et  la  pro- 
babilité pour  cela  cs>iq'  ■  elle  se  change  àansyXit,x„_lttte.  si  le  coup 
«est  gagné  par  le  joueur  C,  et  la  probabilité  pour  cela  est  r*,  et 
-ainsi  de  suite  ;  on  a  donc  l'équation  aux  diûurcnces  partielles , 

y*,i',xtt,  ert.  :=.P^\JV-i, *',*", ttc.~T*y'  •Xs.xi—t.s't.ttc.  ""H  r  •.«< ."T"CtC. 

Soit  u  une  fonction  de  f,  /',  t",  etc.,  telle  que  y,. »  so^  'c 
«coefficient  de  ctc.  dans  son  développement;  l'équation 
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précédente  aux  différences  partielles  donnera ,  en  passant  des  coefi;-* 
ciens  aux  fonctions  génératrices, 

u  =  u  .{p't  H-  q't!  -h         etc  )  ; 

d'où  l'on  tire 

i=i/H-?V-f-/'<"-4-etc.î 

par  conséquent , 

I  P'm 

t       i  —  q'e—  /f—  etc.  ' 

oc  qui  donne 

/•  î-Hc.faY+rY'-f-etc.) 
»y  n„  \+  —T2  ' (î'<'+rY'+etc.)' 

'-f-  etc. 

Maintenant  le  coefficient  de  f\</,'.*"**.etc.  dans  £  est  jg  -,  -f,t  etc; 

et  le  même  coefficient  dans  un  terme  quelconque  du  dernier 
membre  de  l'équation  précédente,  tel  que  ku.p'*.t'v .f"1* .etc. ,  est 
kp'* .y,iM,-u,,f»-w, «u  ;  la  quantité j^,,.,,,,,,.,,,,  „e  est  égale  à  l'unité, 
puisqu'alors  il  ne  manque  aucun  coup  au  joueur  A.  De  plus ,  il 
faut  rejeter  toutes  les  valeurs  de y»tX>-v,mt,-u,, àaa&  lesquelles  l'. 
est  égal  ou  plus  grand  que  x',  t' est  égal  ou  plus  grand  que  x",  et 
ainsi  de  suite  ;  parce  que  ces  termes  ne  peuvent  être  donnés  par 
l'équation  aux  différences  partielles ,  la  partie  étant  finie ,  lorsque 
l'un  quelconque  des  joueurs  Bt  C,  etc.  n'a  plus  de  coups  à  jouer; 
il  ne  faut  donc  considérer  dans  le  dernier  membre  de  l'équation 
précédente ,  que  les  puissances  de  moindres  que  .r',  que  les 
puissances  de  f  moindres  que  x",  etc.  L'expression  précédente  de 

p  donnera  ainsi ,  en  repassant  dee  fonctions  génératrices  aux 

coefficiens , 

î-f-jr.  (y'-f-Z-f-etc.) 


|+^^.(^+ctc.)f 
l-f-  etc. 


pourvu 
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pourvu  que  Pon  rejette  les  termes  dans  lesquels  la  puissance  de  q* 
surpasse  1 ,  ceux  dans  lesquels  la  puissance  de  r1  surpasse 
jc" —  i ,  etc.  Le  second  membre  de  cette  équation  se  développe 
dans  une  suite  de  termes  compris  dans  la  formule  générale 

i.a.3...(x—  i).i.a.3.../.i.a.3.../'.etc.  P  * 

La  somme  de  ces  termes  relatifs  à  toutes  les  valeurs  de  / ,  depuis 
/  nul  jusqu'à  —  1  j  à  toutes  les  valeurs  de  /',  depuis  /' 

nul  jusqu'à  /'=sx" —  1 ,  etc.,  sera  la  probabilité  y «tc ce  qui 
est  conforme  à  ce  qui  précède. 

Dans  le  cas  de  deux  joueurs  A  et  B ,  on  aura  pour  la  proba- 
bilité du  joueur  A  > 

En  changeant  p'  en  g1,  et  x  en  jc',  et  réciproquement,  on  aura 

{ 1+*'  .pH-flt^^,t.4-^  } 

pour  la  probabilité  que  le  joueur  B  gagnera  la  partie.  La  somme  de 
ces  deux  expressions  doit  être  égale  à  l'unité  ;  ce  que  l'on  voit  évi- 
demment en  leur  donnant  les  formes  suivantes.  La  première  ex- 
pression peut ,  par  le  n'  37  du  premier  Livre,  être  transformée 
dans  celle-ci, 

! (*+*--!)    <?'_,   (x-fx'-Q.Çr-fx'-s)  } 
I  P'+  ~a  ! 

.  (x+x'-.)...(x  +  i)    q'"-  (> 
!.a.3....(x'-i)  ,?î7=rJ 


et  la  seconde  peut  être  transformée  dans  celle-ci, 

9  '\  (l    4-:.-.-,    ;.  +  ])         ,:  . 

I  *  *  *  *"*  i.a.3...(x-i)     *  ^ 

La  somme  de  ces  expressions  est  le  développement  du  binôme 


-        (x+x'-Q   p'      (x+x'-Q.  (x+x'-a) 

|H   -^-f  ^ 

(x-f-x,-i)...(x/+.)  p'' 
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(p'^-qfy+*'-*1  et  par  conséquent  elle  est  égale  à  l'unité;  parce 
que  A  ou  B  devant  gagner  chaque  coup,  la  somme p'+q'  de  leurs 
probabilités  pour  cela ,  est  l'unité. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre,  est  celui  que  l'on 
nomme  problème  des  partis  dans  l'analyse  des  hasards.  Le  cheva- 
lier de  Mcré  le  proposa  à  Pascal,  avec  quelques-autres  problèmes 
sur  le  jeu  des  dés.  Deux  joueurs  dont  les  adresses  sont  égales,  ont 
mis  au  jeu  la  même  somme  ;  ils  doivent  jouer  jusqu'à  ce  que  l'un 
d'eux  ait  gagné  un  nombre  de  fois  donné ,  son  adversaire  ;  mais 
ils  conviennent  de  quitter  le  jeu ,  lorsqu'il  manque  encore  x  points 
au  premier  joueur  pour  'atteindre  ce  nombre  donné,  et  lorsqu'il 
manque  x'  points  au  second  joueur.  On  demande  de  quelle  manière 
ils  doivent  se  partager  la  somme  mise  au  jeu.  Tel  est  le  problème 
que  Pascal  résolut  au  moyen  de  son  triangle  aritlunétique.  Il  le 
proposa  à  Fermât  qui  en  donna  la  solution  par  la  voie  des  com- 
binaisons ;  ce  qui  occasionna  entre  ces  deux  grands  géomètres  une 
discussion ,  à  la  suite  de  laquelle  Pascal  reconnut  la  bonté  de  la 
méthode  de  Format,  pour  un  nombre  quelconque  de  joueurs. 
Malheureusement  nous  n'avons  qu'une  partie  de  leur  correspon- 
dance, dans  laquelle  on  voit  les  premiers  élémens  de  la  théorie  des 
probabilités,  et  leur  application  à  l'un  des  problèmes  les  plus  curicut 
de  cette  théorie. 

Le  problème  proposé  par  Pascal  à  Fermât ,  revient  à  déterminer 
les  probabilités  respectives  des  joueurs  pour  gagner  la  partie  j  car 
il  est  clair  que  l'enjeu  doit  être  partagé  entre  les  joueurs ,  propor- 
tionnellement à  leurs  probabilités.  Ces  probabilités  sont  les  mêmes 
que  celles  de  deux  joueurs  A  et  B ,  qui  doivent  atteindre  un  nombre 
donné  de  points,  x  étant  le  nombre  de  ceux  qui  manquent  au 
joueur  A y  et  x1  étant  le  nombre  de  ceux  qui  manquent  au  joueur  i?, 
en  imaginant  une  urne  renfermant  deux  boules  dont  l'une  est 
blanche  et  l'autre  est  noire ,  toutes  deux  portant  le  n*  1 ,  la  boule 
blanche  étant  pour  le  joueur  y/,  et  la  boule  noire  pour  le  joueur/?. 
On  tire  successivement  une  de  ces  boules ,  et  on  la  remet  dans 
l'urne  après  chaque  tiru^.  En  nommant  7,  ,,  la  probabilité  que 
le  joueur  A  atteindra  le  premier,  le  nombre  donné  de  points,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  qu'il  aura  x  points  avant  que  B  en  ait 
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x't  on  aura 

car  si  la  boule  que  l'on  extrait  est  blanche ,  ySi„  se  change  en 
ft-i.zfi  et  si  la  boule  extraite  est  noire  ,y*lM,  se  change  eny,  ^, , 
et  la  probabilité  de  chacun  de  ces  événemens  est  ou  a  donc 
l'équation  précédente. 

La  fonction  génératrice  de  y,,„  dans  cette  équation  aux  diffé- 
rences partielles,  est,  par  le  n'  20  du  premier  Livre, 

M 

M  étant  une  fonction  arbitraire  de  t'.  Pour  la  déterminer,  nous 

observerons  quc^.<0  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  la  partie  cesse  , 

lorsque  l'une  ou  l'autre  des  variables  x  et  x'  est  nulle  ;  M  doit 

donc  avoir  pour  facteur  t'.  De  plus,/.,,,  est  l'unité ,  quel  que  soit  x';  la 

probabilité  du  joueur  A  se  changeant  alors  en  certitude  :  or  la  fonç- 
ai 

tion  génératrice  de  l'unité,  est  généralement  — r?>  car  les  coeffi- 

.  ■  * 

tiens  des  puissances  de  /'  dans  le  développement  de  cette  fonc- 
tion, sont  tous  égaux  à  l'unité;  dans  le  eus  présent,  jr,  „  pouvant 
avoir  lieu  lorsque  x1  est  ou  1 ,  ou  a ,  ou  3,  etc.  ;  <  doit  être  égal  à 

l'unité;  la  fonction  génératrice  de        est  donc  égale  à  j-— -p  ; 

c'est  le  coefficient  de  r  dans  le  développement  de  la  fonction  gé- 
nératrice de  7,,,,,  ou  dans 

M 

on  a  donc 

M  t' 

ce  qui  donne 

m—  ci— o  * 
par  conséquent  la  fonction  génératrice  de  yr>s,  est 


7T" 
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En  la  développant  par  rapport  aux  puissances  de  t,  on  a 

7=7  •  C1  +  ;  •  7=7? +  ?  •  (l      0,    ?  *  (»  -  i  ^  >*  +  etc-): 
Le  coefficient  de  /•  dans  cette  série ,  est 

j_   f  

«••(«-O-O-iO*5 

jk, -,  est  donc  le  coefficient  de  dans  cette  dernière  quantité  : 
or  on  a 

c 

f +;.*.r  +7»-     ,.a  ,.fl,3...(x'-i)          f  +ete< 

=  7=7  * 

En  réduisant  en  série  le  dénominateur  de  cette  dernière  fraction  , 
et  multipliant  le  numérateur  par  cette  série ,  on  voit  que  le  coeffi- 
cient de  i*  dans  ce  produit,  est  ce  que  devient  ce  numérateur  lors- 
qu'on y  fait  «'  =  î  -j  on  a  donc 

1  ,x.(x+0    i   ,  x.(x+i).(x+a)  i\ 

,  *.(x+Q...(x+x/— a)      i  (> 
•-••t-      i.a.3...(x-— O^'P7^  J 

résultat  conforme  à  ce  qui  précède. 

Concevons  présentement  qu'il  y  ait  dans  Turne  une  boule 
blanche  portant  le  n°  î,  et  deux  boules  noires,  dont  une  porte  le  n'  î, 
et  l'autre  porte  le  n°  a  ;  la  boule  blanche  étant  favorable  à  A ,  et 
les  boules  noires  à  son  adversaire  :  chaque  boule  diminuant  de 
son  numéro,  le  nombre  de  points  qui  manquent  au  joueur  auquel 
elle  est  favorable.  ytt„  étaut  toujours  la  probabilité  que  le  joueur 
A  attendra  le  premier  le  nombre  donné ,  on  aura  Féquation  aux 
différences  partielles 

•  y*,»— \  >y *-*;*> 4- i  ^^-x-h  \  >y*r«-+  ; 

car  au  tirage  suivant,  si  la  boule  blanche  8ort,jK*^/  dcYient^*,_  ^ 
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ai  la  boule  noire  numérotée  1  sort,  y, devient  j^,-,  ;  et  si  la 
boule  noire  numérotée  a  sort, yx<s,  devient et  la  probabi- 
lité de  chacun  de  ces  événemens  est  3. 
La  fonction  génératrice  de  yM>a,  est 


M  étant  une  fonction  arbitraire  de  ^,  qui  doit ,  par  ce  qui  prér 
cède,  avoir  pour  facteur  t,  et  dans  le  cas  présent,  être  égale  à 

ensorte  que  la  fonction  génératrice  de  ya>at  est 


Le  coefficient  de  f*  dans  le  développement  de  cette  fonction,  est 


i 

3* 


et  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire ,  que  le  coefficient  de 
£"  dans  le  développement  de  cette  dernière  quantité ,  est  égal  à 


1 

3» 


'H  3  '    n  •  t* — ( 


«h  rejetant  du  développement  de  cette  série ,  toutes  les  puissances 
de  i  supérieures  à  ft  et  supposant  dans  ce  que  Ton  conserve , 
t'=  1 ,  ce  sera  l'expression  de  y. 

Il  est  facile  de  traduire  ce  procédé  en  formule.  Ainsi  en  suppo- 
sant x'  pair  et  égal  à  ar-H,  on  trouve 

r.,„=i .  {,  +,.f +5^t!î.(«.. ....  •I(it.^:c:tr")- «)'} 

x.(x+,)..  Cx+r)      ( l+(H.l)+(a^:, . , ,+  <-+■)_,.  M 


g-(x+Q...(j+r+i) 
i.a.3...(r+a).3-*+** 


(r+a).(r-fi). 
1 .2.3. .  .(r — 1 


ri 


^  a.(x+Q 
4 «a. 3. . . •( 


(x+ar) 


(ar+i;.3 
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Si  l'on  suppose  x'  impair  et  égal  à  ar-f- 1 ,  on  aura 

y,^  5V.{i  +  x.|  +ï£±!>.(tf  +  î^±^f±^L).  (-y} 

x.(x-H)...(x-f-r)     r     ,  f    ■    n  .  (r+Q.r  (r-H)f  3i 

1  i.a.3...(r-f  a).3x-+-r+'    l    '  v   '    '  1        î.a  ri,ï.3  (r — a)) 

.  x.(x-f-i). .  .(x-far-i) 
ia.3  ar.3^"  ' 

Ainsi  dans  le  cas  dex=a  et  x'=  5 ,  on  a 

35o 

Concevons  encore  qu'il  y  ait  dans  l'urne  deux  boules  blanches 
distinguées  comme  les  deux  boules  noires ,  par  les  n"  1  et  a  ;  la 
probabilité  du  joueur  A  sera  donnée  par  l'équation  aux]  différences 
partielles  . 

^  La  fonction  génératrice  à&y,itl  est  alors,  par  le  n°  ao  du  premier 
Livre, 

 M  +  ît.t  

i      4  »     4  *     4  *      4  * 

M  et  iV  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  f'.  Pour  les  déterminer, 
on  observera  quey.,,,  est  toujours  égal  à  l'unité,  et  qu'il  faut  exclure 
dans  M  la  puissance  nulle  de  t';  on  a  donc 

Pour  déterminer  A7",  cherchons  la  fonction  génératrice  de  y,  x,.  Si 
l'on  observe  que y.tMt  est  égal  à  l'unité ,  et  que  le  joueur  A  n'ayant 
plus  besoin  que  d'un  point ,  il  gagne  la  partie,  soit  qu'il  amène  la 
-  boule  blanche  numérotée  i ,  ou  la  boule  blanche  numérotée  a  ; 
l'équation  précédente  aux  différences  partielles  donnera 

y  •.*'= ï  +  k  •Jr> .»'-«  H-  i  ,*'-»• 
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* 

Supposons      =  1  — /*>  ;  on  aura 

La  fonction  génératrice  de  cette  équation  est 

m  -f  ni' 

m  et  n  étant  deux  constantes.  Pour  les  déterminer,  on  observera 
que^, .  ss  o,  et  que  par  conséquent^'  s  i  ■  ce  qui  donne  m=  1.  La 

fonction  génératrice  de  y'x,  est  donc 

1  -f  nf 

On  a  ensuite  évidemment. .y,,,  =  7,  ce  qui  donner' =s£;jr[  est  le 

coefficient  de  ï  dans  le  développement  de  la  fonction  précédente , 
et  ce  coefficient  est  n-J-^;  on  a  donc  n-f-^  =  i,  ou  n  =  ±.  La 

fonction  génératrice  de  l'unité  est    J_     parce  qu'ici  toutes  les 

puissances  de  t' peuvent  être  admises  ;  on  a  ainsi 


i 


pour  h  fonction  génératrice  de  ^,  x/.  Cette  mémo  fonction  est  le 
coefficient  de  t  dans  le  développement  de  la  fonction  génératrice 
de  y,,*»,  fonction  qui, par  ce  qui  précède,  est 

i  —  i«  —  if  —     — ie'-—  » 

ce  coefficient  est 
en  l'égalant  à 

K  

on  aura 


N  = 
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La  fonction  génératrice  de  jy„  est  ainsi 

Si  Pon  développe  en  série  la  fonction 


on  aura 


'•0+0 


Q+î.i'.(i+0+|-.^.(H-«')*+^.^.  etc. J 

U-etc. 

Si  l'on  rejette  de  cette  série,  toutes  les  puissances  de  *  autres  que 
f,  et  toutes  les  puissances  de  i!  supérieures  à  t**,  et  si  dans  ce  qui 
reste,  on  fait  <=i,  ,  on  aura  l'expression  de  yti„  lorsque  x  est 
égal  ou  plus  grand  que  l'unité  :  lorsque  jc  est  nul,  on  a  y. ,„=  1.  Il 
est  facile  de  traduire  ce  procédé  en  formule,  comme  on  l'a  fait  pour 
le  cas  précédent. 

Nommons  la  probabilité  du  joueur  2?j  la  fonction  généra* 
trice  de  z,  „  sera  ce  que  devient  la  fonction  génératrice  de  yM<t, 
lorsqu'on  y  change  t  en  <',  et  réciproquement  ;  ce  qui  donne  pour 
cette  fonction , 

En  ajoutant  les  deux  fonctions  génératrices ,  leur  somme  se  ré- 
duit à 

dans  laquelle  le  coefficient  de        est  l'unité;  ainsi  l'on  a 

+  i, 

ce 
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ce  qui  est  visible  d'ailleurs,  puisque  la  partie  doit  être  nécessaire- 
ment gagnée  par  l'un  des  joueurs. 

-  9.  Concevons  dans  une  urne,  r  boules  marquées  du  n°  1 ,  r  boules 
marquées  du  n'  a ,  r  boules  marquées  du  n°  3 ,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  n'  n.  Ces  boules  étant  bien  mêlées  dans  l'urne ,  on  les 
tire  toutes  successivement  j  on  demande  la  probabilité  qu'il  sortira 
au  moins  une  de  ces  boules ,  au  rang  indiqué  par  son  numéro , 
ou  qu'il  en  sortira  au  moins  deux,  ou  au  moins  trois,  etc. 

Cherchons  d'abord  la  probabilité  qu'il  en  sortira  au  moins  une. 
Pour  cela,  nous  observerons  qu'aucun*»  hnnl<»  n*»ppnt  sortira  son 
rang ,  que  dans  les  n  premiers  tirages  ;  on  peut  donc  ici  faire 
abstraction  des  tirages  suivans  ;  or  le  nombre  total  des  boules  étant 
m,  le  nombre  de  leurs  combinaisons  n  à/i,  en  ayant  égard  à  l'ordre 
qu'elles  observent  entre  elles ,  est  par  ce  qui  précède  , 

rn.(m — i).(rn^-a). . . .  (rn — n-f-i); 

c'est  donc  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  les  n  premiers 
tirages. 

Considérons  une  des  boules  marquées  du  n°  1 ,  et  supposons 
qu'elle  sorte  à  son  rang ,  ou  la  première.  Le  nombre  des  combi- 
naisons des  m— 1  autres  houles  prises  n —  1  à  n—  1 ,  sera 

(ni — î)  .  (rn— a) ....  (m— ra+i)  ; 

c'est  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposition  que  nous  venons 
de  faire;  et  comme  cette  supposition  peut  s'appliquer  aux  r  boules 
marquées  du  n°  1 ,  on  aura 

r .  (m — x).  (rn — a)  (rn — w-f-i) 

pour  le  nombre  des  cas  relatifs  à  l'hypothèse  qu'une  des  boules 
inarquées  du  n"  1 ,  sortira  à  son  rang.  Le  même  résultat  a  lieu  pour 
l'hypothèse  qu'une  quelconque  des  n  —  1  autres  espèces  de  boules 
sortira  au  rang  indiqué  par  son  numéro  :  en  ajoutant  donc  tous  les 
résultats  relatifs  à  ces  diverses  hypothèses ,  on  aura 

nr.  (rn — 1) .  (rn — a)  (rn — n-+-i) ,  (a) 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  au  moins  sortira  à 

38 


4 

ai8  THÉORIE  ANALYTIQUE 

son  rang ,  pourra  toutefois  que  Ton  en  retranche  les  cas  qui  sont 

répétés. 

Pour  déterminer  ces  cas,  considérons  une  des  boules  du  n*  1 , 
sortant  la  première ,  et  une  des  boules  du  n*  a ,  sortant  la  se- 
conde. Ce  cas  est  compris  deux  fois  dans  le  nombre  précédent  j 
car  il  est  compris  une  fois  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la 
supposition  qu'une  des  boules  numérotées  1 ,  sortira  à  son  rang  , 
et  une  seconde  fois ,  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposi- 
tion qu'une  des  boules  numérotée  a,  sortira  à  son  rang;  et  comme 
cela  s'étend  à  deux  boules  quelconques  sortant  à  leur  rang,  on  voit 
qu'il  faut  retrancher  du  nombre  de»  ©««  précédons,  le  nombre  de 
tous  les  cas  dans  lesquels  deux  boules  sortent  à  leur  rang. 

-  Le  nombre  des  combinaisons  de  deux  boules  de  numéros  ditTérens 

est  "•("— ■)  ^»  car  ie  nombre  des  numéros  étant  n, leurs  corabi- 

1.3' 

naisons  deux  à  deux  sont  au  nombre  "         :  et  dans  chacune  de 

1  .3 

ces  combinaisons ,  on  peut  combiner  les  r  boules  marquées  d'un  des 
numéros,  avec  les  r  boules  marquées  de  l'autre  numéro.  Le  nombre 
des  combinaisons  des  m — a  boules  restantes ,  prises  n — a  à  n — a , 
en  ayant  égard  à  l'ordre  qu'elles  observent  entre  elles ,  est 

(r«-a).(m-3)  (/•«-«+,); 

ainsi  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposition  que  deux  boules 
sortent  à  leur  rang,  est 

"'^"'^  *  ^  *  (r/I— 3)  •  ("*— 3)  )î 

en  le  retranchant  du  nombre  (a) ,  on  aura 

nr.  {rn — î) .  (rn — a) . . .  (m— /i-f-i) 
—     "~   . r*. (m — a) . (rn — 3). . . (ni — /H-i)  ;  (a') 

pour  le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels  une  boule  au  moins 
sortira  à  son  rang,  pourvu  que  l'on  retranche  encore  de  cette 
Jonction ,  les  cas  répétés ,  et  qu'on  lui  ajoute  ceux  qui  manquent. 
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Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  trois  boules  sortent  à  leur  rang. 
En  nommant  Ace  nombre,  il  est  répété  trois  fois  dans  le  premier 
terme  de  la  fonction  (a')  ;  car  il  peut  résulter  dans  ce  terme,  des 
trois  suppositions  de  chacune  des  trois  boules  sortant  à  son  rang. 
Le  nombre  k  est  pareillement  compris  trois  fois  dans  le  second 
terme  de  la  fonction;  car  il  peut  résulter  de  chacune  des  suppo- 
sitions relatives  à  deux  quelconques  des  trois  boules  sortant  à  leur 
rang;  ainsi  ce  second  terme  étant  affecté  du  signe  —,  le  nombre 
A  ne  se  trouve  point  dans  la  fonction  (a')  ;  il  faut  donc  le  lui  ajouter 
pour  qu'elle  contienne  tous  les  cas  dans  lesquels  une  boule  au  moins 
sort  à  son  rang.  Le  nombre  des  combinaisons  des  n  numéros  pris 

trois  à  trois ,  est  "  '  ^"  1  ^  '  S"-— ->  ct  comme  on  peut  combiner  les  r 

boules  d'un  des  numéros  de  chaque  combinaison,  avec  les  r  boules 
du  second  numéro,  et  avec  les  r  boules  du  troisième  numéro,  on 
aura  le  nombre  total  des  combinaisons  dans  lesquelles  trois 

boules  sortent  à  leur  rang ,  en  multipliant  "  ^"""j'g  g"~3^,r8>  P3* 

(rn — 5).  (m— 4). .  .(m— -n-f-i),  nombre  qui  exprime  celui  des  com- 
binaisons des  rn— • 5  boules  restantes ,  prises  n — 3  à  /»— 3 ,  en  ayant 
égard  à  Tordre  qu'elles  observent  entre  elles.  Si  l'on  ajoute  ce  pro- 
duit à  la  fonction  («') ,  on  aura 

n.r.{rrv—  )).(rn — a). .  .(mr—n+i) 

—  — — .  r* .  (r/i— a) .  (r/>— 3) . . .  (r/i— «-f-i  ) 

cette  fonction  exprime  le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels  une 
boule  au  moins  sort  à  son  rang ,  pourvu  que  l'on  en  retranche 
encore  les  cas  répétés.  Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  quatre 
boules  sortent  à  leur  rang.  En  y  appliquant  les  raisonnemens 
précédera ,  on  verra  qu'il  faut  encore  retrancher  de  la  fonction  (a") , 
le  terme 

"  '  ("~°,  .1"!. 4 >  {H~*  •  *  '  C™-4)  •  C™-5)  •  •  '  •(™-'H-0. 

En  continuant  ainsi ,  on  aura  pour  l'expression  du  nombre  des  cas 
dans  lesquels  une  boule  au  moins  sort  à  son  rang 
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n.r. (r/z—  i ) . (m— a) . . . {rn-— n-f-i) 
—  "  ^a"1^  •  ^  •  (rn — 2)  •  (rn — •>) .  • .  (rn — n+i ) 
H-n^^^^r».(r«-3).(m--4)...(^-H-i)J  (A) 

 7^X4   *.r*.(m-4).(«-5). .  .(m-*+i) 

■+•  etc. 

la  série  étant  continuée  aussi  loin  qu'elle  peut  Fêtre.  Dans  cette 
fonction ,  chaque  oombinaknn  n'est  point  répétée  ;  ainsi  la  combi- 
naison de  s  boules  sortant  à  leur  rang ,  ne  s'y  trouve  qu'une  fois  ; 
car  cette  combinaison  est  comprise  s  fois  dans  le  premier  terme 
de  la  fonction,  puisqu'elle  peut  résulter  de  Chacune  des  s  boules 

sortant  à  son  rang;  elle  est  retranchée  J(J~')  fois  dans  ie  second 

terme ,  puisqu'elle  peut  résulter  des  combinaisons  deux  à  deux  des 

«  boules  sortant  à  leur  rang  ;  elle  est  ajoutée  *-(^0-(*^g)  f0js  ^aDS 

le  troisième  terme ,  puisqu'elle  peut  résulter  des  combinaisons  de 
s  lettres  prises  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite;  elle  est  donc  dans 
la  fonction  (A) ,  comprise  un  nombre  de  fois  égal  à 

*  —+       i.a.3  elc*> 

et  par  conséquent  égal  à  1  —  (1 — i)*,  ou  à  l'unité.  En  divisant  la 

fonction  (A)  par  le  nombre  rn.(m — i).(ra— a)  (m-— /H-i)  de 

tous  les  cas  possibles,  on  aura  pour  l'expression  de  la  probabilité 
qu'une  boule  au  moins  sortira  à  son  rang, 

(ra—  Q.f    .  (ii—  t).(n— a).r» 

i  .a .  (rn— i)  *"*"  1  .a.3.(rn—  >)(rn— a) 

 (n-O-(^-a)  (^H        tc  ^ 

i.a.3.4.(rn— 0.(rn— a).(m— 3)  v  ' 

Cherchons  maintenant  la  probabilité  que  s  boules  au  moins  sorti- 
ront à  leur  rang.  Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  s  boules  sortent 
à  leur  rang ,  est ,  par  ce  qui  précède , 

..(■-.).(M.M^+ot^)i(^l)i;i(?^H.l)>  {lf) 
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pourvu  que  Ton  retranche  de  cette  fonction ,  les  cas  qui  sont 
répétés.  Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  *+i  boules  sortent 
à  leur  rang,  car  ils  peuvent  résulter  dans  la  fonction,  de  «-f- 1 
boules  prises  s  à  s  ;  ces  cas  sont  donc  répétés  s  -f- 1  fois  dans  cette 
fonction  ;  par  conséquent  il  faut  les  retrancher  s  fois.  Or  le  nombre 
des  cas  dans  lesquels  s-+-i  boules  sortent  à  leur  rang, est 

"■^^£f~i-'"-<r~~>M'~-4 <—+■»> 

En  le  multipliant  par  s ,  et  le  retranchant  de  la  fonction  (£), 
on  aura 

n.(n~^.(n~a),...(n-,+Q>  (m-j-j). .  ..(m-n+l) 

Dans  cette  fonction,  plusieurs  cas  sont  encore  répétés,  savoir,  ceux 
dans  lesquels  s  -J-  a  boules  sortent  à  leur  rang  ;  car  ils  résultent 
dans  le  premier  terme,  des  $  -h a  boules  sortant  à  leur  rang,  et 
prises  s  à  *  ;  ils  résultent  dans  le  second  tenue ,  des  i  +  a  boules 
sortant  à  leur  rang ,  et  prises  s  + 1  à  «  H-  1 ,  et  de  plus  multipliés 
par  le  facteur  s ,  par  lequel  on  a  multiplié  le  second  terme.  Ils 
sont  donc  compris  dan»  cette  fonction  ,  le  nombre  de  fois 

^1  a+'^""f'^^ '  a"ls*  ^Ut  mu^uP^er  Par  l'unité  moins 
ce  nombre  de  fois,  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  $4- a  boules 
sortent  à  leur  rang.  Ce  dernier  nombre  est 

le  produit  dont  il  s'agît  sera  donc 

'•(T3:::S^')-'~-(~  «)•  •  • 

En  l'ajoutant  à  la  fonction  (6')  ,  on  aura 

j       (n— i).r 
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c'est  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  lesquels  s  boules 
sortent  à  leur  rang ,  pourvu  que  l'on  en  retranche  encore  les  cas 
qui  sont  répétés.  En  continuant  de  raisonner  ainsi ,  et  divisant  la 
fonction  finale  par  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  ;  on  aura 
pour  l'expression  de  la  probabilité  que  *  boules  au  moins  sortiront 
à  leur  rang, 

 («—  i).(n  —  a). .  .(n— <-H)-',r~' 

1  .a.3...  s . (rn—  i) . (ri» — a). .  .(m— j-f-i) 

(x  i_    (*—*)>  r  .     s  (n  — Q.(n — j— i).r*  "j 

\       i-f-i  *  rn— «        t+*  *  i.a. (m— s).{rt*—s—  i)  f 

X)  i_  (—.).(  «-O.fii-1-aVr»  T    ^  ^ 

l      *4-3  *  i.3.3. (m— i) . (rn— *-i ) . (r/i  — j— a) "  mreK') 

On  aura  la  probabilité  qu'aucune  des  boules  ne  sortira  à  son 
rang,  en  retranchant  la  formule  (B)  de  l'unité  ;  et  l'on  trouvera 
pour  son  expression , 

£i  .a.3.. .ni] — n.r.[i  .3.3...(rn — — — .r*.[i  .a. 5. .  .(m — ai)] — «te. 

i  .a.3. . .  .m 

On  a,  par  le  n*  53  du  premier  Livre,  quel  que  soit/, 

1.3.3. . . . i  =  fx'dx . c^*, 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infînL  L'expression 
précédente  peut  donc  être  mise  sous  cette  forme , 

— w&^=-> — •  (°) 

Supposons  le  nombre  m  de  boules  de  l'urne ,  très-grand  ;  alors 
en  appliquant  aux  intégrales  précédentes,  la  méthode  du  n*  24 
du  premier  Livre ,  on  trouvera  à  tres-peu  près ,  pour  l'intégrale  du 
numérateur , 

l/a£.  X""*-.  (1  —  Çj** . 

t/n7X'+n.(r—  i).(X-r)  * 

X  étant  la  valeur  de  x  qui  rend  un  maximum  ,  la  fonction 
.r"—  .(.v— r)\e~*.  L'équation  relative  à  ce  maximum  donne  pour  X, 
les  deux  valeurs  
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On  peut  ne  considérer  ici  que  la  plus  grande  de  ces  valeurs  qui  est, 
aux  quantités  près ,  de  l'ordre  ,  égale  àw  +  -^-^  ;  alors  l'inté- 
grale du  numérateur  de  la  fonction  (6)  devient  à  peu  près 

v/W(»-i)*+i 

L'intégrale  du  dénominateur  de  la  même  fonction  est ,  par  le  n'  3a , 
à  fort  peu  prés, 

V^F.(r#0"»+*.c-"} 
la  fonction  (o)  devient  ainsi 

v/(r_,).(,_i)-+1 

Oo  peut  la  mettre  sous  la  forme 

m  étant  supposé  un  très-grand  nombre ,  cette  fonction  se  réduit 
à  fort  peu  prés  à  cette  forme  très-simple , 

C-tO* 

C'est  donc  l'expression  fort  approchée  de  la  probabilité  qu'aucunç 
des  boules  de  l'urne  ne  sortira  à  son  rang,  lorsqu'il  y  a  un  grand 
nombre  de  boules.  Le  logarithme  hyperbolique  de  cette  expression, 
étant 

-1~^~3^-CtC-i 
on  voit  qu'elle  va  toujours  en  croissant  à  mesure  que  n  augmente  ; 
qu'elle  est  nulle ,  lorsque  n  =  1 ,  et  qu'elle  devient  i ,  lorsque  n 
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est  infini,  c  étant  toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hypers 
bolique  est  l'unité. 

Concevons  maintenant  un  nombre  i  d'urnes  renfermant  cha- 
cune le  nombre  n  de  boules ,  toutes  de  couleurs  différentes  ;  et 
que  l'on  tire  successivement  toutes  les  boules  de  chaque  urne. 
On  peut ,  par  les  raisonnemens  précédens ,  déterminer  la  proba- 
bilité qu'une  ou  plusieurs  boules  de  la  même  couleur  sortiront  au 
même  rang  dans  les  i  tirages.  En  cflèt ,  supposons  que  les  rangs 
des  couleurs  soient  réglés  d'après  le  tirage  complet  de  la  première 
tu  ne ,  et  considérons  d'abord  la  première  couleur  :  supposons  qu'elle 
sorte  la  première  dans  les  tirages  de»  i  -  ~  i  autres  urnes.  Le  nombre 
total-  des  combinaisons  des  w— »i  autres  couleurs  dans  chaque 
urne  est ,  en  ayant  égard  à  leur  situation  entre  elles ,  1 .  a .  3 . .  ,  (n — 1  )  ; 
ainsi  le  nombre  total  de  ces  combinaisons  relatives  aux  i  —  1 
urnes ,  est  [1 .  a .  3 . . .  (« — 1  )]'"'  ;  c'est  le  nombre  des  cas  dans  lesquels 
la  première  couleur  est  tirée  la  première  à  la  fois  de  toutes  ces 
urnes  ;  et  comme  il  y  a  «  couleurs ,  on  aura 

n.[i  ,a.3. . . .(«— i)]'-1 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  couleur  au  moins  arri- 
vera à  son  rang  dans  les  tirages  des  i —  1  urnes.  Mais  il  y  a  dans 
ce  nombre ,  des  cas  répétés  :  ainsi  les  eus  où  deux  couleurs  arrivent 
à  leur  rang  dans  ces  tirages,  sont  compris  deux  fois  dans  ce 
nombre  ;  il  faut  donc  les  en  retrancher.  Le  nombre  de  ces  cas  est , 
par  ce  qui  précède , 

^=^.[i.a.3....(n— a)]'-: 

en  le  retranchant  du  nombre  précédent,  on  aura  la  fonction 

n.[i  .3.3. . . .(« — i)]'-1  —  "'^"'\[i.a.5. . .  .(/i—  a)]*-'. 

Mais  cette  fonction  renferme  elle-même  des  cas  répétés.  En  con- 
tinuant de  les  exclure ,  comme  on  l'a  fait  ci-dessus  relativement  à 
une  seule  urne;  en  divisant  ensuite  la  fonction  finale ,  par  le  nombre 
de  tous  les  cas  possibles,  et  qui  est  ici  [i.a.3. . .  ;  on  aura 
pour  la  probabilité  qu'une  des  «  —  1  couleurs  au  moins  sortira 
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à  son  rang  dans  les  i —  1  tirages  qui  suivent  le  premier , 


J  1  i  !  otr 

n'-       i.a.[n.(«— 0]'"'  ^  i  .9.3.[n.(n— 0-(«—  a)î~*  ' 

expression  dans  laquelle  il  faut  prendre  autant  de  termes  qu'il  y  a 
d'unités  dans  n.  Cette  expression  est  donc  la  probabilité  qu'au" 
moins  une  des  couleurs  sortira  au  même  rang  dans  les  tirages 
des  i  urnes. 

10.  Considérons  deux  joueurs  AetBy  dont  les  adresses  soient 
p  et  q ,  et  dont  le  premier  ait  a  jetons ,  et  le  second ,  b  jetons. 
Supposons  qu'à  chaque  coup ,  celui  qui  perd  donne  un  jeton  à  sou 
adversaire ,  et  que  la  partie  ne  finisse  que  lorsqu'un  des  joueurs 
aura  perdu  tous  ses  jetons  ;  on  demande  la  probabilité  que  l'un 
des  joueurs,  A  par  exemple,  gagnera  la  partie,  avant  ou  au 
coup. 

Ce  problème  peut  être  résolu  avec  facilité  par  le  procédé  sui- 
vant qui  est  en  quelque  sorte,  mécanique.  Supposons  b  égal  ou 
moindre  que  a,  et  considérons  le  développement  du  binôme  (/>+*?)*• 
Le  premier  terme  p*  de  ce  développement  sera  la  probabilité  de  A 
pour  gagner  la  partie  au  coup  b.  On  retranchera  ce  terme,  du  dé- 
veloppement, et  l'on  en  retranchera  pareillement  le  dernier  terme 
g*,  si  6= a;  parce  qu'alors  ce  terme  exprime  la  probabilité  de  B 
pour  gagner  la  partie  au  coup  b.  Ensuite  on  multipliera  le  resta 
par  p  +  g-  Le  premier  terme  de  ce  produit  aura  pour  facteur p*.qf 
et  comme  l'exposant  b  ne  surpasse  que  de  6  —  1  l'exposant  de 
il  en  résulte  que  la  partie  ne  peut  pas  être  gagnée  par  le  joueur  Ay 
au  coup  b  -f- 1 ,  ce  qui  est  visible  d'ailleurs  ;  car  si  A  a  perdu  un 
jeton  dans  les  b  premiers  coups ,  il  doit ,  pour  gagner  la  partie 
gagner  ce  jeton  plus  les  b  jetons  du  joueur  B ,  ce  qui  exige  b  -f-  a 
coups.  Mais  si  a  =  b  -f- 1 ,  on  retranchera  du  produit,  son  dernier 
terme  qui  exprime  la  probabilité  du  joueur  B  pour  gagner  la  partie 
au  coup  b-\- 1. 

On  multipliera  de  nouveau  ce  second  reste,  par  77+7-  Le  pre- 
mier terme  du  produit  aura  pour  facteur  p^'-g,  et  comme  l'ex- 
posant de  p  y  surpasse  de  b  celui  de  q ,  ce  terme  exprimera  la 
probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  au  coup  b  -f-  a.  On  retrau- 

a9 
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chera  pareillement  du  produit,  le  dernier  terme ,  Si  l'exposant  de  q 
y  surpasse  de  a  celui  de  p. 

On  multipliera  de  nouveau  ce  troisième  reste ,  par  p+  q ,  et  Ton 
continuera  ces  multiplications  jusqu'au  nombre  de  fois  n  —  b ,  en 
retranchant  à  chaque  multiplication ,  le  premier  terme ,  si  l'expo- 
sant de  p  y  surpasse  de  6,  celui  de  y,  et  le  dernier  terme,  si 
l'exposant  de  q  y  surpasse  de  a ,  celui  de  p.  Cela  posé ,  la  somme 
des  premiers  termes  ainsi  retranchés,  sera  la  probabilité  de  A 
pour  gagner  la  partie ,  avant  ou  au  coup  n  ;  et  la  somme  des  der- 
niers termes  retranchés  sera  la  probabilité  semblable  relative  au 
Joueur  B. 

Pour  avoir  une  solution  analytique  du  problème ,  soit  yx  al  la 
probabilité  du  joueur  A  pour  gagner  la  partie ,  lorsqu'il  a  x  jetons , 
et  lorsqu'il  n'a  plus  que  x'  coups  à  jouer  pour  atteindre  les  n  coups. 
Cette  probabilité  devient  au  coup  suivant ,  ou^,  ,,., ,  ou y._fj*,_,, 
suivant  que  le  joueur  A  gagne  ou  perd  le  coup  ;  or  les  probabilités 
respectives  de  ces  deux  événemens  sont  p  et  q  j  on  a  donc  l'équation 
aux  diiïcrcnces  Darticlles. 

Pour  intégrer  cette  équation,  nous  considérerons,  comme  précé- 
demment ,  une  fonction  u  de  t  et  de  r*  génératrice  de  yIiXi->  ensorte 
que  yt>z,  soit  le  coefficient  de  <'/'*'  dans  le  développement  de  cette 
fonction.  En  repassant  des  coefficiens,  aux  fonctions  génératrices  , 
l'équation  précédente  donnera 


d'où  Fon  tire 
par  conséquent 

ce  qui  donne 


t  ~"  V?  a/»  5 


i 
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donc   

ftp = c^p7  •  G  =•=  y/ h  ~  *p*  )'  - 

Celte  équation  peut  être  mise  sous  fa  forme  suirante , 


r*-*- — ^ — | 

L'expression  précédente  de  - ,  donne 
on  a  donc 

«rr* = K  +  V^r-  "  *w  )*+  (?  -  V/  -  4w  )*] 


"  """"  -  1  ,  '  - 


(V)«-.f  *  ~  y/73 


sous  cette  forme ,  l'ambiguïté  du  signe  =fc  disparaît 

Maintenant  si  l'on  repasse  des  fonctions  génératrices  à  leurs 
coefficiens  ,  et  si  l'on  observe  que  yt<„  est  nul ,  parce  que  le 
joueur  A  perd  nécessairement  la  partie ,  lorsqu'il  n'a  plus  de  jetons; 
l'équation  précédente  donnera  ,  en  repassant  des  fonctions  géné- 
ratrices aux  coefficiens, 


1  ,x-t-x/— J  •  •  • 

fa  série  du  second  membre  s'arrêtant  lorsque  * — ar — 1  a  une 
râleur  négative.  X?-»,  XU~3\  etc.,  sont  les  coefficiens  de  ^T=i' 
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p^r?,  etc.,  dans  le  développement  de  la  fonction 

G + s/h1*)  -G-  v/ h 

s/h-* 

Si  Ton  nomme  1/  le  coefficient  de  r*  dans  le  développement  dez^ 
u'  sera  une  fonction  de  t'  et  de  * ,  génératrice  à.tjrt  ml.  Si  l'on  nomme 
pareillement  V  le  coefficient  de  /  dans  le  développement  de  « ,  le 

produit  de  a,  v,-  par  la  fonction  (  i  ) ,  sera  la  fonction  génératrice 

dû  second  membre  de  l'équation  précédente  ;  cette  fonction  est  donc 
égale  à  u'.  Supposons  *  =  a-f-è,  alors  yx  a,  devient  jv+.»„,  et  cette 
quantité  est  égale  à  l'unité  ;  car  il  est  certain  que  A  a  gagné  la 
partie,  lorsqu'il  a  gagné  tous  les  jetons  de  B ;  u'  est  donc  alors  la 
fonction  génératrice  de  l'unité;  or  x'  est  ici  zéro  ou  un  nombre  pair, 
car  le  nombre  des  coups  dans  lesquels  A  peut  gagner  lu  partie ,  est 
égal  à  b  plus  un  nombre  pair  :  en  effet ,  A  doit  pour  cela  gagner 
tous  les  jetons  de  B ,  et  de  plus  il  doit  regagner  chaque  jeton  qu'il 
a  perdu ,  ce  qui  exige  deux  coups.  Ensuite  n  exprimant  un  nombre 
de  coups  dans  lequel  A  peut  gagner  la  partie,  il  est  égal  à  b  plus 
un  nombre  pair  ;  x'  étant  le  nombre  des  coups  qui  manquent  au 
joueur  A  pour  arriver  à  »,  est  donc  zéro  ou  un  nombre  pair.  De 

là  il  suit  que  dans  le  cas  de  *  =  a-f-6,  u'  devient  —jn ;  on  a 
donc 


G+v^r-GVW 


1 


4p<? 


ce  qui  donne  la  valeur  de  T.  En  la  multipb'ant  par  la  fonction  (i) 
divisée  par  a'.jf-1 ,  et  dans  laquelle  on  fait  *=  a,  on  aura  la 
fonction  génératrice  de  y.t„  égale  à 

a> .  p» .  f  » .  ÇQ  +  V  i -jpg .  f»  VT^pT^Y]       ,  x 
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Dans  le  cas  de  a  =  6,  elle  devient 

En  développant  la  fonction 

suivant  les  puissances  de  le  radical  disparaît,  et  le  plus  haut 
exposant  de  f  dans  ce  développement ,  est  égal  ou  plus  petit  que  a . 

M  us  si  l'on  développe  (1--V1  — 5uivuul  ■*»  P™8Sances 
de  t"  le  plus  peUt  exposant  de  t'  sera      la  fonction  (9)  est  donc 
égale  au  développement  de  (1  +  Vi-^SW-^  en  rejetantles  puis- 
sances de  ^  supérieures  à  a. 
Maintenant  on  a ,  par  le  n°  3  du  premier  Livre , 

I.=l_0.«+ï±=2  ..._«^=û#^..'+  etc., 
*  étant  celle  des  racines  de  l'équation 


qui  se  réduit  à  l'unité  ,  lorsque  *  est  nul.  Cette  racine  est 

•  1+  y/i  —  4*, 
 5  » 

■ 

en  supposant  donc  ttzspq.t",  on  aura 


on  aura  ainsi,  . 


a«.p*.t" 
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la  série  du  dénominateur  étant  continuée  exclusivement  jusqu'aux 
puissances  de  t?  supérieures  à  a.  Ce  second  membre  doit  être , 
par  ce  qui  précède,  divisé  par  1  — f>,  pour  avoir  la  fonction  gé- 
nératrice de ;  la  quantité  ,7.,,  est  donc  la  somme  descoefficiens 
des  puissances  de  t!,  en  ne  considérant  dans  le  développement  de 
ce  membre ,  par  rapport  aux  puissances  de  S,  que  les  puissances 
égales  ou  inférieures  à  s!.  Chacun  de  ces  coefficiens  exprimera 
la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  au  coup  indiqué  par  l'expo- 
sant de  la  puissance  de  t. 

Si  l'on  nomme  zt  le  coefficient  correspondant  à  <'*+",  on  aura 
généralement 

,  a. (a — 3)     .  „ 
o  =  Xt — a  .pq .  r,_,  -|  -/>  Y  etc.  ; 

d'où  il  est  facile  de  conclure  les  valeurs  de  *, ,  z„,  etc. ,  en  obser- 
vant que  r_,,  etc.  sont  nuls,  et  que  La  valeur  de  zt 
étant  égale  à^,  .+-,  on  aura  celles  de  y,,„y.,.-t+,y.,i+4,  etc.  L'é- 
quation aux  différences  partielles  à  laquelle  on  est  immédiatement 
conduit,  se  trouve  ainsi  ramenée  à  une  équation  aux  différences 
ordinaires  qui  détermine,  en  l'intégrant,  la  valeur  de  y,t„.  Mais 
on  peut  obtenir  cette  valeur  par  le  procédé  suivant  qui  s'applique 
au  cas  général  où  a  et  b  sont  égaux  ou  différons  entre  eux. 

Reprenons  la  fonction  génératrice  de  yt>x,  trouvée  ci-dessus  ; 
yt,„  est  le  coefficient  de       dans  le  développement  de  la  fonction 

en  supposant 

 V\  —4pq.tr*   ' 

^  K.-V9^"  ' 

Il  résulte  du  n#  5  du  premier  Livre ,  que  si  l'on  considère  les  deux 
termes 

__P  p 

ai 
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que  l'on  fasse  ensuite  successivement  t'=  1  et  tf=  —  1  dans  le 
premier  terme,  et  t'  égal  successivement  à  toutes  les  racines  de 
l'équation  Q=o,  dans  le  second  terme  ;  la  somme  de  tous  les  termes 
que  Ton  obtient  de  cette  manière,  sera  le  coefficient  de  t",  dans  la 
développement  de  la  fraction 

P 

Ce  que  le  premier  terme  produit  dans  cette  somme  est 
Pour  avoir  les  racines  de  l'équation  Q=o,  nous  ferons 


ce  qui  donne 

V/ — 1 .  sin  <v .  (cos  imy^r-' 

ou 

q  _  a.sin  (a + 

Les  racines  de  l'équation  Q  =o  sont  donc  représentées  par 

 (r+ 

*  ^Tî-5 

r  étant  un  nombre  entier  positif  qui  peut  s'étendre  depuis  r=o 
jusqu'à  r=a  +  i  —  a.  Lorsque  a  +  b  est  un  nombre  pair,  ±ic 
est  une  des  valeurs  de  il  faut  l'exclure ,  parce  que  cos  <&  de- 
venant nul  alors,  cette  valeur  de  «r  ne  rend  pas  Q  nul.  Dans  ce 
cas ,  l'équation  Q=o  n'a  que  a-f-6— a  racines;  mais  comme  le 
terme  dépendant  de  la  valeur  est  multiplié  dans  l'expres- 

sion dejrt  M,t  par  une  puissance  positive  de  cos^^*!^*,  on  peut 

conserver  la  valeur  de  r  qui  donne  <w  =  £    puisque  le  terme  qui 
lui  correspond  dans  l'expression  de  y,iS,  disparait. 
Maintenant  on  a 
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d'où  l'on  tire,  en  vertu  de  l'équation  sin  (a +  «•=<>, 

dQ  _,(.(a+t).^.co»(r+i).y_  4.(a-i.&)V^.(-Q^' 
W  »in**.(cos  ùn'v.  (coi  * 

le  terme 


—  p 


i  ('<) 


devient  ainsi,  en  observant  que 

p   a.  tin  o# 

sin  «  (cos        '  » 

(û+i).^._3W.co»i^±^  + 

la  somme  de  tous  les  termes  que  Ton  obtient ,  en  donnant  à  r  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives,  depuis r=o jusqu'à  r:=a-r-ô — a, 
sera  ce  que  produit  la  fonction 

 —  p 

(i-.i*).f**.^  " 

nous  désignerons  cette  somme  par  la  caractéristique  Opiacée  devant 
la  fonction  {h). 
Si  l'on  fait  /-t-i=a-r-6— (r+O,  on  aura 

8in(rj^=sin(l-tO- 

a  (/-H).*-  a.(r+i).i 


COS    v   V  f— =  COS 


a 


De  là  il  est  facile  de  conclure  que  dans  la  fonction  (A),  le  terme 
relatif  à  r-\-\  est  le  même  que  le  terme  relatif  à  /-f-  1  ;  on  peut 
donc  doubler  ce  terme ,  et  n'étendre  alors  la  caractéristique  S 

qu'aux  valeurs  de  r  comprises  depuis  r?:o  jusqu'à  r  = 


» 

si 
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si  a -f-£  est  pair,  ou  r= 


 a  -f  b —  1 


,  si  a 4- b  est  impair.  Cela  posé, 


on  aura  en  observant  que 

v  _pt.(p'-q') 


X5. 


sin 


.gin  • 


(H) 


En  changeant  a  en  b ,  />  en  q ,  et  réciproquement ,  on  aura  b  pro- 
babilité que  le  joueur  B  gagnera  la  partie  ayant  le  coup  a  ai  # 
ou  à  ce  coup. 

Supposons  assb;  sin  v       —  deviendra  sin  £ .  (r -h  î ) .?r.  Ce 

sinus  est  nul,  lorsque  est  pair  j  il  suffît  donc  alors  de  considérer 
dans  l'expression  de  j^,,.».,,,  les  valeurs  impaires  de  r-f*i.  En  les 

exprimant  par  a*  +  î ,  et  observant  que  sin  (tti  +  1)-*'  =  ( —  î 

on  aura 


((_iy.ri,,!2£±±.^.(c«! 

I  p* —  ipq.co*  >  ■  ^ 


a*-H  î  devant  comprendre  toutes  les  valeurs  impaires  contenues 
dansa  —  î. 

Si  l'on  change  dans  cette  expression ,  p  en  y,  et  réciproquement , 
on  aura  la  probabilité  du  joueur  B  pour  gagner  la  partie  en  a+ai 
coups.  La  somme  de  ces  deux  probabilités  sera  la  probabilité  que 
la  partie  sera  finie  après  ce  nombre  de  coups  ;  cette  dernière  pro- 
babilité est  donc 

3o 
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Si  les  adresses  p  et  g  sont  égales,  cette  expression  devient 

*  — ~jSE3f  j* 

Lorsque  a-f-  ai  est  un  grand  nombre,  on  peut  en  conclure  d'une 
manière  fort  approchée ,  le  nombre  de  coups  nécessaire  pour  que 
la  probabilité  que  la  partie  finira  dans  ce  nombre  de  coups,  soit 

égale  à  une  fraction  donnée  j.  -On  aura  alors 

(Ai      1  )  .  wX-** 


» 


o-f-  a/  étant  supposé  un  très-grand  nombre  fort  supérieur  au  nombre 
a  y  il  suffit  de  considérer  le  terme  du  premier  membre  qui  corres- 
pond à  s  nul,  et  alors  on  a 

a  -f-  fl*  -f-  1  =  —  7 


co»  —  ) 
aa/ 


ces  logarithmes  pouvant  être  à  volonté  hyperboliques  ou  tabulaires. 

Si  dans  les  formules  précédentes,  on  suppose  a  infini,  £  restant 
un  nombre  fini  ;  on  aura  le  cas  dans  lequel  le  joueur  A  joue  contre 
le  joueur  B  qui  a  primitivement  le  nombre  b  de  jetons,  jusqu'à 
ce  qu'il  ait  gagné  tous  les  jetons  de  B ,  sans  que  jamais  celui-ci 
puisse  gagner  A,  quel  que  soit  le  nombre  des  jetons  qu'il  lui  gagne. 
Dans  ce  cas,  la  fonction  génératrice  (o)  de  y.tX,  se  réduit  à 


car  alors  (1  — Vi  —  <*pq .  /")*  et  (1  —  \A  — bpq.PY**  déve- 
loppés ,  ne  renferment  que  des  puissances  infinies  de  t\  puissances 
que  l'on  doit  négliger ,  quand  on  ne  considère  qu'un  nombre  fini 
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de  coups.  On  a  par  ce  qui  précède 

(.  ■+>.M.,.+^±a,^.,,<+>  <^:ç>^,^.,.| 

(.     ^  i.a.3  x  > 

En  multipliant  ce  second  membre  par  ,  le  coefficient  de 

sera 


c'est  la  valeur  àey.t+u  ou  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie 
avant  ou  au  coup  b-\-  ni. 

Cette  valeur  serait  très-pénible  à  réduire  en  nombres ,  si  b  et  ai 
étaient  de  grands  nombres  ;  il  serait  surtout  très-difficile  d'obtenir 
par  son  moyen ,  le  nombre  de  coups  dans  lesquels  A  peut  parier 
un  contre  un  de  gagner  Ja  partie  ;  mais  on  peut  y  parvenir  faci- 
lement de  cette  manière. 

Reprenons  la  formule  (H)  trouvée  ci-dessus.  Dans  le  cas  de  a 
infini ,  elp  étant  supposé  égal  ou  plus  grand  que  q>  si  l'on  y  sup- 
pose        *  s*  9  f  et  ï  =  d$  y  elle  devient 

Fmtégrale  devant  être  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  <p  =  i  Dans  le 
cas  de  p  moindre  que  q>  la  même  expression  a  lieu,  pourvu  que 

Ton  change  le  premier  terme  1 ,  dans  ^ 

Si  />=  y,  cette  expression  devient 

j  a    /*</f .  »in  bp .  (cos 

Fintégrale  étant  prise  depuis  p  nul  jusqu'à  f  =  7  *\  Supposons 
maintenant  que  &  et  «  soient  de  grands  nombres.  Le  maximum  de 
la  fonction 

> .  (  cos  p  y 
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répond  à  <p=o;  ce  qui  donne  1  pour  ce  maximum.  La  fonction 
décroît  ensuite  avec  une  extrême  rapidité,  et  dans  l'intervalle  où 
elle  a  une  valeur  sensible ,  on  peut  supposer 

log  sin  <p  sas  log  $  -f  log  (  1  —  i  p)  =  log ? — £ • 

log  (cos  (6+9H-l).l0g(l— ff'+à.*4) 

—  ^  T5  ' 

ce  qui  donne,  en  négligeant  les  sixièmes  puissances  de  Q,  et  ses 
quatrièmes  puissances  qui  ne  sont  pas  multipliées  par  6-4-ai4-i , 

en  faisant  donc 

a 

on  aura 


<-f-) 


aine  s  "  » 

partant, 

 =  J      V  f  y.sinfr>.«-«v. 

Cette  dernière  intégrale  peut  être  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  p  in- 
fini ;  car  elle  doit  être  prise  depuis  p  =  o  jusqu'à  0  =  ±  *  ;  or  a' 
étant  un  nombre  considérable ,  c-*'**  devient  excessivement  petit, 
lorsqu'on  y  fait  ,  ensorte  qu'on  peut  le  supposer  nul,  vu 

l'extrême  rapidité  avec  laquelle  cette  exponentielle  diminue ,  lorsque 
9  augmente.  Maintenant  on  a 

^ . J  — ^  f  y  /-sin l* . c—r z=fd<p .(1— <p<). cos 6? . cr  «'♦• ; 
on  a  d'ailleurs  par  le  n*  a6  du  premier  livre , 
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y**.<*p.  C08  *f.  C— f=         .  ^Jl' 

d'où  l'on  tire,  en  supposant 

il-,. 

Ainsi  la  probabilité  que  ^gagnera  la  parue  dans  le  nombre  H- ai 
de  coups,  est 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à       T,  T'  étant  égal 

Si  l'on  cherche  le  nombre  des  coups  dans  lesquels  on  peut  parier 
un  contre  un  que  cela  aura  lieu ,  on  fera  cette  probabilité  égale 
à  I ,  ce  qui  donne 

Nommons  T  la  valeur  de  *,  qui  correspond  à 
et  supposons 

T=  T'  +  q, 

q  étant  de  l'ordre     L'intégrale  fdt.<r^%  sera  augmentée  à  très- 
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peu  près  de  g.c-T''j  ce  qui  donne 

on  aura  donc 

Ayant  ainsi  T*  aux  quantités  près  de  l'ordre  ~ ,  l'équation 

donnera,  aux  quantités  près  de  l'ordre  ~, 

Pour  déterminer  la  valeur  de  2*%  nous  observerons  qu'ici  T  est 
plus  petit  que  \  ;  ainsi  l'équation  transcendante  et  intégrale 

peut  être  transformée  dans  la  suivante , 

En  résolvant  cette  équation ,  on  trouve 

7"» =0,3102497. 

En  supposant  £  =  100,  on  aura 

i-f- ai  =  23780,14. 

Il  y  a  donc  alors  du  désavantage  à  parier  un  contre  un  ,  que  A 
gagnera  la  partie  dans  23780  coups ,  mais  il  y  a  de  l'avantage  à 
parier  qu'il  la  gagnera  dans  23781  coups. 

11.  Un  nombre  n  4- 1  de  joueurs  jouent  ensemble  aux  conditions 
suivantes.  Deux  d'entre  eux  jouent  d'abord ,  et  celui  qui  perd  se 
retire  après  avoir  mis  un  franc  au  jeu,  pour  n'y  rentrer  qu'après 
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que  tous  les  autres  joueurs  ont  joué  j  ce  qui  a  heu  généralement 
pour  tous  les  joueurs  qui  perdent,  et  qui  par  là  deviennent  les  der- 
niers. Celui  des  deux  premiers  joueurs  qui  a  gagne ,  joue  avec  le 
troisième ,  et  s'il  le  gagne,  il  continue  de  jouer  avec  le  quatrième, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'il  perde,  ou  jusqu'à  ce  qu'il  ait  gagné 
successivement  tous  les  joueurs.  Dans  ce  dernier  cas,  la  partie  est 
finie.  Mais  si  le  joueur  gagnant  au  premier  coup ,  est  vaincu  par 
l'un  des  autres  joueurs,  le  vainqueur  joue  avec  le  joueur  suivant, 
et  continue  de  jouer  jusqu'à  ce  qu'il  soit  vaincu ,  ou  jusqu'à  ce 
qu'à"  ail  gagné  de  suite  tous  les  joueurs  ;  le  jeu  continue  ainsi 
jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  un  joueur  qui  gagne  de  suite  tous  les  autres, 
ce  qui  finit  la  partie,  et  alors  le  joueur  qui  la  gagne ,  emporte  tout 
ce  qui  a  été  mis  au  jeu.  Cela  posé , 

Déterminons  d'abord  la  probabilité  que  le  jeu  finira  précisément 
au  coup  *  ;  nommons  zs  cette  probabilité.  Pour  que  la  partie  finisse 
au  coup  x ,  il  fout  qae  le  joueur  qui  entre  au  jeu  au  coup  *— nH-  \ , 
gagne  ce  coup  et  lés  «  —  1  coups  suivans  ;  or  il  peut  entrer  contre 
un  joueur  qui  n'a  gagné  qu'un  seul  coup  :  en  nommant^P  la  pro-  , 

habilité  de  cet  événement ,  ^  sera  la  probabilité  correspondante 

que  la  partie  finira  au  coup  x.  Mais  la  probabilité       que  la  partie 

finira  au  coup  .r— 1,  est  évidemment^-.  Car  il  est  nécessaire 

pour  cela  qu'il  y  ait  un  joueur  qui  ait  gagné  un  coup,  au  coup 
x — /»-+- 1 ,  et  qui  jouant  à  ce  coup,  le  gagne  et  les  «  —  a  coups 
suivans;  et  la  probabilité  de  chacun  de  ces  événemens  étant  P  et 

~rt  ,  la  probabilité  de  l'événement  composé  sera      ;  on  aura 
donc  1,.,=—,  et  par  conséquent, 

i        est  donc  la  probabilité  que  la  partie  finira  au  coup  x ,  rela- 
tive à  ce  cas. 

Si  le  joueur  qui  entre  au  jeu  au  coup  x — w-f- 1 ,  joue  à  ce  coup 
contre  un  joueur  qui  a  déjà  gagné  deux  coups  ;  en  nommant/"  la 

probabilité  de  ce  cas ,  —  sera  la  probabilité  relative  à  ce  cas ,  que  la 


a4o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

partie  finira  au  coup  x.  Mais  ou  a 


a»1 

car  pour  que  la  partie  finisse  au  coup  *  —  a ,  il  faut  qu'au  coup 
x  —  n  1 ,  l'un  des  joueurs  ait  déjà  gagne  deux  coups,  et  qu'il  gagne 
ce  coup  et  les  n  —  3  coups  suivans.  On  a  donc 

~  .        est  donc  la  probabilité  que  la  partie  finira  au  coup  *, 

relative  à  ce  cas  ;  et  ainsi  de  suite. 
En  rassemblant  toutes  ces  probabilités  partielles ,  on  aura 

i        ,  i  _     .  i 


La  fonction  génératrice  de  zM  est,  par  le  premier  livre, 

«MO  

i  — . .  —      .  t 

a      a  a  -  * 

OU 

■  -«+?•'■  " 

Pour  déterminer  4  (*) ,  nous  observerons  que  la  partie  ne  peut  finir 
au  plus  tôt  qu'au  coup  n,  et  que  la  probabilité  pour  cela  est^; 
car  il  faut  que  le  vainqueur  au  premier  coup ,  gagne  les  n — 1  coups 
suivans  j  4(0  ne  doit  donc  renfermer  que  la  puissance  n  de  / ,  et 

doit  être  le  coefficient  de  cette  puissance  ;  ce  qui  donne  4  (0  ^  • 
ainsi  la  fonction  génératrice  de  z,  est 

La  somme  des  coefficiens  des  puissances  de  t  jusqu'à  l'infini,  dans 
le  développement  de  cette  fonction ,  est  la  probabiUté  que  la  partie 

doit 
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doit  finir  après  une  infinité  de  coups  ;  or  on  a  cette  somme  en 
faisant  t=  1  dans  la  fonction ,  ce  qui  la  réduit  à  l'unité  ;  il  est  donc 
çcrtain  que  la  partie  doit  finir. 

On  aura  la  probabilité  que  la  partie  sera  finie  au  coup  x  ou  avant 
ce  coup ,  en  déterminant  le  coefficient  de  t*  dans  le  développe- 
ment de  la  fonction  précédente  f  divisée  par  i  —  t  j  la  fonction  gé- 
nératrice de  cette  probabilité  est  donc 


a" 


Donnons  à  la  fonction  génératrice  de  zx>  cette  forme 

le  coefficient  de  f  dans  i?-(fl~'.i  est 

ar" .  (  i  —  t  y 

_L    (x—rn+i) . (j— rn+a) .    (x— r/i+r-a)  r  ,  v 

a"' i.a.3...(r—0  (*-wM-aMj, 

on  a  donc 

expression  qui  n'est  relative  qu'à  x  plus  grand  que  n,  et  dans  laquelle 
il  ne  faut  prendre  qu'autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  entières 

dans  le  quotient  ^ :  lorsque  x  =  n,  on  a  x,=  —rt. 

En  développant  de  la  même  manière  la  fonction  génératrice  de  la 
probabilité  que  la  partie  finira  avant  ou  au  coup  ar,  on  trouvera 
pour  l'expression  de  cette  probabilité, 


.      +(j-3^0.(x-S„  +  3)(:t_ÎB+6)_etC) 

cette  expression  ayant  lieu  dans  le  cas  même  de  x=/i. 

3i 
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Déterminons  maintenant  les  probabilités  respectives  des  joueurs 
pour  gagner  la  partie  au  coup  x.  Soit  y9X  celle  du  joueur  qui  a 
gagné  le  premier  coup.  Soient  y,it  ,y%<, ,. .  .^«_,.»  celles  des  joueur* 
suivans ,  et  yH>r  celle  du  joueur  qui  a  perdu  au  premier  coup ,  et 
qui  par  là  est  devenu  le  dernier.  Désignons  les  joueurs  par  (o),  (1), 
(2), . . .(«  — 1),  (n).  Cela  posé,  Ifc  probabilité  y,t,  du  joueur  (r) 
devient si  au  second  coup  le  joueur  (o)  est  vaincu  par  le 
joueur  (1);  car  il  est  visible  que  (r)  se  trouve  alors,  par  rapport 
au  vainqueur  (j) ,  dans  la  même  position  où  était  (r—  1)  par  rap- 
port au  vainqueur  (o)  :  seulement,  il  y  a  un  coup  de  moins  à  jouer 
pour  arriver  au  coup  x ,  ce  qui  change  *  dans  x —  1 .  Présentement 
la  probabilité  que  le  joueur  (o)  sera  vaincu  par  (1)  est  ainsi 
^y'r-i  ^i  est  la  probabilité  du  joueur  (r)  pour  gagner  la  partie  au 
coup  x ,  relative  au  cas  où  (o)  est  vaincu  par  (1).  Si  (o)  n'est  vaincu 
que  par  (a),  y,yX  devient  y^%,,-^  et  la  probabilité  de  cet  événement 
étant  i,onai  -^-..«-.  pour  la  probabilité  du  joueur  (r) ,  de  gagner 
la  partie  au  coup  .r,  relative  à  ce  cas.  Si  le  joueur  (o)  n'est  vaincu 
que  par  le  joueur  (r),  y,.r  devient  y0.*-n  <*  la  probabilité  de  cet 

événement  est      ainsi  est  la  probabilité  du  joueur  (r) 

pour  gagner  la  partie  au  coup  x,  relative  à  ce  cas.  Si  le  joueur 
(o)  n'est  vaincu  que  par  le  joueur  (r-j-i  ),y, ,  se  change  dans 
/„_,  ,__,;  car  alors  le  joueur  (r)  se  trouve,  par  rapport  au 
vainqueur,  dans  la  position  primitive  du  joueur  (  n —  1)  par  rap- 
port au  joueur  (o)  :  seulement  il  ne  reste  que  r—  1  coups  à 
jouer  pour  arriver  au  coup  x.  Or  la  probabilité  que  (  o  )  ne  sera 

vaincu  que  par  le  joueur  ( r-f- 1) ,  est      -,  «st  donc 

la  probabilité  de  (r)  pour  gagner  la  partie  au  coup  x,  relative  à  ce 
cas.  En  continuant  ainsi,  et  rassemblant  toutes  ces  probabilités  par- 
tielles ,  on  aura  la  probabilité  entière  y,it  du  joueur  (r)  pour  gagner 
la  partie  ;  ce  qui  donne  l'équation  suivante, 

■?V~â   "-»,«-«  4-  ~r  •J'r-»,—.  • . .  -4-  ^ . y.^,-^- ~j  .jK.-i,*-r-i 
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Cette  expression  a  lieu  depuis  r=i  jusqu'à  r=/i— a.  Elle  donne 

i    i  ,i  i  i 

En  retranchant  cette  équation,  do  la  précédente;  on  aura  celle-ci 
aux  différences  partielles, 

yr,z  —y,-,,*-, + £ -y,,.—  —  (0 

celte  équation  s'étend  depuis  r=  a  Jusqu'à  r=n — a. 

On  a  ,  par  le  raisonnement  précédent ,  les  deux  équations 
suivantes, 

 l  ,i  ,  i 

Mais  l'expression  précédente  de  y,,a  donne 

En  retranchant  cette  équation  de  la  précédente ,  on  aura 

i 

y—>,* — y*-»,*—  i~r  aT*.X»-»,»-* — o: 

ainsi  Féquation  (i)  subsiste  dans  le  cas  de  r=n — i. 
Le  raisonnement  précédent  conduit  encore  à  cette  équation 

y*.' — î~y •—',»—■  i~  a»  -y*— »,«—••  •  •  «"f- j^rro^t,*— •-♦•»« 

ce  qui  donne 

En  retranchant  cette  équation,  de  celle-ci  que  donne  l'expression 
générale  do  .y,,, 
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et  faisant  ~. (y,,,+y..,)  =>.,;  on  aura 

y»,*  ~~~y<>,*— »H~  ~i      » = °- 

L'équation  (1)  subsiste  donc  encore  dans  le  cas  même  de  resi, 
pourvu  que  l'on  y  change  ya<M  dans y.iX.  On  doit  observer  quey.(, 
est  la  probabilité  de  gagner  la  partie  au  coup  x ,  de  chacun  des 
deux  premiers  joueurs,  au  moment  où  le  jeu  commence;  car  cette 
probabilité  devient,  après  le  premier  coup, .y.,,  ou  ym>a,  suivant 
que  le  joueur  gagne  ou  perd ,  et  la  probabilité  de  chacun  de  ces 
événemens  est  j. 

Maintenant,  la  fonction  génératrice  de  l'équation  (1)  est,  par  le 
n*  ao  du  premier  Livre , 

— 1 M 


/  étant  relatif  à  la  variable  *,  et  S  étant  relatif  à  la  variable  r, 
ensorte  que  y,iB  est  le  coefficient  de  t''t*  dans  le  développement 
de  cette  fonction;  ç(t)  est  une  fonction  de  t  qu'il  s'agit  de  dér 
terminer. 
Pour  cela,  nous  ferons 

a" 

la  fonction  génératrice  de  y,  ;  sera  le  coefficient  de  dans  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  (a);  elle  sera  donc 

la  probabilité  que  la  partie  finira  précisément  au  coup  x,  est  évi- 
demment la  somme  des  probabilités  de  chaque  joueur  pour  la  gagner 
à  ce  coup  ;  elle  est  donc 

y.,,  +y*,*  -hr... .  •  •  .-Hr—»..ï 

par  conséquent  la  fonction  génératrice  de  cette  probabilité  est 

T  .*  (0 .  (2 +tT-\-?T>. . .  .4-  r-r— ) , 
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En  régalant  à  la  fonction  génératrice  de  cette  probabilité,  que  nous 
avons  trouvée  ci-dessus,  et  qui  est 


a" 


Ainsi  la  fonction  génératrice  de  l'équation  (1)  aux  différences  par- 
tielles, est 


Le  coefficient  de  dans  le  développement  de  cette  fonction  ,  est 
la  probabilité  du  joueur  (r)  de  gagner  la  partie  au  coup  x.  On  pourra 
ainsi  déterminer  cette  probabilité  par  ce  développement.  La  somme 
de  tous  ces  coefficiens  jusqu'à  x  infini ,  est  la  probabilité  du  joueur 
(r)  de  gagner  la  partie;  or  on  a  cette  somme,  en  faisant  f=i 

dans  la  fonction  précédente,  ce  qui  donne  T=  ,  ^a«;  nommons 

p  cette  dernière  quantité,  et  désignons  par  y,  la  probabilité  de  (r) 
de  gagner  la  partie ,  on  aura 


r.(.-tr-iT-).(i-«+i.f).(»-i^+y.*"y 

la  fonction  génératrice  de  y,t,  est  donc 

i. 

£.P*Ma-0;(i-ir).7» 


2  -  p  - 
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Cette  expression  s'étend  depuis  r=o  jusqu'à  rssn-i,  pourvu 
qu'on  y  change^,  dans  y.  ,y0  exprimant  la  probabilité  de  gagner 
la  partie ,  des  deux  premiers  joueurs  au  moment  où  ils  entrent 
au  jeu. 

Maintenant ,  chaque  joueur  perdant  déposant  un  franc  au  jeu , 
déterminons  l'avantage  des  différens  joueurs.  Il  est  clair  qu'après 
x  coups  ,  il  y  avait  x  jetons  au  jeu  ;  l'avantage  du  joueur  (r)  relatif 
à  ces  x  jetons,  est  le  produit  de  ces  jetons  par  la  probabilité  y, > 
de  gagner  la  partie  au  coup  x j  cet  avantage  est  donc  x.y,s.  La 
valeur  de  x.y,~  est  le  coefficient  de  t*~'.dt  dans  la  différentielle 
de  la  fonction  génératrice  de  yty>  en  divisant  donc  cette  différen- 
tielle par  dt,  et  en  y  supposant  ensuite  t  =  i ,  on  aura  la  somme 
de  toutes  les  valeurs  de  x.yf>a  jusqu'à  x  infini  ;  c'est  l'avantage  du 
joueur  (r).  Mais  il  faut  en  retrancher  les  jetons  qu'il  met  au  jeu  à 
chaque  coup  qu'il  perd  :  or  y,<a  étaûi  .sa  probabilité  de  gagner  la 
partie  au  coup  x,  a* sera  sa  probabilité  d'entrer  au  jeu, 
au  coup  x — n-f-i,  puisque  cette  dernière  probabilité ,  multipliée 

par  la  probabilité  —,  qu'il  gagnera  es  coup ,  et  les  n  —  1  coups 

suivans  est  sa  probabilité  de  gagner  la  partie  au  coup  x.  En  suppo- 
sant donc  qu'il  perde  autant  de  fois  qu'il  entre  au  jeu ,  la  somme  de 
toutes  les  valeurs  de  a".^,  ,..^,  jusqu'à  x  infini,  serait  le  désavan- 
tage du  joueur  (r)  ;  et  comme  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de 
y est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  y,iX1  ou  à 

yt1  on  aurait  aV„  ou  3''^^J"  pour  le  désavantage  du  joueur 

(r).  Mais  il  ne  perd  pas  chaque  fois  qu'il  entre  -au  jeu ,  parce  qu'U 
peut  entrer  au  jeu  et  gagner  la  partie;  il  faut  donc  ôter  de  a**yt, 
la  somme  de  toutes  les  valeurs  doy0  o\xyti  et  alors  le  désavantage 

de  (r)  ^  ^'i^f0^-  Pour  avoir  l'avantage  entier  de  (r),  a 

faut  retrancher  cette  dernière  quantité,  de  la  somme  des  valeurs 
de  x.y,t ,  ;  en  désignant  donc  par  8  cette  somme,  l'avantage  du, 
joueur  (r)  sera 

a  —  p  —  p*  1 

S  étant,  comme  on  l'a  vu,  la  différentielle  de  la  fonction  généra- 
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trice  àey,,m  divisée  par  dt et  dans  laquelle  on  suppose  ensuite  fc=i . 
Dans  cette  supposition ,  on  a 

ûT 

Désignons  par  Y,  Payantage  de  (r),  on  trouvera 


Cette  équation  servira  depuis  r=to  jusqu'à  r  =  /»  — i,  pourvu 
que  l'on  y  change  F.  dans  F0,  Y.  étant  l'avantage  des  deux  pre- 
miers joueurs ,  au  moment  où  ils  entrent  au  jeu. 

Si  au  commencement  de  la  partie ,  chacun  des  joueurs  dépose 
au  jeu  une  somme  a;  l'avantage  du  joueur  (r)  en  sera  augmenté 
de  ,  multiplié  par  la  probabilité  j*, ,  que  ce  joueur  gagnera 

la  partie  ;  mais  il  faut  en  ôter  la  mise  a  de  ce  joueur  ;  il  faut  donc, 
pour  avoir  alors  son  avantage,  augmenter  l'expression  précédente 
de  K„  de  la  quanuté 

(q  +  Q.a.(t  —  p).p' 

Lorsque  Favantage  de  (r)  devient  négatif,  il  se  change  en  désa- 
vantage. 

îa.  Soit  q  la  probabilité  d'un  événement  simple ,  à  chaque  coup  ; 
on  demande  la  probabilité  de  l'amener  i  fois  de  suite,  dans  le 
nombre  x  de  coups. 

Nommons  z,  la  probabilité  que  cet  événement  composé  aura 
lieu  précisément  au  coup  x.  Pour  cela ,  il  est  nécessaire  que  l'évé- 
nement simple  n'arrive  point  au  coup  ,r — i,  et  qu'il  arrive  dans 
les  i  coups  suivans ,  Févénement  composé  n'étaut  point  arrivé 
précédemment.  Soit  alors  P  la  probabilité  que  Févénement  simple 
n'arrivera  point  au  coup  x — i  —  i.  La  probabilité  correspondante 
qu'il  n'arrivera  point  au  coup  x— i,  scra(*  —  q)-P',  et  la  proba- 
bilité correspondante  que  Févénement  composé  aura  Heu  précisé- 
ment au  coup  x,  sera  (i  —  jJ.P.y'.  Ce  sera  la  partie  de  xM  cor- 
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respondante  à  ce  cas.  Mais  la  probabilité  que  l'événement 
posé  arrivera  au  coup  x  —  i ,  est  évidemment  P.q1  ;  on  a  donc 

ainsi  la  valeur  partielle  de  z,,  relative  à  ce  cas,  est  (1 — </).*,_,. 

Considérons  maintenant  les  cas  où  l'événement  simple  arrivera 
au  coup  x  —  i  —  1 .  Nomm«ns  P1  la  probabilité  qu'il  n'arrivera 
pas  au  Coup  x — t—  a;  la  probabilité  qu'il  arrivera  dans  ce  cas 
au  coup  x  — i  —  1 ,  sera  q.P'  et  la  probabilité  qu'il  n'arrivera  pas 
au  coup  x — i,  sera  (i — q). q.P'-,  la  valeur  partielle  de  x,  relative 
à  ce  cas,  sera  donc  (i— — ç)-ç./>/.^.  Mais  la  probabilité  que  l'évé- 
nement composé  arrivera  précisément  au  coup  x  — a,  est  P' . g': 
c'est  la  valeur  de        ce  qui  donne 

(i — q).q.z._+  est  donc  la  valeur  partielle  de  z„,  relative  au  cas 
où  l'événement  simple  arrivera  nu  coup  x—i — i,  sans  arriver 
au  coup  x  —  i —  a. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  (i— q).q*.z^t  est  la  va- 
leur partielle  de  a„  relative  au  cas  où  l'événement  simple  arrivera 
aux  coups  x — i—  i  et  x — i  —  a ,  sans  arriver  au  coup  * — i— 3j 
et  ainsi  de  suite. 

En  réunissant  toutes  ces  valeurs  partielles  de  z,y  on  aura 


z.  =  (  1  —  q )  •  (z__t  +  q.z—+q\ . . . H-  q1-' . 

Il  est  facile  d'en  conclure  que  la  fonction  génératrice  de  zm  est 

car  cette  fonction  génératrice  est 

 .  t(0 


i  -  (i  —  <7).(r  +  <7i\..+9'-'<0»  . 

ou 
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La  fonction  Q(t)  doit  être  déterminée  par  la  condition  qu'elle  ne 
doit  renfermer  que  la  puissance  i  de  t ,  puisque  l'événement  com- 
posé ne  peut  commencer  à  être  possible  qu'au  coup  i  ;  de  plus , 
le  coefficient  de  cette  puissance  est  la  probabilité  y',  que  cet  évé- 
nement aura  lieu  précisément  à  ce  coup. 
En  divisant  la  fonction  génératrice  précédente ,  par  1  —  t,  on  aura 

c.-o-.(.  +  (-fLf) 

•  » 

pour  la  fonction  génératrice  de  la  probabilité  que  l'événement 
composé  aura  lieu  avant  ou  au  coup  x. 

En  développant  cette  fonction ,  on  aura  pour  le  coefficient  de 
r+*f  la  série 

-f-  etc. , 

la  série  étant  continuée  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  des  facteurs 
négatifs.  C'est  l'expression  de  la  probabilité  que  l'événement  com- 
posé aura  lieu  au  coup  x — i,  ou  avant  ce  coup.  1 

Supposons  encore  que  deux  joueurs  A  et  2?,  dont  les  adresses 
respectives  pour  gagner  un  coup ,  sont  7  et  1  —  q ,  jouent  à  cette 
condition ,  que  celui  des  deux  qui  aura  le  premier  vaincu  i  fois 
de  suite  son  adversaire ,  gagnera  la  partie  ;  on  demande  les  pro- 
babilités respectives  des  deux  joueurs  pour  gagner  la  partie  préci- 
sément au  coup  x. 

Soit  y,  la  probabilité  de  A ,  et  y'a  celle  de  B.  Le  joueur  A  ne 

peut  gagner  la  partie  au  coup  x,  qu'autant  qu'il  commence  bu 
recommence  à  gagner  B  au  coup  x  — 1  +  1 ,  et  qu'il  continue  de 
le  gagner  les  i — 1  coups  suivans.  Or  avant  de  commencer  le  coup 

jc— i-t-i ,  B  aura  déjà  gagné  A,  ou  une  fois,  ou  deux  fois,  ou 

3a 
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i  — 1  fois.  Dans  le  premier  cas ,  si  l'on  nomme  P  la  probabilité  de 
ce  cas,  p.(i — q)*~*  sera  la  probabilité^^,  de  B  pour  gagner  la 

partie  au  coup  *  —  1 ,  ce  qui  donne 


Mais  si  B  perd  au  coup  a:— i-f-i  et  aux  »' — 1  coups  suivans, 
A  gagnera  la  partie  au  coup  x,  et  la  probabilité  de  cela  est  P. q'-y 

{ï—q)~->  ^  donc  13  Pxùe  de  y, ,  relative  au  premier  cas. 

Dans  le  second  cas ,  si  l'on  nomme  P'  sa  probabilité ,  P .  (1 — y)*-' 
sera  la  probabilité^^,  de  B  pour  gagner  la  partie  au  coup  x  — a. 

La  probabilité  du  A  pour  gagner  la  partie  au  coup  x,  relative  à 
ce  cas ,  est  P.q'-,  on  a  donc  Jj^yf.  pour  cette  probabilité. 
En  continuant  ainsi ,  on  aura 

^  =        •[(1—^)^-.-r"(i^),-J-^.  ••  ••+(!— ?)'~'-.>W.]- 
Si  l'on  change  q  en  i  —  q ,  y,  en       et  réciproquement,  on  aura 

Maintenant,  «  étant  fonction  génératrice  de  7-, ,  celle  de  X  8Cra  » 
par  tout  ce  qui  précède, 

kq.ut.{l+qt+qt\  . . . -+- 7- > 

£  étant  égal  à  -"""^ .  Mais  l'expression  précédente  de  y'x  ne  com- 
mençant à  avoir  lieu  que  lorsque  jrs=j+i,  parce  que  pour  des 
valeurs  plus  petites  de  x,  yx-n  y,-„  etc.  sont  nuls;  il  faut,  pour 
compléter  l'expression  précédente  de  la  fonction  génératrice  de y'xi 

lui  ajouter  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  t ,  de  l'ordre  1 ,  et 
dont  les  coefhciens  des  puissances  de  t  soient  les  valeurs  de  y'm , 

lorsque  x  est  égal  ou  plus  petit  que  1.  Or^  est  nul,  lorsque  *  est 

moindre  que  i;  et  lorsqu'il  est  égal  à  i ,  y'a  est  (  1  —7)',  parce  qu'il 
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exprime  alors  la  probabilité  de  B  pour  gagner  W  partie  après 
i  coups  ;  la  fonction  à  ajouter  est  donc  (i— qY-f-,  ainsi  la  fonction 
génératrice  de  j'9  est 

kq.ut. [l  +qt.  .. .+  o'-V-l-f-Cl— y)1.*. 

Si  l'on  nomme  u'  cette  fonction,  l'expression  à&ym  en^_,,  y'^,  etc., 
donnera  pour  la  fonction  génératrice  de  y,f  en  changeant  dans 
celle  tey'ayk  dans  4,  q  dans  1  —  q , 

Cette  quantité  est  donc  égale  à  u  j  d'où  l'on  tire,  en  7  substituant 
pour  «  sa  valeur  précédente , 

En  changeant  y  en  1  —  7 ,  on  aura  la  fonction*!/  génératrice  de^. 

Si  l'on  divise  ces  fonctions  par  1 — t ,  on  aura  les  fonctions  généra- 
trices des  probabilités  respectives  de  A  et  de  B,  pour  gagner  la  partie 
avant  ou  au  coup  x. 

Si  l'on  suppose  t—i  dans  w,  on  aura  la  probabilité  que  A  ga- 
gnera la  partie  j  car  il  est  clair  qu'en  développant  u  suivant  les 
puissances  de  «,  et  en  supposant  ensuite  t  =  1 ,  la  somme  de  tous 
les  termes  de  ce  développement  sera  celle  de  toutes  les  valeurs 
de  y,.  On  trouve  ainsi  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partio, 
égale  à 

£i—(t— <?)*].  «*-« 

I 

la  probabilité  de  B  est  donc 

c[_^)— 

Supposons  maintenant  que  les  joueurs  ,  à  chaque  coup  qu'As 
perdent ,  déposent  un  franc  au  jeu ,  et  déterminons  leur  sort  res- 
pectif. Il  est  clair  que  le  gain  du  joueur  A  sera  x,  s'il  gagne  la 
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partie  au  coup  xy  puisqu'il  y  aura  x  francs  déposés  au  jeu;  ainsi 
lu  probabilité  de  cet  événement  étant  y,  par  ce  qui  précède,  S.xya 
sera  l'expression  de  l'avantage  de  A ,  le  signe  S  s'étendant  à  toutes 
les  valeurs  possibles  de  x.  La  fonction  génératrice  de  y.  étant  u 

ou  jt  ,  T'  étant  le  numérateur  de  l'expression  précédente  de  // , 

et  T  étant  son  dénominateur  ;  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

S.xy*  en  différentiant  ^  ,  et  en  supposant  ensuite  <=i  dans  cette 

différentielle  ,  ce  qui  donne  avec  cette  condition , 

dT  T.dT 
a.xy,  —  -jg;  —  YTlt' 

:Pour  avoir  le  désavantage  de  A ,  on  observera  qu'à  chaque  coup 
qu'il  joue ,  la  probabilité  qu'il  perdra ,  et  par  conséquent  qu'il  dé- 
posera un  franc  au  jeu,  est  1  — q\  sa  perte  est  donc  le  produit 
de  1  —  q ,  par  la  probabilité  que  le  coup  sera  joué  ;  or  la  probabilité 
que  le  coup  x  sera  joué,  est  1 — yx_x — la  fonction  généra- 
trice de  l'unité,  est  ici  ^4n«et  c?^e  ^e y—i+x'—n  est  /)  '* 
T'  étant  ce  que  devient  T' lorsqu'on  y  change  q  eu  1  — <jr,  et  réci- 
proquement ;  ainsi  la  fonction  génératrice  du  désavantage  de  A  est 


Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  celte  fonction  sont  divisibles 
par  1  — /;  de  plus,  on  aura  la  somme  de  tous  les  désavantages 
de  A ,  ou  son  désavantage  total,  en  faisant  t==i  dans  cette  fonc- 
tion génératrice  ;  le  désavantage  total  est  donc  par  les  méthodes 
connues ,  et  en  observant  que  7"-f-  T"=  T,  lorsque  /  s  1 , 

(,-q).(dT—  dT-dT) 
T.dt  » 

t  étant  supposé  égal  à  l'unité,  après  les  difierentiations.  Si  Fou  re- 
tranche cette  expression ,  de  celle  de  l'avantage  total  de  A ,  on  aura 
pour  l'expression  du  sort  de  ce  joueur , 

qd 7»+  Q—q) .  (dT—  dT)       T  dT 
T.dt  TTdi' 
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Le  sort  de  B  sera 

(i— q).dT+q.{dT—  dT)       T  .dT 
Tdi  TTlt  1 

1  étant  suppose  l'unité  après  les  difiërentiations  ;  ce  qui  donne 

^'=(i-7)-7'.[i-(i-9)*]  J 
dT 

on  aura  7"  et  en  changeant  dans  ces  deux  dernières  expres- 
sions, q  dans  î — q. 

i3.  Une  urne  étant  supposée  contenir  n-f-i  boules,  distinguées 

par  les  ri" o,  i ,  a,  3,  n  ;  on  en  tire  une  boule  que  l'on  remet 

dans  l'urne  après  le  tirage.  On  demande  la  probabilité  qu'après 
i  tirages,  la  somme  des  nombres  amenés  sera  égale  à  s. 
•  Soient/,,     f,,. les  nombres  amenés  au  premier  tirage,  au 
second,  au  troisième ,  etc.  ;  on  doit  avoir 

t,  4-  '.-H*.-.  .-W.=*.  (i) 

/, ,  . . étant  supposés  ne  pas  varier ,  cette  équation  n'est  sus*- 
ceptible  que  d'une  combinaison.  Mais  si  l'on  fuit  varier  à  la  fois 
1,  et  /, ,  et  si  l'on  suppose  que  ces  variables  puissent  s'étendre  indé- 
finiment depuis  zéro ,  alors  le  nombre  des  combinaisons  qui  donnent 
l'équation  précédente  sera 

car  *,  peut  s'étendre  depuis  zéro,  ce  qui  donne 

jusqu'à  j  —  /3  —  /4. . /, ,  ce  qui  donne  t,~o;  les  valeurs  négative* 
des  YariaWcs  /, ,  f,  devant  être  exclues. 
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Maintenant,  le  nombre  s+  1 — 14. . . — /,  est  susceptible  do 

plusieurs  valeurs,  en  vertu  des  variations  de  /j,  /4,  etc.  Supposons 
d'abord  t4 ,  ts,  etc.  invariables,  et  que  t,  puisse  s'étendre mdéfiniment 
depuis  zéro  j  alors  si  l'on  fait 

en  intégrant  celte  variable  dont  la  différence  finie  est  Funité ,  on 

aura  **^~'^  pour  son  intégrale  ;  niais  pour  avoir  la  somme  de 

toutes  les  valeurs  de  x,  il  faut,  comme  l'on  sait,  ajouter  x  à  cette 

intégrale  ;  cette  somme  est  donc  -^til.  Il  feut  y  feire  x  égal  à 

sa  plus  grande  valeur ,  que  Ton  obtient  en  faisant  /,  nul  dans  la 
fonction  s-f-  1  — 13 —  tt. . . . — tt\  ainsi  le  nombre  total  des  combi- 
naisons relatives  aux  variations  de  tt ,  «.  et  f„  est 

0  4-  a— tt—  tt  — — ti).(s+  i  —  *i— ts  — —tt) 

i  .a 

En  faisant  encore  dans  cette  fonction 

elle  devient  en  l'intégrant  depuis  x=o,  et  en  ajoutant 

la  fonction  elle-même ,  à  cette  intégrale,  on  aura  &e+l]'*'}f~~  '). 

la  valeur  de  x  nulle  répond  à  /4=r=«H-a —  f5... /,,  et  sa  plus 
grande  valeur  répond  à  t4  nul ,  et  par  conséquent  elle  est  égale  à 
*  -h  3  —  th...—t,;  en  substituant  donc  pour  x ,  cette  valeur  dan» 
Fintégrale  précédente,  on  aura 

(s  +  3—t5—tt...  —  t,)>  (t+a  —  f5  —  U  •  -  —  tj) .  (  j  -f- 1  —  h—  tt. . f,) 

i.a.3 

pour  la  somme  de  toutes  les  combinaisons  relatives  aux  variations 
de  /,,/.,  t3i  t4.  En  continuant  ainsi,  on  trouvera  généralement  que 
le  nombre  total  des  combinaisons  qui  donnent  l'équation  (i>,  dans 
la  supposition  où  les  variables  /,,<;,..  ,t4  peuvent  s'étendre  indéfi- 
niment depuis  zéro,  est 

+       Q.(<+i— a).(j+i  — 5)  (*+0.     ,  , 

i.a.3....(i— 0  •  w 
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mais  dans  la  question  présente,  ces  variables  ne  peuvent  pas 
s'étendre  au-delà  de  n.  Pour  exprimer  cette  condition,  nous  obser- 
verons que  l'urne  renfermant  n    1  boules ,  la  probabilité  d'extraire' 

Tune  quelconque  d'entre  elles ,  est        ;  ainsi  la  probabilité  de 

chacune  des  valeurs  de  /, ,  depuis  zéro  jusqu'à  n ,  est  La 

probabilité  des  valeurs  de  /,  égales  ou  supérieures  à  n-f- 1 ,  est  nulle  ; 

on  peut  donc  la  représenter  par  n    i  ,  pourvu  que  l'on  fusse 

/  =  1  dans  k  résultat  du  calcul;  alors  la  probabilité  d'une  valeur 

quelconque  de  t,  peut  être  généralement  exprimée  par  » 

pourvu  qu'on  ne  fosse  commencer  /,  que  lorsque  tt  aura  atteint 
«-t-i,  et  qu'on  le  suppose  à  la  fin,  égale  à  l'unité:  il  en  est  de 
même  des  probabilités  des  autres  variables.  Maintenant,  la  proba- 
bilité de  l'équation  (1)  est  le  produit  des  probabilités  des  .valeurs 

\        r  /\  /i,"+",\< 

de  etc.;  cette  probabilité  est  donc  \^"n_r~)  j  Ie  nombre 

des  combinaisons  qui  donnent  cette  équation ,  multipliées  par 
leurs  probabilités  respectives ,  est  ainsi  le  produit  de  la  fraction  (a) 

/i  — y 
Par  (-ï+t)' ou 

(*  +  Q.(«+a). ...fr-H-O  /i-i*"v  m 

~~*       1. a. 3.. '\n+i)>  W 

mais  il  fout  dans  le  développement  de  cette  fonction  ,  n'appliquer 
l"*1  qu'aux  combinaisons  dans  lesquelles  une  des  variables  com- 
mence à  surpasser  »  :  il  faut  n'appliquer  qu'aux  combinai- 
sons dans  lesquelles  deux  des  variables  commencent  à  surpasser  n, 
et  ainsi  du  reste.  Si  dans  l'équation  (1)  on  suppose  qu'une  des  va- 
riables, /, ,  par  exemple ,  surpasse  n  j  en  faisant  t,  =  n  -h  1  -f-  /,' , 
cette  équation  devient 

a  —  n  —  1  =  t\  -f-  /»  H-  /j-f-etc.  j 

la  variable  t[  pouvant  s'étendre  indéfiniment. $i  deux  des  variables 
telles  que  t,  et  f,  surpassent  n;  en  faisant 
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l'équation  devient 

s — an— a  =/1'-f-^-r-/3-f-ctc., 

et  ainsi  de  suite.  On  doit  donc ,  dans  la  fonction  (a)  que  nous  avons 
dérivée  de  l'équation  diminuer  *  de  «H-i,  relativement  au 
système  des  variables  etc.  On  doit  le  diminuer  de  a«-f-  2 , 

relativement  au  système  des  variables  ,  ts,  etc.  ;  et  ainsi  du 
reste.  Il  faut  par  conséquent ,  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion (b)  par  rapport  aux  puissances  de  /,  diminuer  dans  chaque 
terme ,  a  de  l'exposant  de  la  puissance  de  /;  en  faisant  ensuite  /=  1, 
cette  fonction  devient 

(j4-  0  ■  {s + a)  •  ■  ■  (■<+/— i  )      i .  (j— n) .  (j—n-fi) ....  (j+i— n— a) 
i.a.3.  ..(t— 0- («+«)'         ~      i.a.3..  ..(i— i).(n-f-i)' 

(j— an— Q.(j— an).  . .  .(s+i— an— 3)  ,  . 

+;T7a--  ..a.5...(«-,).(n+0'  etCi  W 

la  série  devant  être  continuée  jusqu'à  ce  que  l'un  des  facteurs  s — n, 
*  —  an— 1 ,  *— 5«—  a,  etc.  devienne  nul  ou  négatif. 

Celte  formule  donne  la  probabilité  d'amener  un  nombre  donné  *, 
en  projetant  i  dés  d'un  nombre  n+i  de  faces  chacun ,  le  plus 
petit  nombre  marqué  sur  res  faces  étant  1 .  Il  est  visible  que  cela 
revient  à  supposer  dans  l'urne  précédente ,  tous  les  nombres  des 
boules ,  augmentés  de  l'unité  ;  et  alors  la  probabilité  d'amener  le 
nombre  *  4-i  dans  *  tirages ,  est  la  même  que  celle  d'amener  le 
nombre  s  dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  ;  or  en  fai- 
sant s-\-i  =s',  on  a  s  =  s' — i;  la  formule  (r)  donnera  donc  pour 
la  probabilité  d'amener  le  nombre  *'  en  projetant  les  j  dés , 

(/—!).(,'— a). ...(/— i+Q  i.fr'— n— a). (V— n— 3). . . .(/— i— w) 
i.a.3.. . .(i— i)  {n+*y         "        >.a.3.  ...(j— i).(a+i)' 

,  1.(1—1)*  Q— an— 3) . (j an— 4)  (/— t— an— 1  ) 

>.a    *  i.a.3....(i— 0(«+0' 

ï,a  formule  (c)  appliquée  au  cas  où  s  et  n  sont  des  nombres  infinis, 
se  transforme  dans  la  suivante, 

Celte 
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Cette  expression  peut  servir  à  déterminer  la  probabilité  que  la 
somme  des  inclinaisons  à  l'écliptique ,  d'un  nombre  i  d'orbites ,  sera 
comprise  dans  des  limites  données,  en  supposant  que  pour  chaque 
orbite,  toutes  les  inclinaisons  depuis  zéro  jusqu'à  l'angle  droit, 
soient  également  possibles.  En  effet,  si  l'on  conçoit  que  l'angle  droit 
ï*,  soit  divisé  en  un  nombre  infini  n  de  parties  égales,  et  que  « 
renferme  un  nombre  infini  de  ces  parties  ;  en  nommant  ?  la  somme 
des  inclinaisons  des  orbites,  on  aura 

*  —  JL 

Eh  multipliant  donc  l'expression  précédente  par  ds  ou  par  ~? , 
et  en  l'intégrant  depuis  ^ —  c  jusqu'à  f  -f-  «,  on  aura 

.   f  (^)'-'<^-0+^-(^-^.| 

c'est  l'expression  de  la  probabilité  que  la  somme  des  inclinaisons 
des  orbites  sera  comprise  dans  les  limites  <p — *  et  ç-f-c. 

Appliquons  cette  formule  aux  orbites  des  planètes.  La  somme 
des  inclinaisons  des  orbites  des  planètes  à  celle  de  la  terre ,  était 
de  gi*,4i87  au  commencement  de  1801  :  il  y  a  dix  orbites,  sans 
y  comprendre  l'écliptique  ;  on  a  donc  ici  i  =  10.  Nous  ferons 
ensuite 

*  — «  =  o, 

La  Formule  précédente  devient  ainsi,  en  observant  que  ^tt,  ou  le 
quart  de  la  circonférence  est  de  îoo-, 

_^_.(o,9i4i87)".  ; 

Cest  l'expression  de  la  probabilité  que  la  somme  des  inclinaisons 
des  orbites  serait  comprise  dans  les  limites  zéro  et  9i°,4i87,  si 
toutes  les  inclinaisons  étaient  également  possibles.  Cette  probabilité 
est  donco,ooooooi  1255.  Efle  est  déjà  très-petite;  mais  il  faut  encoro 
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la  combiner  arec  la  probabilité  d'une  circonstance  très-remarquable 
dans  le  système  du  monde ,  et  qui  consiste  en  ce  4nie  toutes  les 
planètes  se  meuvent  dans  le  même  sens  que  la  terre.  Si  les  mou- 
vemens directs  et  rétrogrades  sont  supposés  également  possibles, 

cette  dernière  probabilité  est  (j)*;  il  faut  donc  multiplier 

0,0000001  ia55  par  (^yVpour  avoir  la  probabilité  que  tous  les 

mouvemens  des  planètes  et  de  la  terre  seront  dirigés  dans  le  même 
sens,  et  que  la  somme  de  leurs  inclinaisons  à  l'orbite  delà  terre, 
sera  comprise  dans  les  limites  zéro  et  9x%4i87  ;  on  aura  ainsi 

^2£?  pour  cette  probabilité  j  ce  qui  donne  i  —  ^£  pour  lapro- 

habilité  que  cela  n'a  pas  dû  avoir  lieu,  si  toutes  les  inclinaisons, 
ainsi  que  les  mouvemens  directs  et  rétrogrades ,  ont  été  également 
faciles.  Cette  «probabilité  approche  tellement  de  la  certitude ,  que  le 
résultat  observé  devient  invraisemblable  dans  cette  hypothèse  ;  ce 
résultat  indique  donc  avec  une  très-grande  probabilité ,  l'existence 
d'une  cause  primitive  qui  a  déterminé  les  mouvemens  des  planètes 
à  se  rapprocher  du  plan  de  l'écliptique ,  ou  plus  naturellement,  du 
plan  de  l'équateur  solaire,  et  à  se  mouvoir  dans  le  sens  de  la 
rotation  du  soleil.  Si  l'on  considère  ensuite  que  les  dix-huit  satel- 
lites observés  jusqu'ici,  font  leur  révolution  dans  le  même  sens,  et 
que  le.s  rotations  observées  au  nombre  de  treize  dans  les  planètes, 
les  satellites  et  l'anneau  de  Saturne ,  sont  encore  dirigées  dans  le 
même  sens;  enfin,  si  l'on  considère  que  la  moyenne  des  inclinai- 
sons des  orbes  de  ces  astres ,  et  de  leurs  équateurs  à  l'équateur 
solaire ,  est  fort  éloignée  d'atteindre  un  demi-angle  droit  ;  on  verra 
mie  l'existence  d'une  cause  commune  qiû  a  dirigé  tous  ces  raour 
vcmens  dans  le  sens  de  la  rotation  du  soleil ,  et  sur  des  plans  peu 
inclinés  à  celui  de  son  équateur,  est  indiquée  avec  une  probabilité 
bien  supérieure  à  celle  du  plus  grand  nombre  des  faits  historiques 
sur  lesquels  on  ne  se  permet  aucun  doute. 

Voyons  maintenant  si  cette  cause  a  influé  sur  Je  mouvement  des 
comètes.  Le  nombre  de  celles  qu'on  a  observées  jusqu'à  la  fin  de 
1811 ,  en  comptant  pour  la  même  les  diverses  apparitions  de  celle 
de  1759,  s'élève  à  cent,  dont  cinquante-trois  sont  directes  f  et  qua- 
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rante-sept  Sont  rétrogrades.  La  somme  des  inclinaisons  des  orbites" 
des  premières ,  est  de  a657*,gg3,  et  celle  des  inclinaisons  des  autres 
orbites,  est  de  a5i5',684  ;  l'inclinaison  moyenne  de  toutes  ces  or- 
bites est  donc  de  5 1  ',75677  j  par  conséquent  la  somme  déroutes  les 

inclinaisons  est  ~-f-i.i«,73677  ,  i  étant  ici  égal  à  100.  On  voit 

déjà  que  l'inclinaison  moyenne  surpassant  le  demi-angle  droit,  les 
comètes,  loin  de  participer  à  la  tendance  des  corps  du  système  pla- 
nétaire ,  pour  se  mouvoir  dans  des  plans  peu  inclinés  à  i'écliptique , 
paraissent  avoir  une  tendance  contraire.  Mais  la  prbbabilité  dé 
cette  tendance  est  très-petite.  En  effet,  si  l'on  suppose  dans  la 
formule  (0) , 


elle  devient 


.  ^  / .  +  4i- «',73677  _  4V_  etc> 
 s*— — — »•»      \  »  /  V.  C„V 

L^-o  Y._,4i-.-.73677_4y+etC- 

•  ,     V.       i.a      \  »  / 

te  étant  aoo*.  C'est  l'expression  de  la  probabilité  que  la  somme 
des  inclinaisons  des  orbites  des  i  comètes  ,  doit- être  comprise 
dans  les  limites  rfct.  1 ',73677.  Le  nombre  des  termes  de  cette  for- 
mule, et  la  précision  avec  laquéllé  il  faudrait  avoir  chacun  d'eux, 
en  rend  le  calcul  impraticable  ;  il  faut  donc  recourir  aux  méthodes 
d'approximation  développées  dans  la  seconde  partie  du  premier 
livre.  On  a  par  le  n'  4a  du  même  Livre , 

{i  +  ry/7)»— i.(i+r  ^— ,(t~0.(i  +  iVÎ- 4)'—  etc. 

  s...1/»'  ~ — :  

les  puissances  des  quantités  négatives  étant  ici  exclues ,  comme 
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elles  le  sont  dans  la  formule  précédente  j  en  faisant  donc 

la  formule  (p)  devient 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul.  On  trouve  ainsi  0,474  pour  la 
probabilité  que  l'inclinaison  des  100  orbites  doit  tomber  dans  les 
limites  5o"=fc  7377  ;  la  probabilité  que  l'inclinaison  moyenne  doit 
être  inférieure  à  l'inclinaison  observée,  est  donc  0,757.  Cette  pro- 
babilité n'est  pas  assez  grande  pour  que  le  résultat  observé  fosse 
rejeter  l'hypothèse  d'une  égale  facilité  des  inclinaisons  des  orbites , 
et  pour  indiquer  l'existence  d'une  cause  primitive  qui  a  influé  sur 
ces  inclinaisons ,  cause  que  l'on  ne  peut  s'empêcher  d'admettre  dans 
les  inclinaisons  des  orbes  du  système  planétaire. 

La  même  chose  a  lieu  par  rapport  au  sens  du  mouvement.  La 
probabilité  que  sur  100  comètes,  quarante -sept  au  plus  seront 
rétrogrades,  est  la  somme  des  48  premiers  termes  du  binôme 
0»+9)'">  en  faisant  dans  le  résultat  du  calcul  p=q  =  ±.  Mais  la 
somme  des  5o  premiers  termes ,  plu»  la  moitié  du  51""'  ou  du  terme 
moyen ,  est  la  moitié  du  binôme  entier,  ou  de  (  j  -+■  j)  '  •%  c'est-à-dire  £  > 
la  probabilité  cherchée  est  donc 

1  100.99... 5i      (x      5o  So.ftV 

ou 

 1  _  1 .3.5  —  îcc.  1 5c>4 

""""S      (i.a.5  5o)».a'".663' 

En  vertu  du  théorème 

i.a.3...«  =  /  +  1.c~*.(a  +  îi;+etc.)_.v^;, 
on  a ,  à  très-peu  près , 

-  /      \ioo-f-£    —100  /  1  \  .  

1 .3.3. ..  100=  (100)  .c        'K1"^"  Tâôo)'^a7r' 

a,00.(i.a.3. .  .5o)«=  ioo,0°  +  1 .  -,0°.(i  4- 
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La  probabilité  précédente  devient  ainsi , 

a       l/5o.w  iaoo.663 

Cette  probabilité  est  beaucoup  trop  grande  pour  indiquer  une  cause 
qui  ait  favorisé,  dans  l'origine,  les  mouvemens  directs.  Ainsi  la 
cause  qui  a  déterminé  le  sens  des  mouvemens  de  révolution  et  de 
rotation  des  planètes  et  des  satellites ,  ne  parait  pas  avoir  influé  sur 
le  mouvement  des  comètes. 

i4.  La  méthode  du  numéro  précédent  a  l'avantage  de  s'étendre 
au  cas  où  lo  nombre  des  boules  de  l'urne ,  qui  portent  le  même 
numéro,  n'est  pas  égal  à  l'unité,  mais  varie  suivant  une  loi  quel- 
conque. Concevons ,  par  exemple  ,  qu'il  n'y  ait  qu'une  boule  por- 
tant le  n*  o,  qu'une  boule  portant  le  n*  i ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au 
n*  r  inclusivement.  Supposons  de  plus  qu'il  y  ait  deux  boules  por- 
tant le  n*  r-r-i ,  deux  boules  portant  le  n°  r-f-a,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  n*  n  inclusivement.  Le  nombre  total  des  boules  de  l'urne 
sera  a»  —  r-f-i ,  la  probabilité  d'en  extraire  un  des  numéros  infé- 
rieurs à  r-J-i ,  sera  donc  fl/t_'r4.1  ;  et  la  probabilité  d'en  extraire 
le  n'r-H  ou  l'un  des  numéros  supérieurs,  sera  an_*  +  1  :  nous  la  re- 
présenterons par  ay^  J^yfT.  t  î  n10'8  nous  ferons  /  =  î  dans  le  résul- 
tat du  calcul.  Quoiqu'il  n'y  ait  point  de  numéros  au-delà  du  n*  n , 
nous  pouvons  cependant  considérer  dans  l'urne  des  numéros  su- 
périeurs à  n,  jusqu'à  l'inâni,  pourvu  que  nous  donnions  à  leur 
extraction ,  une  probabilité  nulle  ;  nous  pourrons  donc  représenter 

cette  probabilité  par  1  *  H'^?^ ,  en  faisant  /  =  î  dans  le  ré- 
sultat du  calcul.  Par  cet  artifice ,  nous  pourrons  représenter  géné- 
ralement la  probabilité  d'un  numéro  quelconque,  par  l'expression 
précédente  ;  pourvu  que  nous  ne  fassions  commencer  que  lors- 
qu'un des  numéros  commencera  à  surpasser  r,  et  que  nous  ne 
fassions  commencer  /""*"*  que  lorsqu'un  des  numéros  commencera 
à  surpasser  «.  Cela  posé,  on  trouvera,  en  appliquant  ici  les  raison- 
nemens  du  numéro  précédent,  que  la  probabilité  d'amener  le  nombre 
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s  dans  i  tirages ,  est  égale  à 

(f + /—  i ) . fr-H— a)  (j +i— 3)  (j4- i )  ^.  .  Ql*+iV 

1.a.3....(i_I).Caw+Iy         '^Tf        «  ;» 

pourvu  que  dans  le  développement  de  cette  fonction,  suivant  les 
puissances  de  on  diminue  dans  chaque  terme,  *  de  rcxposantdc 
la  puissance  /,  qu'on  suppose  ensuite  /=  i ,  et  qu'on  arrête  la  série 
lorsque  l'on  parvient  à  des  facteurs  négatifs. 

i5.  Appliquons  maintenant  cette  méthode  à  la  recherche  du  ré- 
sultat moyen  que  doit  donner  un  nombre  quelconque  d'observa- 
tions dont  les  lois  de  facilité  des  erreurs  sont  connues.  Pour  cela , 
nous  allons  résoudre  le  problème  suivant.  , 

Soient  i  quantités  variaUes  et  positives  t, ,  f,,. .  dont  la 
somme  soit  s ,  et  dont  la  loi  de  possibilité  soit  connue  ;  on  propose 
de  trouver  la  somme  des  produits  de  chaque  valeur  que  peut  rece- 
voir une  fonction  donnée  4  ('>  >  eto0  de  ccs  variables, multi- 
pliée par  la  probabilité  correspondante  à  cette  valeur. 

Supposons  pour  plus  de  généralité, que  les  fonctions  qui  expriment 
les  possibilités  des  variables  t,  t, ,  etc.  soient  discontinues,  et  repré-; 
sentons  par  Q(t)\a  possibilité  de  t ,  depuis  <  =  o  jusqu'à  tsszq  ; 
par  0'  (0+^(0»  8a  possibilité  depuis  <  =  g  jusqu'à  ts=zq';  par 
?''(0~r-P' (0+^(0*  Sa  possibilité  depuis  t=q'  jusqu'à  *=y",  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  l'infini.  Désignons  ensuite  les  mêmes  quantités 
relatives  aux  variables  t, ,  etc.  par  les  mêmes  lettres ,  en  écrivant 
respectivement  au  bas,  les  nombres  i,  a  ,  3,  etc.;  ensorte  que  q, , 
q\ ,  etc.  ;  ?,(/,),  p',  (f,),  etc.  correspondent,  relativement  à  f,,  à  ce 
que  q  y  q'y  etc.}  ?(0>P'(0>  etc-  sont  respectivement  à  <,  et  ainsi 
de  suite.  Dans  cette  manière  de  représenter  les  possibilités  des  va- 
riables, il  est  clair  que  la  fonction  <p  (i)  a  lieu  depuis  <=o  jusqu'à 
t  infini  ;  que  la  fonction  ç'  (/)  a  lieu  depuis  t  =  q  jusqu'à  t  infini, 
et  ainsi  de  suite.  Pour  reconnaître  les  valeurs  de  t ,  f,>  etc.  lors- 
que ces  diverses  fonctions  commencent  à  avoir  lieu,  nous  multi- 
plierons conformément  à  la  méthode  exposée  dans  les  numéros 
précédons ,  <p  (  t  )  par  P  ou  l'unité ,  <jV  (/)  par     <p"  (  0  par  f,  etc.  5 

nous  multiplierons  pareillement  <p,  (f.)  par  l'unité,  <p[  (t>)  par  f\  et 
ainsi  de  suite  :  les  exposans  des  puissances  de  /  indiqueront  alors 
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$es  valeurs.  Il  suffira  ensuite  de  foire  /  =  1  dans  le  dernier  résul- 
tat du  calcul.  Au  moyen  de  ces  artifices  très-simples ,  on  peut  faci- 
lement résoudre  le  problème  proposé. 

La  probabilité  de  la  fonction  4  (Mo  '.>ctc.)  est  évidemment 
égale  au  produit  des  probabilités  de  t,  t,  ,  f»,  etc.,  ensorte  que  si  Ton 
substitue  pour  t  sa  valeur  9  —  f, —      etc.  que  donne  l'équation 

le  produit  de  la  fonction  proposée  par  sa  probabilité ,  sera 

4  0— etc. ,  t , ,  etc.) 
X|>(*— /,—ctc.)4-^^'(*-'.— '.-etcH-^y^— etc-H-etcO 
X[<P.(t,)+f'.<f>:  (0+^:.<P:  (O+ctc.];  (A) 

X  etc. 

on  aura  donc  la  somme  de  tous  ces  produits,  i\  en  multipliant  la 
quantité  précédente  par  <ftt,  et  en  l'intégrant  pour  toutes  les  valeurs 
dont  f ,  est  susceptible  ;  a*  en  multipliant  cette  intégrale  par  dtm ,  et 
en  l'intégrant  pour  toutes  les  valeurs  dont  f,  est  susceptible,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  la  dernière  variable  ;  mais  ces  intégrations  suc- 
cessives exigent  quelques  attentions  particulières. 
Considérons  un  terme  quelconque  de  la  quantité  (A),  tel  que 

f+{}'  +*»+etc-  .4  t--etc., f„f„ etc.) 

x  etc.)     (/,)•<  (0  -etc.  ; 

en  le  multipliant  par  dtx ,  il  faut  intégrer  pour  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  f,  ;  or  la  fonction  <p'  (.« — *, —  f, — etc.)  n'a  lieu  que  lorsque  t, 
dont  la  valeur  est  5— t, — /» — etc.,  égale  ou  surpasse  g  ;  la  plus  grande 
valeur  que  t,  puisse  recevoir,  ost  donc*— y — f.—  ts — etc.  De 
plus,  (*,)  n'ayant  lieu  que  lorsque  *,  est  égal  ou  plus  grand  que 
qxy  cette  quantité  est  la  plus  petite  valeur  que  t,  puisse  recevoir  ; 
il  feut  donc  prendre  l'intégrale  dont  il  s'agit,  depuis  tt  =  g,  jusqu'à 

t,  =  s  —  q  —      /s  —  etc.  j 
©u ,  ce  qui  revient  au  même ,  depuis  /, —  <jr,=o  jusqn'à 
/,  —  «r,  =s  s  —  g  —  q,  —  etc. 
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On  trouvera  de  la  même  manière  qu'en  multipliant  cette  nouvelle 
intégrale  par  <//„  il  iàudra  l'intégrer  depuis  /. — $^=o  jusqu'à 

t,— q't=S— q  —  qt  —  q'%  —  /3—  etc. 

En  continuant  d'opérer  ainsi ,  on  arrivera  à  une  fonction  de 
«—  q — g,  —  q\  —  etc.,  dans  laquelle  il  ne  restera  aucune  des  va- 
riables /,  <„  f„  etc.Ccttc  fonction  doitêtre  rejetée,  si* — q — q, — — etc. 
est  nul  ou  négatif;  car  il  est  visible  que  dans  ce  cas,  le  système  des 
fonctions  <p'(/),<p;  (0»  ctc-  n?  Pcut  Pas  être  employé.  En 

effet,  les  plus  petites  valeurs  de  f„  etc.  étant  par  la  nature  de  ces 
fonctions ,  égales  à  q, ,  q\ ,  etc.;  la  plus  grande  valeur  que  t  puisse 
recevoir  est  s  —  — yi  —  etc.  j  ainsi  la  plus  grande  valeur  <fc 
f— y  est 

y— 7.— etc.j 

or  la  fonction  <p'(t)  ne  peut  être  employée  qu'autant  que  f—  ? 
est  positif. 

De  là  résulte  une  solution  très-simple  du  problème  proposé.  Qne 
l'on  substitue,  i\  q~{-t  au  lieu  de  /,  dans  p'(*);ç'-|-f  aulieude/, 
dans  (/)  ;  q"+t  au  lieu  de  /,  dans  ç'"  (t),  et  ainsi  de  suite;  a*.  $r,-K 
au  lieu  de  f, ,  dans  $\  (<,)  ;  q\<+-t,  au  lieu  de  /, ,  dans  (*,);  etc.; 
5*.  y.+  '.au  lieu  de  dans  (O;  tfl-f-f.  au  lieu  de  f.,  dans 
#  (/,),  etc.;  et  ainsi  de  suite  ;  4*.  enfin,  À-f-f  au  lieu  de  /, 
au  lieu  de  t, ,  et  ainsi  du  reste,  dans  4  (*,  t, ,  u ,  etc.)  ;  la  fonction  (A) 
deviendra 

4         f .—*.—/,— etc. ,        ,  *.-R ,  etc.) 

X  0  (*- fj-etaH-f.p'  (H-?-'.— f.— etc.) 

H-^.<p"^-H7'-./,~/1-etcH-etc.];(A) 

■ 

en  multipliant  cette  fonction  par  <//, ,  on  l'intégrera  depuis  t,  nul 
jusqu'à  f,= 5  —  /. — /, —  etc.  On  multipliera  ensuite  cette  pre- 
mière intégrale  par  <fr, ,  et  on  l'intégrera  depuis  t.  nul  jusqu'à 
/,  =  j  —  f3  —  tA—  etc.  En  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  uirt 

dernière  intégrale  qui  sera  fonction  de  s,  et  que  nous  désignerons 

par 
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par  II  («)  j  et  cette  fonction  sera  la  somme  cherchée  de  toutes  les 
valeurs  de  4  (*>  '1  »  etc.)  multipliées  par  leurs  probabilités  res- 
pectives. Mais  pour  cela ,  il  faut  avoir  soin  de  changer  dans  un 
terme  quelconque ,  multiplié  par  une  puissance  de  /,  telle  que 
/j+9.+?.+«tc^  k  <jansja  partie  de  l'exposant  <te  la  puissance  relative 
à  la  variable  t ,  et  qui  dans  ce  cas  est  g;  et  si  cette  partie  manque  , 
il  faut  supposer  k  égal  à  zéro.  Il  faut  pareillement  changer  k,  dans 
la  partie  de  l'exposant  relative  à  la  variable  t, ,  et  ainsi  de  suite  ; 
il  faut  diminuer  s  de  l'exposant  entier  de  la  puissance  de  /,  et 
écrire  ainsi  dans  le  cas  présent,  s — q — q, —  q't  —  etc. ,  au  lieu 
de  s ,  et  rejeter  le  terme ,  si  s ,  ainsi  diminué ,  devient  négatif.  Enfin, 
il  faut  supposer  /  =  1. 

Si 4  f„  /„  etc.),  <p(0»  <p' (f)»  ctc.;0,(/,),  etc.  sont  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  variables f,  t,,  etc.;  de  leurs  expo- 
nentielles ,  et  de  sinus  et  cosinus;  toutes  les  intégrations  successives 
seront  possibles ,  parce  qu'il  est  de  la  nature  de  ces  fonctions,  de  se 
reproduire  par  les  intégrations.  Dans  les  autres  cas ,  les  intégra- 
tions pourront  n'être  pas  possibles  j  mais  l'analyse  précédente 
réduit  alors  le  problème  aux  quadratures.  Le  cas  des  fonctions 
rationnelles  et  eutières ,  offre  quelques  simplifications  que  nous 
allons  exposer. 

Supposons  que  l'on  ait 

*>(tù±fx.*\  (y,+^)+/,:;<p;(y;-^-/.)-^-ctc.=y/1^-J^..<l^-c,.<:-f-etc., 

f .  ch-/*.*;  (y.+'.H-/7-.?;  (9:+o-hctc^=^,H-JB../.-Hc..<:-f-etc.r 

etc. 

et  désignons  par  H.  tn .  etc.  un  terme  quelconque  de 

4  (*-M>*i-Hi >*.-W»>  etc.);  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  partie 
de  II  (s)  correspondante  à  ce  terme ,  est 

1. 3. 5.  ..72.  i.a.3.  ..n,.  1.2. 5..  .w,. etc.//  .8 

X  [A  4-  («4-i)  1  )  •  (»+a)  •  C.  i'-r-ctc.j 

X  [^,+(/^4-i).i?,.*-Hn,4-i).(«,+3)X',.*f-f-ctc.]  ;  (B) 

x  [^.+(«.+1) .2?.. ) •  (n.+a)  .C^H-elc] 

X  etc. 

3* 
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pourvu  que  dans  le  développement  de  cette  quantité ,  au  lieu  d'une 

puissance  quelconque  a  de  * ,  on  écrive  1  a  ^ — On  aura  ensuite 

la  partie  correspondante  de  la  somme  entière  des  valeurs  de 
4  ('>  'o'»>etc-)>  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives,  en 
changeant  un  tenu%quelconquc  de  ce  développement,  tel  que 

/A.  dans  HX.(s—-fi)',  et  en  substituant  dans  H,  au  lieu 
de  kt  la  partie  de  l'exposante,  qui  est  relative  à  la  variable  t;  au 
lieu  de  k,,  la  partie  relative  à     et  ainsi  du  reste. 

Si  dans  la  formule  (B)  on  suppose  // = 1 ,  et  n ,  /*, ,  n%)  etc.  nuls  ; 
on  aura  la  somme  des  valeurs  de  l'unité ,  multipliées  par  leur  pro- 
babilité respective  ;  or  il  est  visible  que  cette  somme  n'est  autre 
chose  que  la  somme  de  toutes  les  combinaisons  dans  lesquelles 
l'équation 

a  lieu ,  multipliées  par  leur  probabilité  ;  elle  exprime  conséquent» 
ment  la  probabilité  de  cette  équation.  Si  dans  les  hypothèses  pré- 
cédentes ,  on  suppose  de  plus  que  la  loi  de  probabilité  est  la  même 
pour  les  r  premières  variables  t  et  que  pour  les  i  —  r 

dernières,  elle  soit  encore  la  même,  mais  différente  que  pour  les 
premières  j  on  aura 

B  =  Bt  c:  Bt. .  .=  2?r_, , 
etc. 

B,  =  B,+,  =  2?i_, , 

•>  etc. , 

et  la  formule  (B)  se  changera  dans  la  suivante , 

*-\{A+B.s+2C.s>+zlc.y.(4r\-B,.s+<iC,.  s'+etc.)1-'.  (C) 

Cette  formule  servira  à  déterminer  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  d'un  nombre  quelconque  d'observations  dont  la  loi  de 
facilité  des  erreurs  est  connue ,  sera  comprise  dans  des  limites 
données. 
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Supposons,  par  exemple ,  que  l'on  ait  i  —  1  observations  dont 
les  erreurs  pour  chaque  observation  puissent  s'étendre  depuis — h 
jusqu'à  -f-#;  et  qu'en  nommant  z  l'erreur  de  la  première  de  ces 
observations ,  la  loi  de  facilité  de  cette  erreur  soit  exprimée  par 
a  +  bz  -f*cz\  Supposons  ensuite  que  cette  loi  soit  la  même,  pour 
les  erreurs  z„  s„ ..  .r,_,  des  autres  observations,  et  cherchons 
la  probabilité  que  la  somma  de  ces  erreurs,  sera  comprise  dans  le» 
limites  p  et  p-\»e. 

Si  l'on  fait 

b  m  m 

r=<— h  y    r,  =  *,—  h  y   *,=f. —  A,  etc.; 

il  est  clair  que  etc.  seront  positifs  et  pourront  s'étendre 

depuis  zéro,  jusqu'à  A     g  ;  de  plus,  on  aura 

r+r.  -f-*.. .  .-f-z,_,=f -W,-f-     •  .-K_,— "(i— 

donc  la  plus  grande  valeur  de  la  somme  r-hr,-f-z,. .  étant 
par  la  supposition  ,  égale  à  p-f-e,  et  la  plus  petite  étant  égale  à  p  ; 
la  plus  grande  valeur  de  *H-f,H-/,..  .+  4-.,  sera  (i— 1). 
et  la  plus  petite  sera  (1— 1).  A+p;  en  faisant  ainsi 

(;_i}.A-t-^-f-e=* 

et 

* 

f,_,  sera  toujours  positif,  et  pourra  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  e. 
Cela  posé,  si  l'on  applique  à  ce  cas,  la  formule  (C);  on  aura 
q  =:  A-f-  g.  D'ailleurs  la  loi  de  facilité  des  erreurs  z  étant  a+bz+cz*, 
on  en  conclura  la  loi  de  facilité  de  t,  en  7  changeant  z  en  t —  A  ; 
soit 

a'=a— M-r-cA»,   ô'=6~  acA, 

on  aura  a'H-&'<-Hc**  pour  cette  loi;  ce  sera  donc  la  fonction 
$(<)•  Mais  comme  depuis  £s=A-f»#  jusqu'à  *  infini,  la  facilité  des 
valeurs  de  t  est  nulle  par  l'hypothèse;  on  aura 

ee  qui  donne 
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donc  si  Ton  fait 

a''=a'  +  b'  {h+g)+c(h+g)% 

on  aura 

*(0  +  *-f  (H-0  =a'  +  6'<  +  cf*-/*+'.(«"-f  ô"*-f-c*')  } 

et  cette  équation  aura  encore  lieu,  en  y  changeant  t  en  /, ,  f„  etc.  ; 
puisque  la  loi  de  facilite  des  erreurs  est  supposée  la  même  pour 
toutes  les  observations. 

Quant  à.  la  variable  /,_,,  on  observera  que  la  probabilité  de 
l'équation 

 •+• 

étant,  quel  que  soit/*,  égale  au  produit  des  probabihtés  de *,*«,*„ etc.; 
la  probabilité  de  l'équation 

*  H~  *i  "f*  /»••••■+•        *  — , 

sera  égale  au  produit  des  probabilités  de  *,  etc.;  la  loi  de  pro- 
babilité de  est  donc  constante  et  égale  à  l'unité  ;  et  comme  cette 
variable  ne  doit  s'étendre  que  depuis  =  o  jusqu'à  fj_,=  e  ; 
on  aura 

=  e  >    A-i        as  1 ,   <pL,  (<"<_,)  -f-  =  o; 

et  par  conséquent 

(<*-,)=— i 

ce  qui  donne 

,)  -f-  Z9'-' .  <?;_ ,  *  -  *  i 

la  formule  (C)  deviendra  donc 

.  [a'-H'* +2<V— .  (a"+6"5+ac*a)]i- .  (i— f).  (C) 

Soit 

(a'+b's+W)—  =  a^+tf'JH-c*0*^-/0  V-f-etc, 
(a'-r•6'^-f•ac«,)é-, .  (a"-f-6"H-a      =  «W^'Vf-cfrV-f-  etc. , 
(a'+b's^cs'y-* .  (a"-4-6"j-r-2c«*)  =  a(,M-#3)H-c(îV-f  etc., 

etc. 

la  formule  précédente  (C)  donnera,  en  y  changeant  un  terme  quel- 
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conque  tel  que  A.Aj%  eu 

*•(*— **)'  . 
1 .2.3. . . .«  ' 

'  etc 

/—(/_!)./  * 

..a-s-o-ol  1-*-  Ï^FÏ5  -  K- — * — «)*^' — C* — * — — •^•J 

f-f-etc. 

aw.  [(s — 2  A — 2g)l~% — (s — 2  A—  2#— e)'-'] 


+ 


î.a 


(i-O-O-a)  P~T*  aA— 2#)'— (5— 2A— a^— <?)'] 


—  etc. 


Il  faut  rejeter  de  cette  expression,  les  termes  dans  lesquels  la  quan- 
tité élevée  sous  le  signe  des  puissances ,  est  négative. 

Supposons  maintenant  que  z ,  z, ,  r, ,  etc. ,  représentant  toujours 
les  erreurs  de  i-i  observations,  la  loi  de  facilité ,  tant  de  l'erreur 
z  que  de  l'erreur  négative  — z,  soit  G  (A — z),  et  que  A  et  — A 
soient  les  limités  de  ces  erreurs.  Supposons  de  plus  que  cette  loi 
soit  la  même  pour  toutes  les  observations;  et  cherchons  la  pro- 
babilité que  la  somme  des  erreurs  sera  comprise  dans  les  limites 
p  et  p  -f-  e. 

Si  l'on  faitz  =  f— A,  z,=:  A,  etc.;  il  est  clair  que /,  etc. 
seront  toujours  positifs ,  et  pourront  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à 
2A;  mais  ici  la  loi  de  facilité  est  discontinue  en  deux  points.  Depuis 
<=o  jusqu'à  t=h,  elle  est  exprimée  par  Ct.  Depuis  f =A  jusqu'à 
t  =  aA ,  elle  est  exprimée  par  É(aA— /)  ;  enfin,  elle  est  nulle  depuis 
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t  =  2h  jusqu'à  t  infini  On  a  donc 

on  a  ensuite 

(')■+■  0  (0  =  (aA— 
*"(/)-f-<P'(0-r-*(0=°, 

ce  qui  donne 

*'(/)  =  (.A-*).*,  4>"(0=(<-aA).É, 

ainsi  l'on  a  dans  ce  cas , 

(srH)  +  *"  •  <P"  (*'-H) = S.  <  .(x-O'  i 

équation  qui  a  encore  lieu  en  y  changeant  t  en  f,,  f„  etc.  Présent 
tement  on  a 

*  -f-  *i-f-  *ê  <  -H  tx^U  -f-        («— i ) •  h  ; 

donc  la  somme  des  erreurs  ,  etc.  devant  être  par  hypothèse, 
renfermée  dans  les  limites  p  etp-l-s,  la  somme  des  valeurs  de 

*,/„  sera  comprise  dans  les  limites  (i  —  i).A4-p<* 

(«— i).A-f-p4-«j  ensorte  que  si  l'on  tait 

■ 

*  étant  supposé  "égal  à  (i— i).A-+-p4-<»;  <u,  pourra  s'étendre  de- 
puis zéro  jusqu'à  <?  ;  et  l'on  verra ,  comme  dans  l'exemple  précé- 
dent, que  sa  facilité  doit  être  supposée  égale  à  l'unité  dans  cet 
intervalle,  et  qu'elle  doit  être  supposée  nulle  au-delà  de  cet  inter- 
valle j  ainsi  l'on  a  ç4_,=  et 

Cela  posé  ,  si  l'on  observe  que  aCfdz.(h — t)  étant  la  probabilité 
que  l'erreur  d'une  observation  est  comprise  dans  les  limites  —A 

ct-4- A,  ce  qui  est  certain,  on  a  la  formule  (C)  donnera 

pour  l'expression  de  la  probabilité  cherchée. 
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j  V — (ai — 2) .  [($ — A)»'-'— (a — A— *)**"*]  I 

'—etc.  ) 

en  ayant  soin  de  rejeter  tous  les  termes  dans  lesquels  la  quantité 
élevée  à  la  puissance  ai— a,  est  négative. 

Nous  allons  encore  appliquer  cette  analyse  au  problème  suivant. 
Si  l'on  conçoit  un  nombre  i  de  points  ranges  en  ligne  droite ,  et 
sur  ces  points  ,  des  ordonnées  doni  la  première  soit  au  moins 
égale  à  la  seconde ,  celle-ci  au  moins  égale  à  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite  ;  et  que  la  somme  de  ces  i  ordonnées  soit  constamment 
égale  à  s.  En  supposant  s  partagé  dans  une  infinité  de  parties ,  on 
peut  satisfaire  aux  conditions  précédentes ,  d'une  infinité  de  ma- 
nières. On  propose  de  déterminer  la" valeur  de  chacune  des  ordon- 
nées ,  moyenne  entre  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  recevoir. 

Soit  z  la  plus  petite  ordonnée,  ou  l'ordonnée  soit  z-*-z,, 
^ordonnée  (i— 1)*"' ;  soit  z-f-z.-l-z.,  l'ordonnée  (i— a)''-',  et  ainsi 

de  suite  jusqu'à  la  première  ordonnée  qui  sera  z-f-z,  -f-Zj-i. 

Les  quantités  z,  z,,  z,,  etc.  seront  ou  nulles  ou  positives,  et  leur 
somme  ïjs  -f-  (  i  —  1  ) .  z  ,-f-  (i  —  a) .  z» . . . +Zi_,  sera ,  par  les  condi-. 
tions  du  problème  ,  égale  à  s.  Soit 

i.z=t,    (i—i).ztBstt9  (i~9).*assft>...xj_1s5f|_l; 

on  aura 

les  variables  *,  /, ,  etc.  pourront  s'étendre  jusqu'à  s.  L'ordonnée 
r1*"'  sera 


H  faut  déterminer  la  somme  de  toutes  les  variations  que  cette 
quantité  peut  recevoir ,  et  la  diviser  par  le  nombre  total  de  ces 
variations ,  pour  avoir  l'ordonnée  moyenne.  La  formule  (B)  donne 
très-fteilement  cette  somme ,  en  observant  qu'ici 


4(m.,  'o  ctc.)=  ; + j-t.  +4=i. 
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et  on  la  trouve  égale  à 

i.a.3..  .i  'V      »  —  i      *  —  a*  * '  »v 

En  divisant  cette  quantité  par  le  nombre  total  des  combinaisons, 
qui  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  i  et  de  s ,  et  que  nous  dési- 
gnerons par  N,  on  aura  pour  la  valeur  moyenne  de  l'ordonnée 

Pour  déterminer  TV  ,  nous  observerons  que  toutes  les  valeurs 
moyennes  doivent  ensemble  égaler  s  ;  ce  qui  donne 

Nss  i.a.3....(t— i)  ; 

la  valeur  moyenne  de  l'ordonnée  r"""  est  donc 

Supposons  qu'un  effet  observé  n'ait  pu  être  produit  que  par  l'un* 
des  i  causes  B,  C,  etc.;  et  qu'une  personne ,  après  avoir  ap- 
précié leurs  probabilités  respectives ,  écrive  sur  un  billet,  les  lettres 
qui  indiquent  ces  causes ,  dans  l'ordre  des  probabilités  qu'elle  leur 
attribue ,  en  écrivant  la  première ,  la  lettre  indiquant  la  cause  qui 
lui  semble  la  plus  probable.  Il  est  clair  que  l'on  aura  par  la  formule 
précédente ,  la  valeur  moyenne  des  probabilités  qu'il  peut  supposer 
à  chacune  d'elles ,  en  observant  qu'ici  la  quantité  s  que  l'on  doit 
répartir  sur  chacune  des  causes,  est  la  certitude  ou  l'unité,  puisque 
la  personne  est  assurée  que  l'effet  doit  résulter  de  l'une  d'elles.  La 
valeur  moyenne  de  la  probabilité  qu'elle  attribue  à  la  cause  qu'elle 
a  placée  sur  son  billet  au  rang       est  donc 

De  là  il  suit  que  si  un  tribunal  est  appelé  à  décider  sur  cet  objet, 
et  que  chaque  membre  exprime  son  opinion  par  un  billet  semblable 
au  précédent;  alors,  en  écrivant  sur  chaque  billet,  à  coté  des  lettres 

qui 


•  -  .- 
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qui  indiquent  les  causes ,  les  râleurs  moyennes  qui  répondent  au 
rang  qu'elles  ont  sur  le  billet;  en  faisant  ensuite  une  somme  de 
toutes  les  valeurs  qui  correspondent  à  chaque  cause ,  sur  les  divers 
billets  ;  la  cause  à  laquelle  répondra  la  plus  grande  somme ,  sera* 
celle  que  le  tribunal  jugera  la  plus  probable. 

Cette  régie  n'est  point  applicable  aux  choix  dos  assemblées  élec- 
torales, parce  que  les  électeurs  ne  sont  point  astreints,  comme 
les  juges ,  à  répartir  une  même  somme  prise  pour  unité ,  sur  les 
divers  partis  entre  lesquels  ils  doivent  se  déterminer  :  ils  peuvent 
supposer  à  chaque  candidat ,  toutes  les  nuances  de  mérite  com- 
prises entre  le  mérite  nul  et  le  maximum  de  mérite ,  que  nous 
désignerons  par  a  :  Tordre  des  noms  sur  chaque  billet,  ne  fuit  qu'in- 
diquer que  rélecteur  préfère  le  premier  au  second,  le  second  au 
troisième ,  etc.  On  déterminera  ainsi  les  nombres  qu'il  faut  écrire 
sur  le  billet,  à  côté  des  noms  des  candidats. 

Soient  f»,  ts...tt  les  mérites  respectifs  des  *  candidats,  dans 
l'opinion  de  l'électeur,  *,  étant  le  mérite  qu'il  suppose  à  celui  des 
candidats  qu'il  a  mis  au  premier  rang,  f,  étant  le  mérite  qu'il  suppose 
au  second,  et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  J>,.dt..dt%. .  .dtt  exprimera 
la  somme  des  mérites  que  l'électeur  peut  attribuer  au  candidat  r, 
pourvu  que  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  f„  depuis  /4  =  o  jusqu'à 
t,  =  ;  ensuite  par  rapport  à  ,  depuis  jusqu'à  et  ainsi  de 
suite ,  jusqu'à  l'intégrale  relative  à  *, ,  que  l'on  prendra  depuis  /, 
nul  jusqu'à  f,=a.  Car  il  est  visible  qu'alors  /4  ne  surpasse  jamais 
f4_,,  ne  surpasse  jamais  etc.  En  divisant  l'intégrale  précé- 
dente par  celle-ci  fdti.dtm...dti  qui  exprime  la  somme  totale  des 
combinaisons  dans  lesquelles  la  condition  précédente  est  remplie, 
on  aura  l'expression  moyenne  du  mérite  que  l'électeur  peut  attri- 
buer au  candidat  /*■".  En  exécutant  les  intégrations ,  on  trouve 

*~~t     .  a  pour  cette  expression. 

0e  là  il  suit  que  l'on  peut  écrire  sur  le  billet  de  chaque  électeur, 
s  à  côté  du  premier  nom,  i — 1  à  côté  du  second,  i — a  à  côté  du 
troisième,  etc.  En  réunissant  ensuite. tous  les  nombres  relatifs  à 
chaque  candidat ,  sur  les  divers  billets  ;  celui  des  candidats  qui  aura 
la  plus  grande  somme ,  doit  être  présumé  le  candidat  qui,  aux  yeux 

35 
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de  rassemblée  électorale ,  a  le  plus  grand  mérite,  et  doit  par  coin 
séquent  être  choisi. 

Ce  mode  d'élection  serait  sans  doute  le  meilleur ,  si  des  consi- 
dérations, étrangères  au  mérite  n'influaient  point  souvent  sur  le 
choix  des  électeurs,  même  les  plus  honnêtes ,  et  ne  les  détermi- 
naient point  à  placer  aux  derniers  rangs ,  les  candidats  les  plus 
redoutables  à  celui  qu'ils  préfèrent  ;  ce  qui  donne  un  grand  avan- 
tage aux  candidats  d'un  mérite  médiocre.  Aussi  l'expérience  l'a-t-ello 
fait  abandonner  aux  établissemens  qui  l'avaient  adopté. 

Supposons  que  les  erreurs  d'une  ohsarvation  puissent  s'étendre 
dans  les  limites  -f-a  et  — a;  mais  qu'ignorant  la  loi  de  probabi- 
lité de  ces  erreurs ,  on  ne  l'assujétisse  qu'à  la  condition  de  leur 
donner  une  probabilité  d'autant  plus  petite  ,  qu'elles  sont  plus 
grandes;  la  probabilité  des  erreurs  positives  étant  supposée  la  même 
que  celle  des  erreurs  négatives  correspondantes,  toutes  choses  qu'il 
est  naturel  d'admettre.  La  formule  («)  donnera  encore  la  loi  moyenne 
des  erreurs.  Pour  cela  on  concevra  l'intervalle  a  partagé  dans  un 

nombre  infini  i  de  parties  représentées  par  dxf  ensorte  que  i  ss^; 
on  fera  ensuite  r=2^j  la  formule  (e)  devient  ainsi 

s.dx  (*dx 

i 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x=x  jusqu'à  x=a;  dans  la  question 
présente  car  l'erreur  devant  tomber  dans  les  limites — a  et 

-f-  a ,  la  probabilité  qu'elle  tombera  dans  les  limites  o  et  a  est  y  ; 
c'est  la  quantité  s  qu'il  faut  répartir  sur  tous  les  points  de  l'inter- 
valle a  ;  la  formule  («)  devient  donc  alors 

dx  i  a 

ao     °  x 

Ainsi  la  loi  moyenne  des  probabilités  des  erreurs  positives  xf  ou 
négatives— est 


—  \  -î  .  i   .     a  - 
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CHAPITRE  IIL 
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•  '  È  é  »  S 

Des  lois  de  la  probabilité  ,  qui  résultent  de  la  multiplication 

indéfinie  des  événemens. 

16.  A.  mesure  que  les  événemens  se  multiplient,  leurs  probabi- 
lités, respectives  se  développent  de  plus  en  plus  :  leurs  résultats 
moyens  et  lès  bénéfices  ou  les  pertes  qui  en  d/épendènt,  convergent 
vers  des  limites  dont  ils  approchent  avec  des  probabilités  toujours 
croissantes.  La  détermination  de  ces  accroisscmcns  et  de  ces  li- 
mites ,  est  une  des  parties  les  plus  intéressantes  et  les  plus  délicates 
de  l'analyse  des  hasards. 

Considérons  d'abord  la  manière  dont  les  possibilités  de  deux 
(événemens  simples  dont  un.  seul  doit  arriver  à  chaque  coup ,  se  dé- 
veloppent lorsqu'on  multiplie  le  nombre  de  coups.  Il  est  visible  que 
l'événement  dont  la  facilité  est  la  plus  grande,  doit  probablement 
arriver  plus  souvent  dans  un  nombre  donné  de  coups  ;  et  l'on  est 
porté  naturellement  à  penser  qu'en  répétant  les  coups  un  très- 
grand  nombre  de  fois ,  chacun  de  ces  événemens  arrivera  propor- 
tionnellement à  sa  facilité,  que  l'on  pourra  ainsi  découvrir  par 
l'expérience.  Nous  allons  démontrer  analy uquement  cet  important 
théorème. 

On  a  vu  àans  le  n*  6  que  si  p  et  1  «— p  sont  tes  probabilités  res- 
pectives de  deux  événemens  a  et  b;  la  probabilité  que  -dans  x+xf 
coups ,  l'événement  a  arrivera  x  fois,  et  l'événement  b ,  x'  fois,  est 
égale  à    »  "1  - 

i.a.3.. .x.i...3...^-(l~«  > 

c'est  le  ( y-f-i)""'  terme  du  binôme  [p+  (i—p)]"**-  Considérons  le 
plus  grand  de  ces  termes  que  nous  désignerons  par  k.  Le  terme 
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antérieur  sera  ^  .         et  le  terme  suivant  sera  k.^?- . 

Pour  que  *  soit  le  plus  grand  terme ,  il  faut  que  l'on  ait  à  la  fois 


t±7  <  ir  > 

il  est  facile  d'en  conclure  que  si  l'on  fait  x+  ^=  »  >  <>n  aura 
x<{n+\).p>{n+\).p—  1; 

ainsi  *  est  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  (  n-\-\).p  } 
en  faisant  donc 

x~(n  +  i).p— s, 

ce  qui  donne 

x+s     .  .  ■  *       P    —  x+s 

*  sera  moindre  que  l'unité.  Si  x  et  ■r'  «ont  de  très-grands  nombre*, 
-on  aura  à  très-peu  près, 

p  X  #  ' 

.    ,   ,.ï  7=^  —  ^' 

c'est-à-dire  que  les  exposans  de  p  et  de  1— />,  dans  le  plus  grand 
terme  du  binôme,  sont  à  fort  peu  près  dans  le  rapport  de  ces  quan- 
tités ;  ensorte  que  de  toutes  les  combinaisons  qui  peuvent  avoir 
lieu  dans  un  très-grand  nombre  n  de  coups ,  la  plus  probable  est 
celle  dans  laquelle  chaque  événement  est  répété  proportionnelle- 
ment à  sa  probabilité. 
Le  terme  l™,  après  le  plus  grand,  est 

■ 

 i.a.3 — n    _x— i  /.  «y-M 

i".a.3...(x^.i.a.l...(^+0''F.  'K     Pi  ' 

On  a  par  le  n*  3a  du  premier  Livre , 
ce  qui  donne 


- 
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_xi_5=(»_;)^^ .  {.--jL-g-etc.}. 

,.,.lV+0^*'+Q~W-fs-  •  {— T5^P)-C,4, 

Développons  le  terme  (x  —  *.  Son  logarithme  hyperbo- 

lique est 

('-*-i).[log*-Mog(i  —  0}. 

or  on  a 

nous  négligerons  les  quantités  de  l'ordre  - ,  et  nous  supposerons  que 
/»  ne  surpasse  point  l'ordre  n;  alors  on  pourra  négliger  les  termes 
de  l'ordre  ^,  parce  que  Je  et  xf  sont  de  l'ordre  n.  On  aura  ainsi 

('-*-i).[log*+U>g(i-  £)] 

).log*+  /-f- ^  - -£  -  £  ; 

-ce  qui  donne ,  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres, 
on  aura  pareillement , 

On  a  enduite  par  ce  qui  précède, /7=^^,  *  étant  moindre  que 
Funité  j  en  faisant  donc  p  =        ,  a  sera  compris  dans  les  limites 
et  —  *n+*  ,  et  par  conséquent  il  sera,  abstraction  faite  du 
signe ,  au-dessous  de  l'unité.  La  valeur  dep  donne  1  — p  =  — jj^» 
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on  aura  donc  par  l'analyse  précédente , 

de  là  on  tire 

  i  .a. 3. .  .n  ,   „w-M 

l.».3...(x^.,.a.5...(x'+/)^  -C1^  ' 

ni- 

On  aura  le  terme  antérieur  au  plus  grand  terme ,  et  qui  on  est  éloigné 
à  la  distance  /,  en  faisant  /  négatif  dans  cette  équation;  en  réunis- 
sant ensuite  ces  deux  termes,  leur  somme  sera 

1.  \Tk 

-.c 


L'intégrale  finie 

-      a.y^n  /""«je? 

prise  depuis  /=o  inclusivement,  exprimera  donc  la  somme  de 
tous  les  termes  du  binôme  [>-f-  (i— /?)]',  comprise  entre  les  deux 
termes,  dont  l'un  a  p'-*'  pour  facteur,  et  l'autre  a  p*-'  pour  fac- 
teur ,  et  qui  sont  ainsi  équidistans  du  plus  grand  terme  ;  mais  il 
faut  retrancher  de  cette  somme,  le  plus  grand  terme  qui  y  est  évi- 
demment compris  deux  fois. 

Maintenant,  pour  avoir  cette  intégrale  finie,  nous  observerons 
que  l'on  a,  par  le  n*  10  du  premier  livre ,  y  étant  fonction  de  / , 

**-^-#r-*.(3)-+*.î+-*» 

«Fou  l'on  tire  par  le  même  numéro , 

'  i   '.  .  »  .      <  l:  '  •      ■       .  -  -  . .  — 

S  ,jr  =i/ydt—  i  .y  4-  t.  •      otc  -t-  constante, 
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ni* 

y  étant  ici  égal  à    .-'^1^ .  c  les  différentielles  successives 

de  j  acquièrent  pour  facteur  et  ses  puissances  ;  ainsi  /  étant 
supposé  ne  pouvoir  être  au  plus  que  de  l'ordre  y/n ,  ce  facteur  est 
de  Tordre  ~r ,  et  par  conséquent  ses  différentielles  divisées  par 

y  n 

les  puissances  respectives  de  dl,  décroissent  de  plus  en  plus  ;  en 
négligeant  donc ,  comme  on  Ta  lait  précédemment ,  les  termes  de 

l'ordre  - ,  ou  aura ,  en  faisant  commencer  avec  /  les  deux  inté- 

grales  finies  et  infiniment  petites,  et  désignant  par  Y  te  plus  grand 
terme  du  binôme , 

ï.y=fydl—\.y+\.Y. 

\&  somme  de  tous  les  termes  du  binôme  [p  (î — p)]a  compris  entre 
les  deux  termes  équidistans  du  plus  grand  terme  du  nombre  /, 
étant  égale  à  l.y  —  ±.  Y,  elle  sera 

et  si  l'on  y  ajoute  la  somme  de  ces  termes  extrêmes ,  on  aura  pour 
la  somme  de  tous  ces  termes, 

Jydl+i.y. 

Si  l'on  fait 

cette  somme  devient 

—■-.fdt.c    +  -7= — t=*=t«c    •  (o) 

Les  termes  que  l'on  a  négligés  étant  de  Tordre     cette  expression 

est  d'autant  plus  exacte ,  que  n  est  plus  grand  :  elle  est  rigoureuse, 
lorsque  n  est  infini.  Il  serait  ikeile,  par  l'analyse  précédente,  d'avoir 

égard  aux  termes  de  Tordre  - ,  et  des  ordres  supérieurs. 

On  a,  par  ce  qui  précède,  *= np-j-z7  x  étant  un  nombre  plus 
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petit  que  l'unité  ;  on  a  donc 



x  -M   l  +  z,  _  t.y/'ZxH  ,  % 

ainsi  la  formule  (o)  exprime  la  probabilité  que  la  différence  entre 
le  rapport  du  nombre  de  fois  que  l'événement  a  doit  arriver ,  au 
nombre  total  des  coups ,  et  la  facilité  p  de  cet  événement,  est  com- 
prise dans  les  limites 

étant  égal  à 

n  •  \f*p(\  — /O  +  "  •  (1— ap)  —  2?  i 

on  voit  que  l'intervalle  compris  entre  loa  limites  précédentes  est 
de  l'ordre 

K» 

Si  la  limite  de  f ,  que  nous  désignerons  par  T,  est  supposée  inva- 
riable, la  probabilité  déterminée  par  la  fonction  (o),  reste  la  même 
à  très-peu  prés;  mais  l'intervalle  compris  entre  les  limites  (/) ,  di- 
minue sans  cesse  à  mesure  que  les  coups  se  répètent,  et  il  devient 
nul ,  lorsque  leur  nombre  est  infini.- 

Cet  intervalle  étant  supposé  invariable  ;  lorsque  les  événemens  sa 
multiplient,  T  croît  sans  cesse,  et  à  fort  peu  prés  comme  la  racine 
carrée  du  nombre  des  coups.  Mais  lorsque  T  est  considérable , 
la  formule  (o)  devient ,  par  le  n°  37  du  premier  Livre, 


f  étant  éçal  à       Lorsqu'on  fait  croître  T,  c      diminue  avec  une 

extrême 
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extrême  rapidité,  et  la  probabilité  précédente  s'approche  rapide- 
ment de  l'unité  à  laquelle  elle  devient  égale,  lorsque  le  nombre  des 
coups  est  infini. 

Il  y  a  ici  deux  sortes  d'approximations  :  l'une  d'elles  est  relative 
aux  limites  prises  de  part  et  d'autre  de  la  facilité  de  l'événement  a  ; 
l'autre  approximation  se  rapporte  à  la  probabilité  que  le  rapport 
des  arrivées  de  cet  événement,  au  nombre  total  des  coups ,  sera 
renfermé  dans  ces  limites.  La  répétition  indéfinie  des  coups  accroît 
de  plus  en  plus  cette  probabilité ,  les  limites  restant  les  mêmes  :  elle 
resserre  de  plus  en  plus  l'intervalle  de  ces  limites,  la  probabilité 
restant  la  même.  Dans  l'infini,  cet  intervalle  devient  nul,  et  la  pro- 
babilité se  change  en  certitude. 

L'analyse  précédente  réunît  k  l'avantage  de  démontrer  ce  théo- 
rème, celui  d'assigner  la  probabilité  que  dans  un  grand  nombre  n 
de  coups,  le  rapport  des  arrivées  de  chaque  événement  sera  com- 
pris dans  des  limites  données.  Supposons,  par  exemple,  que  les 
facilités  des  naissances  des  garçons  et  des  tilles  soient  dans  le  rap- 
port de  18  à  17 ,  et  qu'il  naisse  dans  une  année,  i4ooo  enfàns  ;  on 
demande  la  probabilité  que  le  nombre  des  garçons  ne  surpassera 
pas  7363,  et  ne  sera  pas  moindre  que  7037, 

Dans  ce  cas,  on  a 

p  =  ~,   jtr=7aoo,   x'=68oo,   /i=i4ooo,  /=  i63- 

la  formule  (o)  donne  à  fort  peu  près  0,994303  pour  la  probabilité 
cherchée. 

Si  l'on  connaît  le  nombre  de  fois  que  sur  n  coups ,  l'événement 
a  est  arrivé  j  la  formule  (o)  donnera  la  probabilité  que  sa  facilité  p 
supposée  inconnue ,  sera  comprise  dans  des  limites  données.  En 
effet,  si  l'on  nomme  *  ce  nombre  de  fois,  on  aura ,  par  ce  qui  pré- 
cède ,  la  probabilité  que  la  différence  £  — p  sera  comprise  dans  les 

tomtea  ±T^^  +  \  »  conséquent,  on  aura  la  probabilité 
que  p  sera  compris  dans  les  limites 

1   T.  y/axj'  x, 

-  3T   — —  —  -. 

»^    n.|/n  n 

56 
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La  fonction  Zi^JfjL  étant  de  l'ordre  -4= ,  on  peut  en  négligeant 

n.  y  n  y  n 

les  quantités  de  l'ordre  £ ,  y  substituer  i  au  lieu  de  * ,  et  n — i  au 
lieu  de  je'-,  les  limites  précédentes  deviennent  ainsi,  en  négligeant 
les  termes  de  l'ordre  ^  i 

»^       n.y'n  ' 

et  la  probabilité  que  la  facilite  de  l'événement  a  est  contenue  dans 
ces  limites,  est  égale  à 

On  voit  ainsi  qu'à  mesure  que  les  événemens  se  multiplient,  l'inter- 
valle des  limites  se  resserre  de  plus  en  plus ,  et  la  probabilité  que 
la  valeur  de  p  tombe  dans  ces  limites,  approche  de  plus  en  plus  de 
l'unité  ou  de  la  certitude.  C'est  ainsi  que  les  evénemens,  en  se  déve- 
loppant, font  connaître  leurs  probabilités  respectives. 

On  parvient  directement  à  ces  résultats,  eu  considérant/}  comme 
une  variable  qui  peut  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  l'unité,  et  en 
déterminant ,  d'après  les  evénemens  observés,  la  probabilité  de  ses 
diverses  valeurs,  comme  on  le  verra  lorsque  nous  traiterons  de 
la  probabilité  des  causes ,  déduite  des  evénemens  observés. 

Si  l'on  a  trois  ou  un  plus  grand  nombre  d'événemens  a ,  b ,  c,  etc. , 
dont  un  seul  doive  arriver  à  chaque  coup  ;  on  aura,  par  ce  qui  pré- 
cède ,  la  probabilité  que  dans'  un  très-grand  nombre  n  de  coups , 
le  rapport  du  nombre  *  de  fois  qu'un  de  çes  evénemens ,  a  par 
exemple,  arrivera,  au  nombre  n,  sera  compris  dans  les  limites 
pdtzx,  a  étant  une  très-petite  fraction;  et  l'on  voit  que  dans  le  cas 
extrême  du  nombre  n  infini,  l'intervalle  a*  de  ces  limites  peut  être 
supposé  nul ,  et  la  probabilité  peut  être  supposée  égale  à  la  cer- 
titude ,  ensorte  que  les  nombres  des  arrivées  de  chaque  événement 
seront  proportionnels  à  leurs  facilités  respectives. 

Quelquefois  les  événemens,  au  lieu  de  taire  connaître  directement 
les  limites  de  la  valeur  de  p ,  donnent  celles  d'une  fonction  de  cette 
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-valeur;  alors  on  en  conclut  les  limites  de/»,  par  la  résolution  des 
équations.  Pour  en  donner  nu  exemple  fort  simple ,  considérons 
deux  joueurs  A  et  2?,  dout  les  adresses  respectives  soient  p  et 
1  — p,  et  jouant  ensemble  à  cette  condition  ,  que  la  partie  soit 
gagnée  par  celui  des  deux  joueurs  qui,  sur  trois  coups ,  aura  vaincu 
*  deux  fois  son  adversaire,  le  troisième  coup  n'étant  pas  joué  , 
comme  mutile ,  lorsque  l'un  des  joueurs  a  vaincu  dans  les  deux 
premiers  coups. 

La  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie ,  est  la  somme  des 
doux  premiers  termes  du  binôme  [/>+  (  1  — />)]';  elle  est  par  con- 
séquent égale  à  p3  -+-  3/j1  .  (i  —  p).  Soit  P  cette  fonction  ;  en  élevant 
le  binôme  P  (  i  — P)  à  la  puissance  n ,  on  aura ,  par  l'analyse 
précédente,  la  probabilité  que  «ur  le  nombre  «  de  parties ,  le  nombre 
des  parties  gagnées  par^  sera  compris  dans  des  limites  données.  Il 
suiht  pour  cela  de  changer  /Ken  P  dans  la  formule  (o). 

Si  l'on  nomme  *  le  nombre  des  parties  gagnées  par  A ,  la  for- 
mule (</)  donnera  la  probabilité  que  P  sera  compris  dans  les 
limites 

i       T.Vù{n— p 

Soit  donc  p'  la  racine  réelle  et  positive  de  l'équation 

en  désignant  par  p'^zfp  les  limites  de  p,  les  limites  correspon- 
dantes de  P  seront  à  très-peu  prés  5//* — 2p'3=p6//.(i— -p').£p\ 
-en  égalant  ces  limites  aux  précédentes ,  on  aura 

ainsi  la  formule  (o')  donnera  la  probabilité  que  p  sera  compris  dans 
les  limites   

Le  nombre  n  des  partics.ne  détermine  pas  le  nombre  des  coups , 
puisqu'il  peut  y  avoir  des  parties  de  deux  coups ,  et  d'autres  de 
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trois  coups.  On  aura  la  probabilité  que  le  nombre  des  parties  de 
deux  coups ,  sera  compris  dans  des  limites  données,  en  observant 
que  la  probabilité  d'une  partie  à  deux  coups,  est  /?»-+-  (i  — p)*-y 
désignons  cette  fonction  par  F.  En  élevant  le  binôme  F  4-(i  — F) 
à  la  puissance  n ,  la  formule  (o)  donnera  la  probabilité  que  le  nombre 
des  parties  de  deux  coups  sera  compris  dans  les  limites  nP'  =fc  /; 
or  le  nombre  des  parties  de  deux  coups  étant  nF  ±  l ,  le  nombre 
des  parties  à  trois  coups  sera  «(i— F)^zl;  le  nombre  total  des 
coups  sera  donc  3/i — nFzp  l  j  lu  formule  (o)  donnera  donc  la  proba- 
bilité que  le  nombre  des  coups  sera  compris  dans  les  limites 

17.  Considérons  une  urne  A  renfermant  un  très-grand  nombre 
n  de  boules  blanches  et  noires,  et  supposons  qu'à  chaque  tirage, 
on  tire  une  boule  de  l'urne ,  et  qu'on  la  remplace  par  une  boule 
noire.  On  demande  la  probabilité  qu'après  r  tirages,  le  nombre  des 
boules  blanches  sera  x. 

Nommons,/,,,  cette  probabilité.  Après  un  nouveau  tirage,  elle  devient 
y,,,^  .Mais  pour  qu'il  y  ait  x  boules  blanches  après  H-i  tirages ,  il  faut 
qu'il  y  ait  ou  x-f-i  boules  blanches  après  le  tirage  r,  et  que  le  tirage  sui- 
vant fasse  sortir  une  boule  blanche,  ou  x  boules  blanches  après  le  ti- 
rage r,  et  que  le  tirage  suivant  fasse  sortir  une  boule  noire.  La  proba- 
bilité qu'il  y  aura  x+i  boules  blanches  après  r  tirages ,  est , ,  et 
la  probabilité  qu'alors  le  tirage  suivant  fera  sortir  une  boule  blanche , 

est      i  la  probabilité  de  l'événement  composé  est  donc       '■  .ys+ ,  y} 

c'est  la  première  partie  de  La  probabilité  qu'il  y  aura  x  boules 

blanches  après  le  tirage  r ,  est  y,,  j  et  la  probabilité  qu'alors  il  sor- 
tira une  boule  noire ,  est  "  ~  J  ,  parce  que  le  nombre  des  boules 
noires  de  l'urne  est  n  —  x  ;  la  probabilité  de  l'événement  composé 

est  donc  n~x  .y,,,-,  c'est  la  seconde  partie  de  y,,,+x.  Ainsi 
l'on  a 

y*,<+i  = 

Si  l'on  fuit 
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cette  équation  devient 

n  n* 

n  étant  supposé  un  très-grand  nombre,  on  peut  réduire  en  séries 
convergentes  j'     , ,  et  y  '       •  on  aura  donc,  en  négligeant  les 

n  n 

carrés  et  les  puissances  supérieures  de 

Pintégrale  de  cette  équation  aux  différences  partielles  est 

<p(x'.<f)  étant  une  fonction  arbitraire  de  x'.c",  qu'il  Êiut  détermi- 
ner par  la  valeur  dc^,  . 

Supposons  que  l'urne  A  ait  été  remplie  de  cette  manière.  On 
projette  un  prisme  droit  dont  la  base  étant  un  polygone  régulier 
de  p  4-  q  côtés ,  est  assez  étroite  pour  que  le  prisme  ne  retombe 
-jamais  sur  elle.  Sur  les  p  +  q  faces  latérales,/»  sont  blanches  et 
q  sont  noires ,  et  Ton  met  dans  l'urne  A,  à  chaque  projection ,  une 
boule  de  la  couleur  de  la  face  sur  laquelle  le  prisme  retombe. 
Après  n  projections ,  le  nombre  des  boules  blanches  sera  à  fort 

peu  prés,  par  le  n*  précédent,       ,  et  la  probabilité  qu'il  sera 
+  h  est,  par  le  même  numéro  , 

yanpq.vr 

Si  l'on  fait 

cette  fonction  devient 


V 
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c'est  la  valeur  de  yTi„  ou  de^,;  mais  lu  valeur  précédente  de 
ysntf  donne 


V»/  1/  HT 


on  a  donc 

V'/  y  HT 

partant, 
d'où  l'on  tire 


r 

La  valeur  de  *  la  plus  probable  est  celle  qui  rend  nul  s.c".—.-3P-, 
et  par  conséquent  elle  est  égale  à 

"P  ■ 

r  * 

la  probabilité  que  la  valeur  de  *  sera  contenue  dans  les  Emîtes 

r  r  » 

c*t 


V 

l'intégrale  étant  prise  depuis  /*  =  o. 

Chcrchous  maintenant  la  valeur  moyenne  du  nombre  des  boules 
blanches  contenues  dans  l'urne  A,  après  r  tirages.  Cette  valeur  est 
la  somme  de  tous  les  nombres  possibles  de  boules  blanches,  mul- 
tipliés par  leurs  probabilités  respectives;  elle  est  donc  égale  à 
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l'intégrale  étant  prise  depuis  /x  =  o  jusqu'à  fju  =  oc.  Cette  valeur 


est  ainsi 


r  > 

par  conséquent ,  elle  est  la  même  que  la  valeur  de  x  la  plus 
probable. 

Considérons  maintenant  deux  urnes  AetB  renfermant  chacune 
le  nombre  n  de  boules ,  et  supposons  que  dans  le  nombre  total 
an  des  boules ,  il  y  en  ait  autant  de  blanches  que  de  noires.  Conce- 
vons que  Ton  tire  en  même  tems  ,  une  boule ,  de  chaque  urne ,  et 
qu'ensuite  on  mette  dans  une  urne ,  la  boule  extraite  de  l'autre. 
Supposons  que  l'on  répète  cette  opération ,  un  nombre  quelconque 
r  de  fois ,  en  agitant  à  chaque  fois  les  urnes,  pour  en  bien  nu  1er  les 
boules  ;  et  cherchons  la  .  probabilité  qu'après  ce  nombre  r  d'opéra- 
tions, il  y  aura  x  boules  blanches  dans  l'urne  A. 

Soit  r,,r  cette  probabilité.  Le  nombre  des  combinaisons  possibles 
dans  r  opérations ,  est  n";  car  à  chaque  opération,  les  n  boules  de 
l'urne  A  peuvent  se  combiner  avec  chacune  des  n  boules  de  l'urne 
JB,  ce  qui  produit  n'  combinaisons;  nv.zM:,  est  donc  le  nombre  des 
combinaisons  dans  lesquelles  il  peut  y  avoir  x  boules  blanches  dans 
l'urne  A  après  ces  opérations.  Maintenant,  il  peut  arriver  que  l'opé- 
ration (r-f-  1  fusse  sortir  une  boule  blanche  de  l'urne  A ,  et  y 
fasse  rentrer  une  boule  blanche  ;  le  nombre  de  cas  dans  lesquels 
cela  peut  arriver,  est  le  produit  de  n*f.rxrpar  le  nombre  x  des 
boules  blanches  de  l'urne  A ,  et  par  le  nombre  « — x  des  boules 
blanches  qui  doivent  être  alors  dans  l'urne  2?,  puisque  le  nombre 
total  des  boules  blanches  des  deux  urnes,  est  n.  Dans  tous  ces  cas, 
il  reste  x  boules  blanches  dans  l'urne  A  ;  le  produit  x .  (n — x) .  nv .  zXi, 
csl  donc  une  des  parties  de  /»*r^*.c,,rH.,. 

Il  peut  arriver  encore  que  l'opération  (r-H1)'*"*  fesse  sortir  et 
rentrer  dans  l'urne  A ,  une  boule  noire ,  ce  qui  conserve  dans  cette 
urne,  x  boules  bkmehes.  Ainsi  n  —  x  étant  après  l'opération  r4"", 
le  nombre  des  boules  noires  de  l'urne  A,  et  x  étant  celui  des 
boules  noires  de  l'urne  Bt  (  n — x).  x.nr.z,,,  est  encore  une  partie 
«len— 

-S'il  y  a  * — 1  boules  blanches  dans  l'urne  A  après  l'opération  r**"*, 
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et  que  l'opération  suivante  en  fasse  sortir  une  boule  noire,  et  y 
lasse  rentrer  une  boule  blanche  ;  il  y  aura  x  boules  blanches  dans 
l'urne  A  après  l'opération  (H-i  )"-'  ;  le  nombre  des  cas  dans  lesquels 
cela  peut  arriver ,  est  le  produit  de  /»".r,_lifpar  le  nombre n-^H-i 
des  boules  noires  de  l'urne  A  après  le  tirage  r*"",  et  par  le  nombre 
n — jr^f-i  des  boules  blanches  de  l'urne  B ,  après  la  môme  ope-  i 
ration;  (n — x+  est  donc  encore  une  partie  de 

••"x.r-f-l* 

Enfin,  s'a  y  a  x+ 1  boules  blanches  dans  l'urne  A  après  l'opé- 
ration r"-',  et  que  l'opération  suivante  en  fasse  sortir  une  boule 
blanche ,  et  y  fasse  rentrer  une  boule  noire;  il  y  aura  encore,  après 
cette  dernière  opération ,  x  boules  blanches  dans  l'urne.  Le  nombre 
des  m*  dans  lesquels  cela  peut  arriver,  est  le  produit  de  n".z,+\) 
par  le  nombre  *  4- 1  des  boules  blanches  de  l'urne  A ,  et  par  b 
nombre  x-f-i  des  boules  noires  de  l'urne  D  après  l'opération  r"~; 
(x+i)'  est  donc  encore  une  partie  de  ntr+% .zX  T+t. 

En  réunissant  toutes  ces  parties ,  et  en  égalant  leur  somme  à 
1»*^*.*,,,+,,  on  aura  l'équation  aux  différences  finies  partielles, 

Quoique  cette  équation  soit  aux  différences  du  second  ordre  par 
tapport  à  la  variable  x,  cependant  son  intégrale  ne  renferme  qu'une 
fonction  arbitraire  qui  dépend  de  la  probabilité  des  diverses  valeurs 
de  x  dans  l'état  initial  de  l'urne  A.  En  effet,  il  est  visible  que  si 
l'on  connaît  les  valeurs  de  r,>a  correspondantes  à  toutes  les  valeurs 
de  *,  depuis  x  =  o  jusqu'à  *  =  n;  l'équation  précédente  donnera 
toutes  les  valeurs  de  x,,,,  r,,,,  etc. ,  en  observant  que  les  valeurs 
négatives  de  x  étant  impossibles ,  zM<r  est  nul  lorsque  x  est  négatif. 

Si  n  est  un  très-grand  nombre,  cette  équation  se  transforme  dans 
une  équation  aux  différences  partielles  que  l'on  obtient  ainsi.  On  a 
alors  à  très-peu  près, 


Soit 
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Soit 

l'équation  précédente  aux  différences  finies  partielles  deviendra ,  en 
négligeant  les  termes  de  l'ordre  ^, 

Pour  intégrer  cette  équation  qui ,  connue  on  peut  s'en  assurer  par 
la  méthode  que  j'ai  donnée  pour  cet  objet ,  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences,  de  l'année  1773 ,  n'est  intégrante  en  termes 
finis ,  qu'au  moyen  d'intégrales  définies  j  .faisons 

p  étant  fonction  de  t  et  de  r\  On  aura 

(ddl\         r  —ut 
-Z£T)  =  fi ~.f<pdt; 

l'équation  aux  différentielles  partielles  en  U,  devient  ainsi 

En  égalant  entre  eux  les  termes  affectés  du  signe  /,  on  aura  l'équa- 
tion aux  différentielles  partielles , 

(£>=<■*-><•$> 

Le  terme  hors  du  signe /,  égalé  à  zéro,  donnera  pour  l'équation 
aux  limites  de  l'intégrale , 

L'intégrale  de  l'équation  précédente  aux  différentielles  partielles  de 
ç,  est 

37 
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4,  (J^  étant  une  fonction  arbitraire  de  —}  ;  on  a  donc 

Soit 

t  =  1fJL  ■+■  1S  \J—  1  , 

l'expression  de  U  prendra  cette  forme , 

v^-<".fa,.c-f.r(i=J^);  (A) 

II  est  facile  de  voir  que  l'équation  précédente,  aux  limites  de  l'inté- 
grale, exige  que  les  limites  de  l'intégrale  relative  à  s ,  soient  prises 
depuis  s  =  —  00  jusqu'à  s  =  00.  En  prenant  le  radical  \/ —  1 ,  avec 
le  signe  — ,  on  aurait  pour  U  une  expression  de  cette  forme, 

la  fonction  arbitraire  n  («)  pouvant  être  différente  de  r(.s).  La  somme 
de  ces  deux  expressions  de  U  sera  sa  valeur  complette.  Mais  il  est 
facile  de  s'assurer  que  les  intégrales  étant  prises  depuis  —  00 
jusqu'à  s  2=  w ,  l'addition  de  cette  nouvelle  expression  de  U  n'a- 
joute rien  à  la  généralité  de  la  première ,  dans  laquelle  elle  est 
comprise. 

Développons  maintenant  le  second  membre  de  l'équation  (A), 

suivant  les  puissances  de  ^p,  et  considérons  un  des  termes  de  ce 
développement  >  tel  que 

, —  .fds.c     .{s—t^V—  0  5 
ce  terme  devient,  après  les  intégrations, 

1.3. 5... (ai—  >)     _  HW.c-i** 

 s* — •  V*<  ^ 

x  Ll       TT" ^  i.a.3.4.*.g  h etc U' 

Considérons  encore  un  terme  de  ce  développement,  relatif  aux 
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puissances  impaires  de  ^ ,  tel  que 

 j^çrp  ./</*  •  c        —  V—i)*^'- 

Ce  terme  devient ,  après  les  intégrations 

 ir^p  L1""      +  ,.a.3.4.5 — etc  J 

On  aura  donc  ainsi  l'expression  générale  de  la  probabilité  Ù,  dé- 
veloppée dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  , 

série  qui  devient  très-convergente ,  lorsque  r'  est  un  nombre  con- 
sidérable. Cette  expression  doit  être  telle,  que  fUdx  ou  y» 
soit  égale  à  l'unité ,  les  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  va- 
leurs de  x  et  de  a*  >  c'cai-à-dire  depuis  x  nul  jusqu'à  x = n ,  et  depuis 
fjL—  —  y/n  jusqu'à  f*.  =  V»;  car  il  est  certain  que  l'une  des  valeurs 
de  x  devant  avoir  lieu,  la  somme  des  probabilités  de  toutes  ces 
valeurs  doit  être  égale  à  l'unité.  En  prenant  l'intégrale  fc-r  .dfiàaaa 
les  limites  de  /a,  on  a  le  même  résultat  à  très-peu  près,  qu'en  la 
prenant  depuis    = —  oo  jusqu'à  ft  =  oo  :  la  différence  n'est  que  de 

l'ordre  -^=r  ;  et  vu  l'extrême  rapidité  avec  laquelle       diminue  à 

mesure  que  n  augmente ,  on  voit  que  cette  différence  est  insensible 
lorsque  n  est  un  grand  nombre.  Cela  posé,  considérons  dans  l'intégrale 
±./Udfi.\/ny  le  terme 

i  .5.5. . .  .  (at  —  Q.  j  J7tQ.  y/n^r 

x/^.^.Q  - i# + tË=â§â:  -  ce.]. 

En  étendant  l'intégrale  depuis  oo  jusqu'à  p  —  <x,  ce  terme 

devient 

Le  facteur  î — i 4-  ■  '  ^  ~ 1  ~  etc.  est  égal  à  (î — i)';  il  est  donc  nul, 
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excepté  dans  le  cas  de  i  =o ,  où  il  se  réduit  à  Punité.  H  est  visible 
que  les  termes  de  l'expression  de  U  qui  renferment  des  puissances 
impaires  de  ft,  donnent  un  résultat  nul  dans  l'intégrale  j.fUdfi.\/nj 
étendue  depuis  (x~  — oo  jusqu'à  p  s=  oo  j  car  ces  termes  ont  pour 

facteur  c""^,  et  l'on  a  généralement  dans  ces  limites  , 

JfA.       .dfi.c      =  o. 


11  n'y  a  donc  que  le  premier  terme  de  l'expression  de  terme 
que  nous  représenterons  par  J/.c"~'t*,  qui  puisse  donner  un  ré- 
sultat dans  l'intégrale  i.fUdft.  \/n,  et  ce  résultat  est^-tf.  V/»»; 
on  a  donc 

\.H.  y/rm=z  1  j 

par  conséquent , 


L'expression  générale  de  U  a  ainsi  la  forme  suivante, 

v~v™  \  +/^+^.o-iy.)+w,,.(,-|r.+^.+Mcji(^ 

0e0»  0e0»  etc. ,  Z,w,  IS'\  etc.  étant  des  constantes  indéterminées  qui 
dépendent  de  la  valeur  initiale  de  U. 

Supposons  que  U  devienne  X  lorsque  r  est  nul,  X  étant  une 
fonction  donnée  de  /*.  On  a  généralement  ces  deux  théorèmes, 

lorsque  q  est  moindre  que  t;  Z7,  et  U[  étant  des  fonctions  de  ft, 
par  lesquelles  a-^l  et  sont  mulUpliés  dans  l'ex- 

pression  de  U.  Pour  démontrer  ces  théorèmes,  nous  observerons 
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que ,  par  ce  qui  précède  ,  fl^°'^-l  'Ui  est  égal  à 

il  faut  donc  faire  voir  que  l'on  a 

o  =fffi*i . ds . dfi . c—i*—* .(ft+s  V^T)" ; 

les  intégrales  étant  prises  depuis  ft  et  *  égaux  à  —  «s  jusqu'à  pt 
et  *  égaux  à  -f-oo.  En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  /*,  ce 
terme  devient 

-f.  i.Jfr"-* .dp.ds.  J~^S%  . (aH-^V/—^)"-'- 

En  continuant  d'intégrer  ainsi  par  parties  relativement  à  ft,  ^on  par- 
vient enfin  à  des  termes  de  la  forme 

h  .ffdit. .  da .  c""^1-4* .  V^T)", 

e  n'étant  pas  zéro ,  et  par  ce  qui  précède ,  ces  termes  sont  nuls. 
On  prouvera  de  la  même  manière ,  que  l'on  a 

o  =  Z,».//^' .  dp.  u;  .e"** . 
De  là  il  suit  que  l'on  a  généralement 

o=JVi.U,.dfi.-h\  o=JV;.U'it.dfi.c-M-\ 

i  et  ï  étant  des  nombres  difterens.  Car  si ,  par  exemple,  *'  est  plus 
grand  que  »,  toutes  les  puissances  de  p  dans  U, ,  sont  moindres  que  a/'; 
chacun  des  termes  de  Ut  donnera  donc ,  par  ce  qui  précède,  un  ré- 
sultat nul  dans  l'intégrale/^.  17*.  d/*.  ©""**".  Le  même  raisonnement 
a.lieu  pour  l'intégrale  JV\ .  U'y.d/t.c^1*. 

Mais  ces  intégrales  ne  sont  pas  nulles,  lorsque  issi».  On  les 
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obtiendra  dans  ce  cas ,  de  cette  manière.  On  a  ,  par  ce  qui  précède, 

U  _  a'.(v^r7)"./rf,,c-".(^y/~)». 
'  i.3.5...(a»-i)V* 
Le  terme  qui  a  pour  facteur  /*•'  dans  cette  expression ,  est 

a«.(y/:~r)'',M"  m 
i.3.5...(a*— i)  '* 

or  ,  on  peut  ne  considérer  que  ce  terme  dans  le  premier  facteur  U, 

de  l'intégrale  fUi.  U,.d/J..cr  ;  car  les  puissances  inférieures  de  ^t, 
dans  ce  facteur ,  donnent  un  résultat  nul  dans  l'intégrale.  On  a 
donc 

/Ui.Ui.dfi.c^* 

[i.3.5. .  .(ai— 1)]*.  V* 

On  a,  en  intégrant  par  rapport  à  /t,  depuis  /a  =  —  oo  jusqu'à 

^  =  °°'  .  . 

y^u," .dfA.ds. c"*1*       .  \/-— O'1 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  cette  équation  est  nul 
par  ce  qui  précède  ;  ce  membre  se  réduit  donc  à  son  second  terme. 
On  trouve  de  la  même  manière ,  que  Ton  a 


et  ainsi  de  suite  ;  on  a  donc 


i  .a. 3. .  .ai. tt 


a 


TT 


par  conséquent 
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On  trouvera  de  la  même  manière, 

On  a  évidemment, 

fUl.ZJ'if,dfË..c~*'  ss=  o, 

dans  le  caa  même  où  i  et  »'  sont  égaux,  parce  que  le  produit 
Ut .  V'¥  ne  contient  que  des  puissances  impaires  de  /a.  Cela 

posé. 

L'expression  générale  de  V  donne  pour  sa  valeur  initiale ,  que 
nous  avons  désignée  par  X, 

Si  Von  multiplie  .cette  équation  par  U,.dp,  et  si  l'on  prend  les  in- 
tégrales depuis  =  —  oo  jusqu'à  ft=  oo,  on  aura,  en  vertu  des 
théorèmes  procédons , 

d'où  l'on  tire 

on  trouvera  de  la  même  manière , 

On  aura  donc  ainsi  les  valeurs  successives  de  <p\  Qw,  etc.} 
LP\  Z/co,  etc. ,  au  moyen  d'intégrales  définies ,  lorsque  X  ou  la  valeur 
initiale  de  V  sera  donnée. 

Dans  le  cas  où  X  est  égal  à  —~.c~~ IA*",  l'expression  générale 
de  U  prend  une  forme  très  -  simple.  Alors  la  fonction  arbitraire 
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/—  -c  r^~\ 

r  (J~tff~1)  de  la  formule  (A)  est  de  la  forme  h.c     V  <*" 

Pour  déterminer  les  constantes  €  et  A,  nous  observerons  qu'en 
supposant 

on  aura 

En  faisant  ensuite 

et  obserraut  que  l'intégrale  relative  à  «  devant  être  prise  depuis 
*  =  —  oo  jusqu'à  *  =  co ,  l'intégrale  relative  à  *'  doit  être  prise 
dans  les  mêmes  limites,  on  aura 

_  M* 

rr        k.\/*_        t  +  C 

En  comparant  cette  expression  à  la  valeur  initiale  de  U ,  qui  est 

rai       — iÈu' 
y  nx 

et  observant  que  6  est  la  valeur  initiale  de     on  aura 

j.=  '  - 
*     7T?  • 

d'où  l'on  tire 

r  —  1  ~  '*      /•/_  »  — '* 
On  doit  avoir  ensuite 

ce  qui  donne 

valeur  que  l'on  obtient  encore,  par  la  condition  que  \./U.dft.  Vn=h 

l'intégra16 
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rintcgrale  étant  prise  depuis  f*,= — 00  jusqu'à  j*=x  j  on  aura  donc 
pour  l'expression  de  U,  quel  que  soit  /, 

M* 

On  trouve  en  effet,  que  cette  valeur  de  ,  substituée  dans  l'équa- 
tion aux  différentielles  partielles  en  U,  y  satisfait. 

€'  diminuant  sans  cesse  quand  /  augmente ,  la  valeur  de  U 
varie  sans  cesse,  et  devient  à  sa  limite,  lorsque  /  est  infini r 

Pour  donner  une  application  de  ces  formules ,  imaginons  dans  une 
urne  C,  un  très-grand  nombre  m  de  boules  blanches ,  et  un  pareil 
nombre  de  boules  noires.  Ces  boules  ayant  été  mêlées,  supposons 
que  l'on  tire  de  l'urne,  n  boules  que  l'on  met  dans  l'urne  A.  Sup- 
posons ensuite  que  l'on  mette  dans  l'urne  2?,  autant  de  boules 
blanches ,  qu'il  y  a  de  boules  noires  dans  l'urne  A ,  et  autant  de, 
boules  noires ,  qu'il  y  a  de  boules  blanches  dans  la  même  urne.  H 
est  clair  que  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  il  y  aura  x  boules 
blanches ,  et  par  conséquent  n  —  x  boules  noires  dans  l'urne  A  » 
est  égal  au  produit  du  nombre  des  combinaisons  des  m  boules 
blanches  de  l'urne  C,  prises  x  à  x,  par  le  nombre  des  combinai- 
sons des  m  boules  noires  de  la  même  urne,  prises  n—x  à  n — x. 
Ce  produit  est,  par  le  n*  3  ,  égal  à 

m.(ro — Q.Q» — a). .  .(m— x+Q    m . (m — 1  ) . (m — a) . . . (m — n+x-t- 1 ) 
1.3.3. ..x         ~  ~  i.a.3. .  .(n — x)  * 

OU  à 

 (i.fl.5..  .m)'  

i.a.3. .  .x.  i.a.3. .  .(n—x).  1  .a.3. .  .(m — x).  1  .a. 3. .  .(m — n-f  x)* 

Le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  est  le  nombre  des  combi- 
naisons des  am  boules  de  l'urne  C,  prises  n  à  n;  ce  nombre  est 

 1  .a.3..  .am  

77a.3. . .n.  1.3.3.  ..(am — n)  ' 

en  divisant  la  fraction  précédente  par  celle-ci,  on  aura,  pour  la 
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probabilité  de  x ,  ou  pour  la  valeur  initiale  de  V , 

 (i  .a. 5.  ..m)1,  i  .a. 3. .  .n.i .a.3. .  .(a*n — n) 

i  .3.3.  ..x.  1.3. 3...  (m— x).  1  .a.3...(n — x).i  .a. 3.  ..{m — n-f-x).  î  .«.S. .  .an»* 

Maintenant ,  si  l'on  observe  que  l'on  a  à  très-peu  près ,  lorsque 
«  est  un  grand  nombre  , 

on  trouvera  facilement  après  toutes  les  réductions,  en  faisant 

X—   3  ' 

et  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  qui  ne  sont  pas  multi- 
pliées par  fi*, 

en  faisant  donc 

y»  —   m  . 

on  aura 

Si  le  nombre  m  est  infiui,  alors  «'  =  î,  et  la  valeur  initiale  de 
V  est 


Sa  valeur,  après  un  nombre  quelconque  de  tirages,  est 


y.   a  ^  «  +  « 


\/nf.(i  +  c  ") 


.C 


Le  cas  de  m  infini  revient  à  celui  dans  lequel  les  urnes  A  et  B 
seraient  remplies ,  en  projetant  «.fois  une  pièce  qui  amènerait  in- 
iimëreninieBt  croix  ou  />ife,  et  mettant  dans  l'urne  ^,une  boul« 
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blanche,  chaque  fois  que  croix  arriverait,  et  une  boule  noire,  chaque 
fois  que  pile  arriverait  ;  et  faisant  l'inverse  pour  l'urne  B.  Car  il  est 
visible  que  la  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  de  l'urne  C,  est 
alors  -,  comme  celle  d'amener  croix  ou  pile. 

En  prenant  l'intégrale  fUdx ,  ou  |  fUdfi.  \/n ,  depuis  fi  =  —  a 
jusqu'à  (*.■==. a ,  on  aura  la  probabilité  que  le  nombre  des  boules 
blanches  de  l'urne  A,  sera  compris  dans  les  limites  db a.  Vre. 

On  peut  généraliser  le  résultat  précédent,  en  supposant  l'urne  A 
remplie  comme  au  commencement  de  ce  numéro ,  par  la  projection 
d'un  prisme  de  p+q  feces  latérales ,  dont  p  sont  blanches  et  q  sont 
noires.  On  a  vu  qu'alors  si  l'on  lait 

on  a  à  l'origine,  ou  lorsque  r  est  nul, 

Supposons  p  et  q  très-peu  différera,  ensorteque  l'on  ait 


on  aura 


1  » 


ou  à  très-peu  près  i*  =  a  j  donc 
U 


En  Élisant  donc 

 »+M-V£. 
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Supposons  maintenant  qu'après  un  nombre  quelconque  de  tirages, 

on  ait 

G"— «V 

y  nCw 

6  et  a  étant  des  fonctions  de  tj.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  l'équation  aux  différences  partielles  en  U ,  on  aura 

-(£)•[- -îJT->4-(^-"> 

=4.(e-.).[i-^r^]-8«.(^-«); 

d'où  l'on  tire  les  deux  équations  suivantes, 

En  les  intégrant ,  et  observant  qu'à  l'origine  de  *=  a  et  £=a , 
on  aura 

ce  qui  donne 

r  ,+c"*"  - 

Cherchons  maintenant  la  valeur  moyenne  du  nombre  des  boules 
blanches  contenues  dans  l'urne  A,  après  r  tirages.  Cette  valeur  est 
la  somme  des  produits  des  divers  nombres  des  boules  blanches , 
multipliées  par  leurs  probabilités  respectives  ;  elle  est  donc  égale 
à  l'intégrale 

a  a  * 

prise  depuis <x  jusqu'à  /i  =  oc.En  substituant  pour  J7 sa  valeur 
donnée  par  la  formule  (k) ,  on  aura ,  en  vertu  des  théorèmes  pré- 
cédens ,  pour  cette  intégrale  , 

A  l'origine  où  r  est  nul,  cette  valeur  est  {  n  -H  Z»wi ainsi  l'on  aura 
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Soi 


Zw  au  moyen  du  nombre  des  boules  blanches  que  l'urne  A  con- 
tient à  cette  origine. 

On  peut  obtenir  fort  simplement  de  la  manière  suivante,  la  valeur 
moyenne  du  nombre  des  boules  blanches,  après  r  tirages.  Imaginons 
que  chaque  boule  blanche  ait  une  valeur  que  nous  représente- 
rons par  l'unité ,  les  boules  noires  étant  supposées  n'avoir  aucune 
valeur.  11  est  clair  que  le  prix  de  l'urne  A  sera  la  somme  des  produits 
de  tous  les  nombres  possibles  de  boules  blanches  qui  peuvent  exister 
dans  l'urne ,  multipliés  par  leurs  probabilités  respectives  ;  ce  prix 
est  donc  ce  que  nous  avons  nommé  valeur  moyenne  du  nombre  des 
boules  blanches.  Nommons-le  z ,  après  le  tirage  r*"'.  Au  tirage  sui- 
vant ,  s'il  sort  une  boule  blanche ,  ce  prix  diminue  d'une  imité  ;  or 
si  l'on  suppose  que  x  est  le  nombre  des  boules  blanches  contenues 
dans  l'urne  après  le  tirage  r1™",  la  probabilité  d'en  extraira  une  boule 

blanche  sera  -n  ;  en  nommant  donc  U  la  probabilité  de  cette  suppo- 
sition, l'intégrale f^~^t  étendue  depuis  jc  =  o  jusqu'à  x  =  n, 
sera  la  diminution  de  z,  résultante  de  la  probabilité  d'extraire  une 
boule  blanche ,  de  l'urne.  Si  l'on  Eût ,  comme  ci-dessus ,  r-  =  r1, 

et  si  l'on  désigne  la  fraction  très-petite  ~  par  <//,  cette  diminution 

sera  égale  à  zdr'\  car  z  est  égal  à  fUxdx,  somme  des  produits  de» 
nombres  des  boules  blanches ,  par  leurs  probabilités  respectives. 
Le  prix  de  l'urne  A  s'accroît,  si  l'on  extrait  une  boule  blanche  de 
l'urne  B,  pour  la  mettre  dans  l'urne  A  \  or,  x  étant  supposé  le 
nombre  des  boules  blanches  de  l'urne  A,n  —  x  sera  celui  des 
boules  blanches  de  l'urne  B ,  et  la  probabilité  d'extraire  une  boule 


prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  =  n,  sera  l'accroissement  de  s. 
fU.  {n—x).dx  est  le  prix  de  l'urne  B  j  en  nommant  donc  z'  ce  prix, 
z'dr1  sera  l'accroissement  de  z  :  on  aura  donc 

dz  =  z'dr'—zdr'. 

La  somme  des  prix  des  deux  urnes  est  évidemment  égale  à  n , 


blanche  de  cette  dernière  urne,  sera  - — -: 

1  n  1 


en  multipliant  cette 


probabilité  par  la  probabilité  U  de  x  ;  l'inté; 
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nombre  des  boules  blanches  qu'elles  contiennent,  ce  qui  donne 
z'  =  n  —  r  ;  substituant  cette  valeur  de  z'  dans  l'équation  précé- 
dente, elle  devient 

dz  =5  (n— az).dr'  j 
d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

Lw  étant  une  constante  arbitraire  j  ce  qui  est  conforme  à  ce  qui 
précède. 

On  peut  étendre  toute  cette  analyse  ,  au  cas  d'un  nombre  quel- 
conque d'urnes  :  nous  nous  bornerons  ici  à  chercher  la  valeur 
moyenne  du  nombre  des  boules  blanches  que  chaque  urne  contient 
après  r  tirages. 

Considérons  un  nombre  e  d'urnes,  disposées circulairement ,  et 
renfermant  chacune  le  nombre  n  de  boules ,  les  unes  blanches , 
et  les  autres  noires  ;  «  étant  supposé  un  très-grand  nombre.  Suppo- 
sons qu'après  r  tirages ,  z.,  x„  «. , . .  soient  les  prix  respectifs 
des  diverses  urnes.  Chaque  tirage  consiste  à  extraire  en  même 
tems ,  une  boule  de  chaque  urne ,  et  à  fa  mettre  dans  la  suivante , 
en  partant  de  l'une  d'elles  dans  un  sens  déterminé.  Si  Ton  fait 

*  ss  /  et  J  s  d/  ;  on  aura ,  par  le  raisonnement  que  nous  venons 

de  faire  relativement  à  deux  urnes , 

dz,zs  J 

cette  équation  a  lieu  depuis  »  ss  1  jusqu'à  i  =  e —  1.  Dans  le  cas 
de  *  =    on  a 

<&.  =  (*,_,  —  xj.dr*} 

en  intégrant  ces  équations ,  et  supposant  qu'à  l'origine  les  prix  res- 
pectifs de  chaque  urne ,  ou  les  nombres  des  boules  blanches  qu'elles 
contiennent,  soient 

On  parvient  à  ce  résultat  qui  a  lieu  depuis  iso  jusqu'à «'==*— 1, 
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(    a..cos(^  —  af) 

(+A^.cos(af(t7+l)'-.^) 

le  signe  «y  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  s ,  depuis       1  jus- 
qu'à s  =  e,  et  a  étant  égal  à  sin  ~.  Le  terme  de  cette  expres- 
sion, correspondant  à  s  =  e,  est  indépendant  de  r*,  et  égal  à 
A,. . .  .-f-  A,_,  );  c'est-à-dire ,  à  la  somme  entière  des  boules 

blanches  des  urnes,  divisée  par  leur  nombre.  Ce  terme  est  la  limite 
de  l'expression  de  z,  ;  d'où  il  suit  qu'après  un  nombre  infini  de  tirages, 
les  prix  de  chaque  urne  sont  égaux  entre  eux. 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  probabilité  des  erreurs  des  résultats  moyens  d'un  grand 
nombre  d'observations  ,  et  des  résultats  moyens  les  plus 
avantageux. 

18.  Considérons  maintenant  les  résultats  moyens  d'un  grand 
nombre  d'observations  dont  on  connaît  la  loi  de  facilité  des  erreurs. 
Supposons  d'abord  que  pour  chaque  observation ,  les  erreurs  puissent 
être  également 

—  n,   — tiH-i,  -n  +  ar..-i,o,i,  2,   n— 1,  n. 

La  probabilité  de  chaque  erreur  sera  Si  l'on  nomme  s ,  le 

nombre  des  observations,  le  coefficient  de  c-'^V^  dans  le  dévelop- 
pement du  polynôme 

 H-c-^^-'-r-  î-f-cV^  _j_cr,«v.=7f 

sera  le  nombre  des  combinaisons  dans  lesquelles  la  somme  des 
erreurs  est  A  Ce  coefficient  est  le  terme  indépendant  de  c*V~x 
et  de  ses  puissances ,  dans  le  développement  du  même  polynôme 

multiplié  par  crl9^~-^  et  il  est  visiblement  égal  au  terme  in- 
dépendant de  «•  dans  le  même  développement  multiplié  par 

 ou  par  cos  As-,  on  aura  donc  pour  l'expression 

de  ce  coefficient , 

-  .fdtr .  cos  /.«• .  (  1+2  cos  <w-f- 2  cos  2<w  4-2  cos  n<t»)'7 


l'intégrale  étant  prise  depuis  <or=o  jusqu'à 
On  a  vu  dans  le  n*  56  du  premier  livre,  que  cette  intégrale  est  . 
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le  nombre  total  des  combinaisons  des  erreurs  est  (an+i)';  en 
divisant  la  quantité  précédente  par  celle-ci,  on  aura 

\/n.(n  +  i)  .istt  ' 

pour  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  des  *  observations 
sera  /. 

Si  l'on  fait   

la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  sera  comprise  dans  les 
limites  +  *T.yJn'{n+l)  s-  et  -2y.^>+ÎS  sera  égale  à 

Tintégrale  étant  prise  depuis  <=o  jusqu*à  t=zT.  Cette  expression 
a  lieu  encore  dans  le  cas  de  »  infini.  Alors  en  nommant  aa  l'inter- 
valle compris  entre  les  limites  des  erreurs  de  chaque  observation , 

on  aura  n  =s  a ,  et  les  limites  précédentes  deviendront  ± -T'^*'' 

ainsi  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  sera  comprise  dans 
les  limites  rfcar.  V*  est 

3.y/^./a>.c 

c'est  aussi  la  probabilité  que  Terreur  moyenne  sera  comprise  dans 
les  limites  db      ;  car  on  a  l'erreur  moyenne ,  en  divisant  par  « 

la  somme  des  erreurs. 

La  probabilité  que  la  somme  des  inclinaisons  des  orbites  de  « 
comètes,  sera  comprise  dans  des  limites  données,  en  supposant  toutes 
les  inclinaisons  également  possibles,  depuis  zéro  jusqu'à  l'angle  droit, 
est  évidemment  la  même  que  la  probabilité  précédente  ;  l'intervalle 
aa  des  limites  des  erreurs  de  chaque  observation  est,  dans  ce  cas, 
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l'intervalle  -  des  limites  des  inclinaisons  possibles  ;  alors  la  pro- 
babilité que  la  somme  des  inclinaisons  doit  être  comprise  dans  les 
limites  =fc  W'T^S  est  a .  \J ^Jdr.iT  *  j  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
que  l'an  a  trouve  dans  le  n*  i3. 

Supposons  généralement  que  la  probabilité  de  chaque  erreur 
positive  ou  négative,  soit  exprimée  par  x  et  n  étant  des 

nombres  infinis.  Alors ,  dans  la  fonction 


i  -f- a  cos  «•  -+-  a  cos  av-f-  a  cos  3«-. .  -4-  a  cos 

chaque  terme ,  tel  que  a  cos  x<t* ,  doit  être  multiplié  par  ç  ; 
or  on  a 

a*  g) .  cos      =  a*  ©  etc. 
En  faisant  donc 

*'  ==  -     tir' —  - 

la  fonction 

*  CD~^ 2  *  G)* cos  m  *** 2^  G) * cos  a,ïp — "^"a^  CD cos  1 

■ 

devient 

in.fdx'.f  (*')  fx'*dx'. <p{x') -f  etc.; 

les  intégrales  devant  être  étendues  depuis  jc'=o  jusqu'à  x's=i. 
Soit  alors 

k=s^f(Ix'.p(xf),   k"=fx'>dx'.<p(x'),  etc. 
La  série  précédente  devient 

(h*  \ 
i  —  ^- .       H-  etc.  \ 

Maintenant  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  des  *  obser- 
vations sera  comprise  dans  les  limites  rfc  /,  est ,  comme  il  est 
de  s'en  assurer  par  les  raisonnemens  précédera , 
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•  *  ■  • 

(*  G)+ 3<pG)- cos  • + 2*  G)-008  2ar-  •  •  r 

\  ,...  +  afQ.C06IHr  ) 

l'intégrale  étant  prise  depuis  «•  nul  jusqu'à  tr  :=  *  ;  ceUe  probabilité 
est  donc 

a.^^.j7tf».<ff.cosfcr.(i  —  etc.)'.  («) 

Supposons 

[i  —  j.r?<r*—  ctc.Js=c  j 

en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques,  on  aura  à  très-peu  prés  , 
lorsque  s  est  un  grand  nombre , 

ce  qui  donne 

Si  l'on  observe  ensuite  que  nk  ou  a.fdx.ç  exprimant  la  pro- 
babilité que  l'erreur  d'une  observation  est  comprise  dans  les  limites 
=fcn,  cette  quantité  doit  être  égale  à  l'unité  ;  la  fonction  («) 
deviendra 

i4.J5a.â,-'.c«(?4)1 

l'intégrale  relative  à  t  devant  être  prise  depuis  t  nul  jusqu'à 

<=*./».  ^/^,  ou  jusqu'à* =00,  n  étant  supposé  infini;  or  on  a, 
par  le  n»  a5  du  premier  Livre , 

1 

en  faisant  donc 
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la  fonction  («)  devient 

Ainsi  en  nommant,  comme  ci-dessus,  aa  l'intervalle  compris  entre 
les  limites  des  erreurs  de  chaque  observation ,  la  probabilité  que 
la  somme  des  erreurs  des  *  observations ,  sera  comprise  dans  les 

limites  db  ar .  y/s,  est 


Ar» 


si  p  0)  est  constant;  alors  ^=  6 ,  et  cette  probabilité  devient 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  l'on  a  trouvé  ci-dessus. 

Si  <p(0  ou  ?  (*0  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x> ', 

on  aura ,  par  la  méthode  du  n#  i5 ,  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  sera  comprise  dans  les  limites  =fc  ar.  V* ,  exprimée  par 
une  suite  de  puissances  *,  a*,  etc.  de  quantités  de  la  forme 
s— fAzhr.  V«,  dans  lesquelles  augmente  en  progression  arith- 
métique, ces  quantités  étant  continuées  jusqu'à  ce  qu'elles  deviennent 
négatives.  En  comparant  cette  suite  à  l'expression  précédente  de 
la  même  probabilité ,  on  obtiendra  d'une  manière  fort  approchée ,  la 
valeur  de  la  suite  ;  et  l'on  parviendra  ainsi  sur  ce  genre  de  suites , 
à  des  théorèmes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  donnés  dans  le 
n°  4a  du  premier  Livre ,  sur  les  différences  finies  des  puissances 
d'une  variable. 

Si  la  loi  de  facilité  des  erreurs  est  exprimée  par  une  exponen- 
tielle négative  qui  puisse  s'étendre  jusqu'à  l'infini,  et  généralement 
si  les  erreurs  peuvent  s'étendre  à  rinûâi  j  alors  a  devient  infini ,  et 
l'application .  de  la  méthode  précédente  peut  offrir  quelques  diffi- 
cultés. Dans  tous  ces  cas ,  on  fera 

x  _  „/      '   >_/ 
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h  étant  une  quantité  quelconque  finie ,  et  en  suivant  exactement 
l'analyse  précédente,  on  trouvera  pour  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  des  «  observations  est  comprise  dans  les  limites 
=fcAr.  V*, 


•.c 


expression  dans  laquelle  on  doit  observer  que  <p  ou  <p  {x1)  ex- 
prime la  probabibté  de  Terreur  ±x,  et  que  l'on  a 

*=  a/dr'.f  (x') ,    k"~fx"dx'.<p(x') , 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x'=  o  jusqu'à  x'  =  oo. 

19.  Déterminons  présentement  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  d'un  très-grand  nombre  d'observations  sera  comprise  dans 
des  limites  données,  abstraction  fàitc  du  signe  de  ces  erreurs, 
c'est-à-dire,  en  les  prenant  toutes  positivement.  Pour  cela,  consi- 
dérons la  suite 

$ étant  l'ordonnée  de  la  courbe  de  probabilité  des  erreurs, 

correspondante  à  l'erreur  rfcx,  et  x  étant  ainsi  que  tî,  considéré 
comme  formé  d'un  nombre  infini  d'unités.  Si  l'on  élève  cette  suite 
à  la  puissance  s ,  après  avoir  changé  le  signe  des  exponentielles 
négatives  j  le  coefficient  d'une  exponentielle  quelconque,  telle  que 
c(/+Mij.»l/— 1^  ja  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  prises 
abstraction  faite  du  signe ,  est  /  -f-  ps  ;  cette  probabilité  est  donc 

"       '  j  ....+  ^(0.c»^ 

l'intégrale  relative  à  tsr  étant  prise  depuis  <&  = — te  jusqu'à  <w=7r  • 
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car  dans  cet  intervalle  ,  l'intégrale  fàm.-c"*       ,  ou 

fdar. (cos  rw  —  V-—  î.sin  mr) 

disparaît ,  quel  que  soit  r ,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  nul. 
On  a ,  en  développant  par  rapport  aux  puissances  de  «• , 

(    ♦  ©+■•©+■•©  "H»©) 

—*"-lK)+>'*®-  •••+"•* 

l—  etc. 
En  faisant  donc 

n  7     n  ' 

sfdx' .<p  (x')  =  A  ,    fx'dx'.<p(x')  =  kt1    fx^dx9 (a?)  =  A", 
/yW.?(x')  ==*"',  /xW.f(x')  =  A",  etc., 

les  intégrales  étant  prises  depuis  nul  jusqu'à  a/  s=  î  ;  le  second 
membre  de  l'équation  (î)  devient 

*.log  «*-M.log(i-|-^-.  rvar  yCTTL-ÎL/iVr*—  etc.)— fistt  y/ — 1. 

l'erreur  de  chaque  observation  devant  tomber  nécessairement 
dans  les  limites  =fc  n ,  on  a  nk  =  î  ;  la  quantité  précédente  devient 

en  £ûsant  donc 

et  négligeant  les  puissances  de  <w  supérieures  au  carré ,  cette  quan- 
tité se  réduit  à  son  second  terme,  et  la  probabilité  précédente 
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devient 


(W— aA' 

— -,  ir   j,"    —  i  -  - 


— /♦  y — i —   j; — -.s.  n*«* 


as- 
Soit 

\ZAA"—  a*'»'  n.V^j'  » 

l'intégrale  précédente  devient 


Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  *== —  oo  jusqu'à  <  =  oo;  et 
alors  la  quantité  précédente  devient 

cv 

g  — r 

 7=  7e*  c  ' 

En  la  multipliant  par  <tf  ou  par  m/r.  y/s ,  l'intégrale 

sera  la  probabilité  que  la  valeur  de  / ,  et  par  conséquent ,  la 
somme  des  erreurs  des  observations  est  comprise  dans  les  limites 

^-.ûwdcar.  S/s,  =fca  étant  les  limites  des  erreurs  de  chaque  obser- 
vation ,  limites  que  nous  désignons  par  zhn ,  quand  nous  les  conce- 
vons partagées  dans  une  infinité  de  parties. 

On  voit  ainsi  que  la  somme  des  erreurs,  la  plus  probable,  abs- 
traction faite  du  signe,  est  celle  qui  répond  à  r=o.  Cette  somme 

afc'  ai'  i 

est  -Y'as.  Dans  le  cas  où  ?(jr)est  constant,  —  =  -  ,  la  somme 

des  erreurs,  la  plus  probable ,  est  donc  alors  la  moitié  de  la  plus 
grande  somme  possible ,  somme  qui  est  égale  à  sa.  Mais  si  <p  {x) 
n'est  pas  constant  et  diminue  à  mesure  que  l'erreur  x  augmente  , 

alors     est  moindre  que  i ,  et  la  somme  des  erreurs ,  abstraction 
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fuite  du  signe ,  est  au-dessous  de  la  moitié  de  la  plus  grande  somme 

possible. 

On  peut,  par  la  même  analyse,  déterminer  la  probabilité  que  la 
somme  des  carrés  des  erreurs ,  sera  /  -+-  ;  il  est  facile  de  voir 
que  celte  probabilité  a  pour  expression ,  l'intégrale 

(  ....  -f-  2<P©-      ^  j 


prise  depuis  <ar  5=—-*,  jusqu'à  ws=».  En  suivant  exactement  l'ana- 
lyse précédente,  on  aura 

an'.k* 

et  en  faisant 

la  probabilité  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  des  5  observa- 
tions sera  comprise  dans  les  limites  ~  .a'szka'r.  V*,  sera 


La  somme  la  plus  probable  est  celle  qui  répond  à  r  nul  ;  elle  est 
donc  -j-.a*.*.  Si  *  est  un  très-grand  nombre,  le  résultat  des  obser- 
vations s'écartera  très-peu  de  cette  valeur ,  et  par  conséquent  il  fera 

a*  h" 

connaître  à  très-peu  près  le  fâcteur  — j-. 

ao.  Lorsque  Ton  veut  corriger  un  élément  déjà  connu  à  fort 
peu  près,  par  l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'observations,  on 
forme  des  équations  de  condition  de  la  manière  suivante.  Soit  r 
la  correction  de  l'élément ,  et  £  l'observation  ;  l'expression  analy- 
tique de  celle-ci  sera  une  fonction  de  l'élément.  En  y  substituant, 
au  lieu  de  l'élément,  sa  valeur  approchée,  plus  la  correction  z  • 
eu  réduisant  en  série  par  rapport  à  z ,  et  négligeant  le  carré  de  z; 

cette 
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cette  fonction  prendra  la  forme  h-j-pz  -,  en  l'égalant  à  la  quantité 
observée  C ,  on  aura 

€  =3  h  -f  -  pz  ; 

z  serait  donc  déterminé ,  si  l'observation  était  rigoureuse;  mais 
comme  elle  est  susceptible  d'erreur,  en  nommant  «cette  erreur, 
on  a  exactement,  aux  quantités  près  de  l'ordre  **, 

et  en  faisant  C — h=<t,  on  a 

t—pz — et. 

Chaque  observation  fournit  une  équation  semblable ,  que  l'on  peut 
représenter  pour  l'observation  (H-i)lmS  par  celle-ci 

En  réunissant  toutes  .ces  équations ,  on  a 

i 

le  signe  S  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i=  o 
jusqu'à  t=a—  i,*  étant  le  nombre  tvtal  des  observations.  En 
supposant  nulle  la  somme  des  erreurs ,  cette  équation  donne 

c'est  ce  que  l'on  nomme  ordinairement ,  résultat  moyen  des  obser- 
vations. 

On  a  vu  dans  le  n*  18 ,  que  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  des  «  observations  sera  comprise  dans  les  limites 
z&ar.^s ,  est 


Sf^fdr.i 


Nommons  dh  u  l'erreur  du  résultat  x;  en  substituant  dans  l'équa- 

tion  (1),  =fcar.  ys  au  lieu  de  S.t0,  et  j-^  dsu  au  lieu  de  z, 
elle  donne  .  1 

4o 
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la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat  sera  comprise  dans  lesï- 
mites  db  u  est  donc , 

• 

Au  lieu  de  supposer  nulle  la  somme  des  erreurs,  on  peut  suppo- 
ser nulle  une  fonction  quelconque  linéaire  de  ces  erreurs,  que 
nous  représenterons  ainsi, 

m ,  m(0,  m(0,  etc.  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  En 
substituant  dan»  cette  fonction  (m),  au  Heu  de  c,  é{i),  etc.,  leurs 
valeurs  données  par  les  équations  de  condition  ,  elle  devient 

en  égalant  donc  à  zéro ,  la  fonction  (m) ,  on  a 

Soit  u  Terreur  de  ce  résultat ,  ensorte  que  l'on  ait 
la  fonction  (m)  devient 

Déterminons  la  probabilité  de  Terreur  u ,  lorsque  les  observations 
sont  èn  grand  nombre. 
Pour  cela ,  considérons  le  produit 

le  signe  /  détendant  à  toutes  les  valeurs  de  x ,  depuis  la  valeur 
négative  extrême  de  x,  jusqu'à  sa  valeur  positive  extrême. 

<P  (*)  est ,  comme  dans  les  numéros  précédens ,  la  probabilité  d'une 

erreur  x ,  dans  chaque  observation  ;  x  étant  supposé  ,  ainsi  que  a, 


Digitized  by  Google 


DES  PROBABILITÉS.  5i5 

formé  d'une  infinité  de  parties  prises  pour  unité.  1!  est  clair  que 

le  coefficient  d'une  exponentielle  quelconque  c** v/"~',  dans  le  dé- 
veloppement de  ce  produit ,  sera  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  des  observations,  multipliées  respectivement  par  m,  m(0,  etc., 
c'est-à-dire,  la  fonction  (m),  sera  égale  à  l;  en  multipliant  donc  le 

produit  précédent  par  c~~  l*V—i^  je  terme  indépendant  de  c~ 
et  de  ses  puissances,  dans  ce  nouveau  produit,  exprimera  cette  pro- 
babilité. Si  l'on  suppose,  comme  nous  le  ferons  ici,  la  probabilité 
des  erreurs  positives ,  la  même  que  celle  des  erreurs  négatives  ; 

on  pourra,  dans  la  somme  f.ç(^. cm*~  ^*~*»  réunir  les  termes 

multipliés,  l'un  par  c**~        et  l'autre  par  c~  alors  cette 

somme  prend  la  forme  a/fc  (?).co$mxw.  Il  en  est  de  même  de 

toutes  les  sommes  semblables.  De  là  il  suit  que  la  probabilité  que  la 
fonction  (m)  sera  égale  à  / ,  est  égale  à 


l'intégrale  étant  prise  depuis  <w  =s  —  *  jusqu'à  <sr  =w.  On  a  en 
réduisant  les  cosinus  en  séries , 

/<p(f).cos  m**r=y*(f)- i.mW.**.f£.* (f)+etc. 

Si  l'on  lait  ï  =  xf,  et  si  l'on  observe  que  la  variation  4e  *  étant 
l'unité ,  on  a  dx*  =  -:  on  aura 

a 

Nommons,  comme  dans  les  numéros  précédens  ,  k  l'intégrale 
a/tir' .  <p  (  j/) ,  prise  depuis  x'  nul  jusqu'à  sa  valeur  positive  extrême  ; 
nommons  pareillement  k'  l'intégrale  fx,tdx'i  prise  dans  les  mêmes 
limites,  et  ainsi  de  suite  ;  nous  aurons 

*fP     •  COS  mawr  =zak.(i — j.  m*a*a  ■«+-      .  mW*4—  etc.). 
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Le  logarithme  do  second  membre  de  cette  équation  est 

k'               kk"  —  Bk'* 
—  -j .  m»a'trM  ^£ —  •  —  etc.  -t-log  ak , 

ah  ou  2a. fila/,  f  (y)  exprime  la  probabilité  que  Terreur  de  chaque 
observation,  sera  comprise  dans  ses  limites,  ce  qui  est  certain;  on 
a  donc  ai = 1  ;  ce  qui  réduit  le  logarithme  précédent  à 

—  j  .m*a*4rM  .mVir4 — etc. 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  le  produit 

a/ip(f).cos  mxm  X  a^(^).cos/nt'>xw...  X  a/?(^).COSm^^ 
est 

If 

/   ,   M"  — 6*'»     .    .  -    ^  ,       \  — 

(H  ^51  .a^.^.ro^+etcj.c    *  j 

Fintégrale  précédente  (i)  se  réduit  donc  à 

JL./ï/<r.{i  -f-  kh\^k^- .a^^.y.m^+etc.] 

X  c 

En  faisant  ca'Wssj',  cette  intégrale  devient 

— ^./<fir.{i-f  jjjp  _.|4+etcJ 

X.  *'    '  i"' 

S.mco\  S.m(i*t  etc.  sont  évidemment  des  quantités  de  l'ordre 
ainsi  £i^iî  est  de  l'ordre    ;  en  négligeant  donc  les  termes  de  ce 
dernier  ordre ,  vis-à-vis  de  l'unité ,  la  dernière  intégrale  se  réduit  a 


h  \/=7      k'   S.tnV*  „ 
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L'intégrale  relative  à  «r  devant  être  prise  depuis  tr.  jusqu'à 

tff  =  * ,  l'intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  t  =  — a».  |/î 
jusqu'à  f  =  «w.  \/î  ;  et  dans  ces  cas,  l'exponentielle  sous  le  signe  f 
est  insensible  à  ces  deux  limites ,  soit  parce  que  s  est  un  grand 
nombre ,  soit  parce  que  a  est  ici  suppose'  divise  dans  une  infinité  de 
parties  prises  pour  unité  ;  on  peut  donc  prendre  l'intégrale  depuis 
t= — oc  jusqu'à  *=oo.  Faisons 

l  —  \   £  aa.k'.S-.^Ki  ' 

la  fonction  intégrale  précédente  devient 

A/* 

.fdd.c. 


/w  'J 

L'intégrale  relative  à  i  doit  être  prise,  comme  l'intégrale  relative 
à  t  ,  depuis  t'= —  oo  jusqu'à  ï  s=  oo  j  ce  qui  réduit  la  quantité  pré- 
cédente à  celle-ci , 

"~4A'.«».i'.mW« 


Si  l'on  fait  /  =ar.V*j  et  si  l'on  observe  que  la  variation  de  /  étant 
Funité ,  l'on  a  adr=  1 ,  on  aura 


kr*.s 


Av 


.fdr.c 


pour  la  probabilité  que  la  fonction  (m)  sera  comprise  dans  les  limites 
zéro  et  ar.y/s,  l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul. 

Nous  avons  besoin  ici  de  connaître  la  probabilité  de  l'erreur  u  , 
de  l'élément  déterminé  en  faisant  nulle  la  fonction  (m).  Cette  fonc- 
tion étant  supposée  égale  à  /  ou  à  ar.y/s;  on  aura ,  par  ce  qui 
précède, 
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en  substituant  cette  valeur  dans  la  fonction  intégrale  précédente, 
elle  devient 


c'est  l'expression  de  la  probabilité  que  la  valeur  de  u  sera  com- 
prise dans  les  limites  zéro  et  u  :  c'est  aussi  l'expression  de  la  pro- 
babilité que  u  sera  compris  dans  les  limites  zéro  et  —  u.  Si  l'on 
Jait   


la  probabilité  précédente  devient 

— =.fdt.c 

Maintenant  la  probabilité  restant  la  même ,  t  reste  le  même ,  et  l'in- 
tervalle des  deux  limites  de  u ,  6e  resserre  d'autant  plus  que 

a .  y/^- .  ^^(,y<>  est  plus  petit  Cet  intervalle  restant  le  même , 

la  valeur  de  / ,  et  par  conséquent  la  probabilité  que  l'erreur  de 
l'élément  tombe  dans  cet  intervalle ,  est  d'autant  plus  grande ,  que 

la  même  quantité  a.^/^.  yfti.yi^  ^  plus  petite;  il  faut  donc 

choisir  le  système  de  facteurs  m(0,  qui  rend  cette  quantité  un 
minimum i  et  comme  a,  kt  K'  sont  les  mêmes  dans  tous  ces 

systèmes ,  il  fout  choisir  le  système  qui  rend  un  minimum. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat,  de  cette  manière.  Repre- 
nons l'expression  de  la  probabilité  que  u  sera  compris  dans  les 
limites  zéro  et  u.  Le  coefficient  de  du  dans  la  différentielle  de  cette 
expression ,  est  l'ordonnée  de  la  courbe  des  probabilités  des  erreurs 
u  de  l'élément ,  erreurs  représentées  par  Pabscisse  »  de  cette  courbe, 
que  l'on  peut  étendre  à  l'infini ,  de  chaque  côte  de  l'ordonnée  qui 
répond  à  «  nul.  Cela  posé,  toute  erreur,  soit  positive ,  soit  néga- 
tive ,  doit  être  considérée  comme  un  désavantage  ou  une  perte 
réelle,  à  un  jeu  quelconque  -}  or,  par  les  principes  de  la  théorie 
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des  probabilités,  exposes  au  commencement  de  ce  Livre,  on  éva- 
lue ce  désavantage ,  en  prenant  la  somme  de  tous  les  produits  de 
chaque  désavantage  par  sa  probabilité  ;  la  valeur  moyenne  de 
l'erreur  à  craindre  en  plus ,  est  donc  la  somme  des  produits  de 
chaque  erreur  par  sa  probabilité  ;  elle  est  par  conséquent  égale  à 
l'intégrale 

*u'.(J.m('V>î» 
fudu.S.mWpW.c  ^ 


prise  depuis  u  nul  jusqu'à  u  infini  ;  ainsi  cette  erreur  est 

Cette  quantité  prise  avec  le  signe  —,  donne  l'erreur  moyenne  à 
craindre  en  moins.  Il  est  visible  que  lé  système  des  facteurs  nP 
qu'il  faut  choisir,  doit  être  tel  que  ces  erreurs  soient  des  minima,zt 

par  conséquent  tel  que  $  8011 1X11  minimum. 

Si  l'on  differentie  cette  fonction  par  rapport  à  m(0,  on  aura 
en  égalant  sa  différentielle  à  zéro,  par  la  condition  du  minimum, 

Cette  équation  a  lieu  quel  que  soit  i  ;  et  comme  la  variation  de  i 

ne  fait  point  changer  la  fraction  s  ^y.^  ;  en  nommant  /*  cette 
fraction ,  on  aura 

m  =  ft.p ,    m(,)  es  fi.^\. . .  .m<-°  =  /A.p<-,'>  ; 

et  l'on  peut,  quels  que  soient  p,  p<'\  etc.,  prendre  fi  tel  que  les 
nombres  m,  m(l>,  etc.  soient  des  nombres  entiers,  comme  l'analyse 
précédente  le  suppose.  Alors  on  a 

* 
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et  l'erreur  moyenne  à  craindre  devient 


c'est  dans  tontes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  les  facteurs 
m ,  m(,),  etc. ,  la  plus  petite  erreur  moyenne  possible. 

Si  l'on  fait  les  valeurs  de  m ,  m(0,  etc.  égales  à  db  1  ;  Terreur 
moyenne  à  craindre  sera  plus  petite  lorsque  le  signe  =fc  sera  déter- 
miné de  manière  que  m(0/?w  soit  positif;  ce  qui  revient  à  supposer 
1  =  m=m(0=  etc.,  et  à  préparer  les  équations  de  condition, 
de  sorte  que  le  coefficient  de  z  dans  chacune  d'elles ,  soit  positif; 
c'est  ce  que  l'on  fait  dans  la  méthode  ordinaire.  Alors  le  résultat 
moyen  des  observations  est 

_  s.«w 

et  l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins ,  est 

mais  cette  erreur  surpasse  la  précédente  qui ,  comme  on  l'a  vu  , 
est  la  plus  petite  possible.  On  peut  s'en  convaincre  d'ailleurs  de 
cette  manière.  U  suffit  de  faire  voir  que  l'on  a  l'inégalité 

ou 

En  effet,  zpp™  est  moindre  que  pr+p***,  puisque  (^—pY  est 
une  quantité  positive  ;  on  peut  donc,  dans  le  second  membre  de  l'iné- 
galité précédente  ,  substituer  pour  2#/°,  p'+p^—f,  /  étant 
une  quantité  positive.  En  faisant  des  substitutions  semblables  pour 
tous  les  produits  semblables ,  ce  second  membre  sera  égal  au  pre- 
mier, moins  une  quantité  positive. 

Le 
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Le  résultat 

auquel  correspond  le  minimum  d'erreur  moyenne  à  craindre ,  est 
celui  que  donne  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  des 
observations  ;  car  la  somme  de  ces  carrés  étant 

la  condition  du  minimum  de  cette  fonction ,  en  faisant  varier  z , 
donne  pour  cette  variable,  l'expression  précédente;  cette  méthode 
doit  donc  être  employée  de  préférence ,  quelle  que  soit  la  loi  de  fàci- 

k" 

litédes  erreurs,  loi  dont  dépend  le  rapport  j. 

Ce  rapport  est  y,  si  f(x)  est  une  constante;  il  est  moindre 
que  y,  si?  (x)  est  variable,  et  tel  qu'il  diminue  à  mesure  que  x 
augmente ,  comme  il  est  naturel  de  le  supposer.  En  adoptant  la 
loi  moyenne  des  erreurs  que  nous  avons  donnée  dans  le  n*  i5,  et 

suivant  laquelle  <p  (x)  est  égal  à  ^.log  £  ,  on  a  ^  =      Quant  aux 

limites rb  a,  on  peut  prendre  pour  ces  limites,  les  écarts  du  résultat 
moyen ,  qui  feraient  rejeter  une  observation. 

Mais  on  peut,  par  les  observations  mêmes ,  déterminer  le  facteur 
a.^~  de  l'expression  de  l'erreur  moyenne.  En  effet ,  on  a  vu 
dans  le  n*  précédent ,  que  Ja  somme  des  carrés  des  erreurs  des  obser- 
vations,  est  à  très-peu  près  a*,  -j-,  et  que  si  elles  sont  en  grand 

nombre ,  il  devient  extrêmement  probable  que  la  somme  obser- 
vée ne  s'écartera  pas  de  cette  valeur ,  d'une  quantité  sensible  ;  on 
peut  donc  les  égaler  ;  or  la  somme  observée  est  égale  à  S.J*,  ou 

àS.(//5.z-«w)*,  en  substituant  pour  z  sa  valeur  S'J^^-  on 
trouve  ainsi , 

L'expression  précédente  de  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  le 

4i 
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résultat  z,  devient  alors 

expression  dans  laquelle  il  n'y  a  rien  qui  ne  soit  donné  par  les 
observations  et  par  les  coefficiens  des  équations  de. condition. 

21.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  deux  élémens  à  corriger 
par  l'ensemble  d'uu  grand  nombre  d'observations.  En  nommant 
z  et  z  les  corrections  respectives  de  ces  élémens  ,  on  formera , 
comme  dans  le  numéro  précédent,  des  équations  de  condition, 
qui  seront  comprises  dans  cette  forme  générale 

tw  étant,  comme  dans  ce  numéro,  l'erreur  de  l'observation  (t'-H  )lemt. 
Si  l'on  multiplie  respectivement  par  m,  m(0,. .  .m(,-,)  ces  équations, 
et  que  l'on  ajoute  ensemble  ces  produits ,  on  aura  une  première 
équation  finale 

En  multipliant  encore  les  mêmes  équations  respectivement  par 
«,  n<,),r..n(,_,),  et  ajoutant  ces  produits,  on  aura  une  seconde 
équaliop  finale 

5.  /W>=s .  S.  «(>w  -hz'.S.  «<V°—  S.  «<'V* 

le  signe ^s'étendant  ici,  comme  dans  le  numéro  précédent,  à  toutes 
les  valeurs  de  /,  depuis  is=o  jusqu'à  i  =*  —  j. 

Si  l'on  suppose  nulles  les  deux  fonctions  S.  m('¥°,  5.  «co.(,),  fonctions 
que  nous  désignerons  respectivement  par  (m)  et  (  « )  ;  les  deux 
équations  finales  précédentes  donneront  les  corrections  z  et  z' 
des  deux  élémens.  Mais  ces  corrections  sont  susceptibles  d'erreurs 
relatives  à  celle  dont  la  supposition  que  nous  venons  de  faire ,  est 
elle-même  susceptible.  Concevons  donc  que  les  fonctions  (m)  et  (n), 
au  lieu  d'être  nulles,  soient  respectivement  /  et/',  et  nommons  u 
ci  u'  les  erreurs  correspondantes  des  corrections  z  et  z,  détermi- 
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nées  par  ce  qui  précède;  les,' deux  équations  finales  deviendront 

l'=u.S.  nUjpM  -hu'.S. 

Il  faut  maintenant  déterminer  les  facteurs  m,  m(,),  etc.  ;  n ,  n(,),  etc., 
de  manière  que  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  chaque  élément,' 
soit  un  minimum.  Pour  cela ,  considérons  le  produit 

©•  c-''"-+'"')*  ^  X/>  g).  c-0°«~+»«->^ . . 

le  signe  /  se  rapportant  à  toutes  les  râleurs  de  *,  depuis  *= —  a 

jusqu'à  *  =  a  ,  <p      étant ,  comme  dans  le  numéro  précédent , 

la  probabilité  de  l'erreur  x,  ainsi  que  de  l'erreur  —  x.  La  fonc- 
tion précédente  devient ,  en  réunissant  les  deux  exponentielles 
relatives  à  x  et  à  —  x, 

a/P0)-cos  (mw+nx*»')  X  2/$(?).cos(m<°Jw4w»<'W'). . . 

. . . .  X  a/p       cos  (/*<'-' W-f-*<*-*>jcw-') , 


le  signe  /  s'étendant  ici  à  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  x  =  o 
jusqu'à x=a\  x  étant  supposé,  ainsi  que  a,  divisé  dans  une  infi- 
nité de  parties  prises  pour  unité.  Présentement,  il  est  clair  que  le 
terme  indépendant  des  exponentielles ,  dans  le  produit  de  la  fonc- 
tion précédente,  par  c~ l*  «?  est  ia  probabilité  que  la 
somme  des  erreurs  de  chaque  observation ,  multipliées  respecti- 
vement par  m,  m(,),ctc.  ou  la  fonction  (m),  sera  égal  à  /,  en  même 
tems  que  la  fonction  («) ,  somme  des  erreurs  de  chaque  observa- 
tion,  multipliées  respectivement  par  ra,  n(0,  etc.,  sera  égal  à 
cette  probabilité  est  donc 

,   .       \        afd  - \cos  (m*+n>wr)x  / 

^.ffd^.o-"^-r-^-.\     '™  [ 

4  ( . .  .xs/»Q.coiCml->.4-»<->«')iJ 
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les  intégrales  étant  prises  depuis  <v  et  tr'  égaux  à  — tt,  jusqu'à  tr 
et  <»'  égaux  à      Cela  posé  ; 

En  suivant  exactement  l'analyse  du  numéro  précédent ,  on  trouve 
que  la  fonction  précédente  se  réduit  à  très-peu  près  à 

* 

±.ffd~.d.'.c 

k  et  ayant  ici  la  même  signification  que  dans  le  numéro  cité.  On 
voit  encore ,  par  le  même  numéro ,  que  les  intégrales  peuvent 
s'étendre  depuis  avr = — oo,  a«w'^  —  oc ,  jusqu'à  otr  ~  x>  et 
<i4r/  =  oo.  Si  l'on  fait 

_,_«»'.  S.  m<Oiit'>  _JM^EL 

aA"o  '    S.m«\S.nCO»— (S.mWiiCO)-  ; 

si  l'on  fait  ensuite 

E  =  5.  m<'> .  S.         (5 .  m<'V*)*j 
la  double  intégrale  précédente  devient 


rrdt.de 


En  prenant  les  intégrales  dans  les  limites  infinies  positives  et  né- 
gatives ,  comme  celles  relatives  à  atr  et        on  aura 


k      fi.  S.  n«»  —  iW .  5.  m  WjiW  +  f .  S .  m<0« 


À? 


.C 


11  fout  maintenant,  pour  avoir  la  probabilité  que  les  valeurs  de  ' 
et  de  /'  seront  comprises  dans  des  limites  données,  multiplie 
cette  quantité  par  itt.dl\  et  l'intégrer  ensuite  dans  ces  limites. 
nommant  X  cette  quantité,  la  probabilité  dont  il  s'agit  sera  donc 
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ffXdl.dt.  Mais  pour  avoir  la  probabilité  que  les  erreurs  u  et  u' 
des  corrections  des  élémens  seront  comprises  dans  des  limites 
données ,  il  faut  substituer  dans  cette  intégrale ,  au  lieu  de  /  et  de  /', 
leurs  valeurs  en  u  et  u'.  Or  si  Ton  diflërcntic  les  expressions  de  /  et 
de  r,  en  supposant  /'  constant,  on  a 

dl=  du.S.m<Y°  +  du' .S.mMqU, 
o=  du.S.  ««p«  -f-  du'.S.nWf*; 

ce  qui  donne 

d l  =  du '  LS  ml0^°  S.n^O  -  S. nCOpCO . S . m^qW] 

Si  l'on  difterentic  ensuite  l'expression  de  f,  en  supposant  u  cons- 
tant, on  a 

dFz=du'.S.n^ 

on  aura  donc 

di .  dv =[s .  m«/>w .  s .  «<y  .  s.  «<y 0  •  s*  »( V°J  • rfw  • 

En  faisant  ensuite 

+  S.mU\(S.n<'y»y, 
-f- S.  ire**.  (5.  nPy*)-, 

la  fonction  (o)  devient 

Intégrons  d'abord  cette  fonction  depuis  u'  =  —  oo  jusqu'à  »'a=  oo. 
Si  l'on  fait 
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et  ai  l'on  prend  l'intégrale  depuis  t— — co  jusqu'à  t=  oo ,  on  aura 
en  ne  considérant  que  la  variation  de  m', 


ftu«    FH  —  c» 

du      I      _W  '  ÊU 

Or  on  a 

E      —  1  > 


ME 


l'intégrale  précédente  devient  donc 

/•  /    du  t/~T~  ~^FVJ 

On  aura ,  par  le  numéro  précédent ,  l'erreur  moyenne  à  craindre 
en  plus  ou  en  moins,  sur  la  correction  du  premier  élément,  en 
multipliant  la  quantité  sous  le  signe  /  par  d=  u ,  et  prenant  l'iu- 
tégrole  depuis  w=o  jusqu'à  u  =  00,  ce  qui  donne  pour  cette 
erreur , 

W? 

le  signe  •+•  indiquant  l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus ,  et  le 
signe  — ,  l'erreur  moyenne  à  craindre  en  moins. 

Déterminons  présentement  les  facteurs  m(0  et  nw,  de  manière 
que  cette  erreur  soit  un  minimum.  En  faisant  varier  m(0  seul ,  on  a 

f    qW.S.n<.0\S.mWqW—nW.S.mWq&.S.nWiiO)  i 
+  dm®  *  -<7(0  •  5.mtO«W  ■  S •  i»Cy 0+m(0 .  {S .  rfO^O)»  / 

H. 

11  est  facile  de  voir  que  cette  différentielle  disparaît,  si  l'on  sup- 
pose dans  les  coefhciens  de  rf/n(0, 

ft  étant  un  coefficient  arbitraire  indépendant  de  * ,  et  au  moyen 
duquel  on  peut  rendre       et  n(0  des  nombres  entiers  j  la  suppo- 
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shion  précédente  rend  donc  nulle  la  différentielle  de  Zj-  ,  prise  par 

rapport  à  m<0.  On  verra  de  la  même  manière ,  que  cette  suppo- 
sition rend  nulle  la  différentielle  de  la  même  quantité ,  prise  par 
rapport  à  «w.  Ainsi  cette  supposition  rend  un  minimum ,  Terreur 
moyenne  a  craindre  sur  la  correction  du  premier  élément  \  et  Ton 
verra  de  la  même  manière  ,  qu'elle  rend  encore  un  minimum , 
l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  la  correction  du  second  élé- 
ment, erreur  que  l'on  obtient  en  changeant  dans  l'expression  de  la 
précédente ,  H  en  F.  Dans  cette  supposition ,  les  corrections  des 
deux  élémens  sont 

S  S .  /jtO  '.S.  ç  C«>—  (5  ./jCO/0)  »  * 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  corrections  sont  celles  que  donne  la 
méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  des  observations ,  ou  du 
minimum  de  la  fonction 

d'où  il  suit  que  cette  méthode  a  généralement  lieu ,  quel  que  soit 
le  nombre  des  élémens  à  déterminer  ;  car  il  est  visible  que  l'ana- 
lyse précédente  peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  d'élémens. 

En  substituant  pour  a.  y^,  la  quantité  y  à  laquelle  on 

peut,  par  le  n*  20,  le  supposer  égal ,  é,  «(,),  etc.  étant  ce  qui  reste 
dans  les  équations  de  condition ,  après  y  avoir  substitué  les  cor- 
rections données  par  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  ; 
l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  le  premier  élément ,  est 


sj 


2iX- 


L'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins  sur  le  second 
élément,  est 


- 
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d'où  l'on  voit  que  le  premier  élément  est  plus  ou  moins  bien 
déterminé  que  le  second,  suivant  que  S.q°*  est  plu»  petit  ou  plus 
grand  que  S.jt0*. 

Si  les  r  premières  équations  de  condition  ne  renferment  point  y, 
et  si  les  s  —  r  dernières  ne  renferment  point />;  alors  S.pVçf°z=o, 
et  les  formules  précédentes  coïncident  avec  celle  du  numéro 
précédent. 

On  peut  obtenir  ainsi  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  chaque 
élément  détermine  par  la  méthode  des  moindres  carrés  des 
erreurs ,  quel  que  soit  le  nombre  des  élémens ,  pourvu  que  l'on 
considère  un  grand  nombre  d'observations.  Soient  z,  z',z",  z"\  etc., 
les  corrections  de  chaque  élément ,  et  représentons  généralement 
les  équations  de  condition ,  par  la  suivante, 

«O—        +  ^.«"-f-  *C0.z'"4-  etc.  —  *(0. 

Dans  le  cas  d'un  seul  élément ,  l'erreur  moyenne  à  craindre  est , 
comme  on  l'a  vu, 

(") 


sur  y/S.uW» 


Lorsqu'il  y  a  deux  élémens ,  on  aura  l'erreur  moyenne  à  craindre 
sur  le  premier  élément,  en  changeant  dans  la  fonction  (a),  S.f 

dans  S.jfi*—  ^yj^-'j  cc      donnc  Pour  cette  erreur, 

Lorsqu'il  y  a  trois  élémens ,  on  aura  l'erreur  à  craindre  sur  le  pre- 
mier élément,  en  changeant  dans  cette  expression  (a'),  S.ql'*àan& 

S  Y*  dans  ^^jr^-i     qui  donne  pour  cette  erreur, 


I)aus 
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îs  le  cas  de  quatre  élémens,  on  aura  l'erreur  moyenne  à  craindre 
sur  le  premier  élément ,  en  changeant  dans  cette  expression  (a") , 

etc.  En  continuant  ainsi ,  on  aura  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur 
le  premier  élément,  quel  que  soit  le  nombre  des  élémens.  En 
changeant  dans  l'expression  de  cette  erreur,  ce  qui  est  relatif  au 
premier  élément ,  dans  ce  qui  est  relatif  au  second,  et  récipro- 
quement; on  aura  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  le  second  élé- 
ment, et  ainsi  des  autres. 

De  là  résulte  un  moyen  simple  de  comparer  entre  elles  diverse» 
tables  astronomiques ,  du  côté  de  la  précision.  Ces  tables  peuvent 
toujours  être  supposées  réduites  à  la  même  forme,  et  alors  elles 
ne  différent  que  par  les  époques,  les  moyens  mouvemens,  et  les 
coeffîciens  de  leurs  argumens  j  car  si  l'une  d'elles ,  par  exemple  , 
contient  un  argument  qui  ne  se  trouve  point  dans  les  autres ,  il  est 
clair  que  cela  revient  à  supposer  dans  celles-ci ,  ce  coefficient  nul. 
Maintenant ,  si  Ton  comparait  ces  tables  à  la  totalité  des  bonnes  obser- 
vations ,  en  les  rectifiant  par  cette  comparaison  ;  ces  tables  ainsi  rec- 
tifiées ,  satisferaient,  par  ce  qui  précède ,  à  la  condition  que  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  qu'elles  laisseraient  subsister  encore ,  soit 
un  minimum.  Les  tables  qui  approcheraient  le  plus  de  remplir  cette 
condition ,  mériteraient  donc  la  préférence  ;  d'où  il  suit  qu'en  com- 
parant ces  diverses  tables,  à  un  nombre  considérable  d'observa- 
tions ,  la  présomption  d'exactitude  doit  être  en  faveur  de  celle 
dans  laquelle  la  somme  des  carres  des  erreurs  est  plus  petite  que 
dans  les  autres. 

aa.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  les  facilités  des  erreurs  posi- 
tives, les  mêmes  que  celles  des  erreurs  négatives.  Considérons  main- 
tenant le  cas  général  dans  lequel  ces  facilités  peuvent  être  diffé- 
rentes. Nommons  a  l'intervalle  dans  lequel  les  erreurs  de  chaque 
observation  peuvent  s'étendre,  et  supposons-le  partagé  dans  un 
nombre  infini  n  -f  -  «'  de  parties  égales  et  prises  pour  l'unité,  n  étant 
le  nombre  des  parties  qui  répondent  aux  erreurs  négatives ,  et  n' 
étant  le  nombre  des  parties  qui  répondent  aux  erreurs  positives. 

4a 
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Sur  chaque  point  de  l'intervalle  a  ,  élevons  une  ordonnée  qui  ex- 
prime la  probabilité  de  l'erreur  correspondante ,  et  désignons  par 

9  (n^n>)>  l'ordonnée  correspondante  à  l' erreur  x.  Cela  posé,  con- 
sidérons la  suite 

•  •  ■■+^h-v=:+*  fer?) + *        ^  •• 

Représentons  cette  suite  par  f9(j^r^'C,*m^='\  le  signe  / 

s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  * ,  depuis  x  =  —  n  jusqu'à  x  =  n'. 

Le  terme  indépendant  de  c"^~l  et  de  ses  puissances,  dans  le  dé- 
veloppement de  la  fonction 

sera ,  par  le  n*  ai ,  la  probabilité  que  la  fonction 

■ 

(ft  -h  ^' V»> ....  H-  (m) 

sera  égale  à  f-f-/*;  cette  probabilité  est  donc 

i./*^-"^'.^  X  .'"^X  e.c. ,  (■) 

l'intégrale  étant  prise  depuis  <w  = — w  jusqu'à  Le  loga- 

ritlime  de  la  fonction 


est 
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n  et  n'  étant  supposés  des  nombres  infinis,  si  Ton  lait 

^  '  -/         1   -TV. 

n+n'         >    n+î?  r 

■  * 

si  de  plus  on  suppose 

k=f<bc'.<p(x'),    kJ=fx'dx,.<p(x')7    k'=fx,*dx'.<p{x')1  etc., 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x'  =  —  —r^l  jusqu'à  x'=  j^-,; 
on  aura 

L'erreur  de  chaque  observation  devant  tomber  dans  les  limites  — n 
et  +  n',  et  la  probabilité  que  cela  aura  lieu  étant  / <p  (,,4:,,')  »  ou 
(n  +  /i').Ar,  cette  quantité  doit  être  égale  à  l'unité.  De  là  il  est 
facile  de  conclure  que  le  logarithme  de  la  fonction  (  a  )  est ,  en 

Êdsant  ^  = 

le  signe  S  embrassant  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i  nul  jus- 
qu'à i=s —  i.  On  fera  disparaître  la  première  puissance  de  <ar , 
en  faisant 

et  si  l'on  ne  considère  que  sa  seconde  puissance  >  ce  que  l'on  peut 
faire  par  ce  qui  précède  ,  lorsque  *  est  un  très-grand  nombre ,  on 
aura,  pour  le  logarithme  de  la  fonction  (a), 

En  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  la  fonction  (a)  se  trans- 
forme dans  la  suivante , 

LL"  1'* 

-      a.,     .(iHn')'-«*  S.qW\ 
C 
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l'intégrale  (i  )  devient  ainsi , 

H*  —  4'» 

—.fdtf.c  .c 
Supposons 

La  variation  de  /  étant  l'unité,  on  aura 

i  =  («■+■»')  .dr.y/STj&i 

l'intégrale  précédente  devient  ainsi,  après  l'avoir  intégrée  depuis 
*=— oo  jusqu'à  «=oo, 

✓a.  (M'  —  k").w'C 

Ainsi  la  probabilité  que  la  fonction  (m)  sera  comprise  dans  les 
limites 

est  égale 

a      r       hdr  ~  fl(AA'-A") 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul. 

^-  est  l'abscisse  de  l'ordonnée  qui  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité de  l'aire  de  la  courbe  des  probabilités  des  erreurs  de  chaque 
observation  j  le  produit  de  cette  abscisse  par  S.tf'\  est  donc  le 
résultat  moyen  vers  lequel  la  fonction  (m)  converge  sans  cesse.  Si 
l'on  suppose  i=y=^(l)=  etc.;  la  fonction  (m)  devient  la  somme  des 
erreurs ,  et  alors  S.  devient  «  ;  en  divisant  donc  par  s  la  somme 
des  erreurs ,  pour  avoir  l'erreur  moyenne  ;  cette  erreur  converge 
sans  cesse  vers  l'abscisse  du  centre  de  gravité,  de  manière  qu'en 
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prenant  de  part  et  d'autrfe  un  intervalle  quelconque  aussi  petit  que 
l'on  voudra,  la  probabilité  que  Terreur  moyenne  tombera  dans 
cet  intervalle ,  finira ,  en  multipliant  indéfiniment  les  observations , 
par  ne  différer  de  la  certitude ,  que  d'une  quantité  moindre  que 
toute  grandeur  donnée. 

a3.  Nous  venons  de  rechercher  le  résultat  moyen  que  des  obser- 
vations nombreuses  et  non  faites  encore ,  doivent  indiquer  avec 
le  plus  d'avantage ,  et  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  de  ce  ré- 
sultat. Considérons  présentement  le  résultat  moyen  des  observations 
déjà  faites  ,  et  dont  on  connaît  le»  écarte  respectifs.  Pour  cela ,  con- 
cevons un  nombre  s  d'observations  du  même  genre ,  c'est-à-dire , 
telles  que  la  loi  des  erreurs  soit  la  même  pour  toutes.  Nommons  A 
le  résultat  de  la  première;  A-\-qy  celui  de  la  seconde;  A+q^\ 
celui  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite;  7,  c<0,  q<*\  etc.  étant  des 
quantités  positives  et  croissantes ,  ce  que  l'on  peut  toujours  obte- 
nir par  une  disposition  convenable  des  observations.  Désignons 
encore  par  <p  (z) ,  la  probabilité  de  l'erreur  z  pour  chaque  obser- 
vation, et  supposons  que  A-\-x  soit  le  vrai  résultat.  L'erreur  dé 
la  première  observation  est  alors  —  x  ;  q  —  a-,  —  x ,  etc.  sont 
les  erreurs  de  la  seconde ,  de  la  troisième,  etc.  La  probabilité  de 
l'existence  simultanée  de  toutes  ces  erreurs,  est  le  produit  de  leurs 
probabilités  respectives  ;  elle  est  donc 

x).<p  {q — x).<p(9(0— jc).ctc. 

Maintenant,  x  étant  susceptible  d'une  infinité  de  valeurs;  en  les 
considérant  comme  autant  de  causes  de  l'événement  observé ,  la 
probabilité  de  chacune  d'elles  sera ,  par  le  nB  1 , 

dx . p  (— x) . y  (9— x) . p (</(')— x) .etc. 
fdx.tf  ( — x) . <f  (9 — x) .  <p  (ql  >  — x) .  etc.  * 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  dont 
x  est  susceptible.  Nommons  ^  ce  dénominateur.  Cela  posé  ,  ima- 
ginons une  courbe  dont  x  soit  l'abscisse ,  et  dont  l'ordonnée  y 
soit 

H. f  (— x) . <p (q— X) .  <p  (q<-'  W) .  CtC.  ; 
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cette  courbe  sera  celle  des  probabilités  des  valeurs  de  x.  La  valeur 
qu'il  faut  choisir  pour  résultat  moyen ,  est  celle  qui  rend  Terreur 
moyenne  à  craindre,  un  minimum.  Toute  erreur,  soit  positive, 
soit  négative,  devant  être  considérée  comme  un  désavantage , 
ou  une  perte  réelle  au  jeu;  on  a  le  désavantage  moyen,  en 
prenant  la  somme  des  produits  de  chaque  désavantage,  par  sa 
probabilité;  la  valeur  moyenne  de  l'erreur  à  craindre,  est  donc 
la  somme  des  produits  do  chaque  erreur,  abstraction  faite  dn 
signe ,  par  sa  probabilité.  Déterminons  Fabscissc  qu'il  faut  choisir 
pour  que  cette  somme  soit  un  minimum.  Pour  cela,  donnons  aux 
abscisses, pour  origine,  la  première  extrémité  de  la  courbe  pré- 
cédente, et  nommons  x7  et  y  les  coordonnées  de  la  courbe ,  à  partir 
de  cette  origine.  Soit  /  la  valeur  qu'il  faut  choisir.  Il  est  clair  que 
si  le  vrai  résultat  était  x',  l'erreur  du  résultat  /  serait ,  abstraction 
faite  du  signe,  / — a/,  tant  que  x'  serait  moindre  que  /;  or  y  est 
la  probabilité  que  x'  est  le  résultat  vrai  ;  la  somme  des  erreurs  à 
craindre,  abstraction  faite  du  signe,  multipliées  par  leur  probabi- 
lité, est  donc  pour  toutes  les  valeurs  de  x',  moindres  que  /, 
f(l  —  x').ydx'1  l'intégrale  étant  prise  depuis  x'  =  o  jusqu'à 
x'  =  /.  On  verra  de  la  même  manière  ,  que  pour  les  valeurs  de  x1 
supérieures  à  /,  la  somme  des  erreurs  à  craindre ,  multipliées  par 
leur  probabilité,  est  f(x' — t).y'dx\  l'intégrale  étant  prise  depuis 
x'  =  l  jusqu'à  l'abscisse  x'  correspondante  à  la  dernière  extrémité 
de  la  courbe  ;  la  somme  entière  des  erreurs  à  craindre ,  abstrac- 
tion faite  du  signe ,  et  multipliées  par  leurs  probabilités  respec- 
tives, est  donc 

/(/— x')  .ydx>  +/(  x'—  l)  ./dx'. 

La  différentielle  de  cette  fonction,  prise  par  rapport  à  /,cst 

dl.fj'dx'—  dl.jydx1  ; 

car  on  a  la  différentielle  de  /(  /  —  x/)  .ydx'y  en  différentiant  d'abord 
lu  valeur  de  /  sous  le  signe  /,  et  en  ajoutant  à  cette  différentielle, 
l'accroissement  qui  résulte  de  la  variation  de  la  limite  de  l'inté- 
grale ,  limite  qui  se  change  en  /-f-  dl.  Cet  accroissement  est  égal  à 
l'élément  (/  —  x').y'dx',  à  la  limite  où  x'  =  Z;  il  est  donc  nul, 
et  dl.Jy'dx'  est  la  diuerentielle  de  l'intégrale  f(l  —  x').ydx'.  On 
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Terra  de  la  même  manière,  que — dt.fy'dx'  est  la  différentielle 
de  l'intégrale  f{xl — l).ydx'.  La  somme  de  ces  différentielles 
est  nulle  relativement  à  l'abscisse  / ,  pour  laquelle  l'erreur 
moyenne  à  craindre  est  un  minimum;  on  a  donc,  relativement  à 
cette  abscisse , 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  x'=  o  jusqu'à  x'  =  l ,  et 
la  seconde  étunt  prise  depuis  x'=i  jusqu'à  la  valeur  extrême  de  x'. 

Il  suit  de  là  que  l'abscisse  qui  rend  l'erreur  moyenne  à  craindre , 
un  minimum ,  est  celle  dont  l'ordonnée  divise  l'aire  de  la  courbe  en 
deux  parties  égales.  Ce  point  jouit  encore  de  la  propriété  d'être  celui 
en  deçà  duquel  il  est  aussi  probable  que  le  vrai  résultat  tombe , 
qu'au-delà  ;  et  par  cette  raison ,  il  peut  encore  être  nommé  milieu 
de  probabilité.  Des  géomètres  célèbres  ont  pris  pour  le  milieu  qu'il 
faut  choisir,  celui  qui  rend  le  résultat  observé,  le  plus  probable, 
et  par  conséquent  l'abscisse  qui  répond  à  la  plus  grande  ordonnée 
de  la  courbe;  mais  le  milieu  que  nous  adoptons,  est  évidemment 
indiqué  par  la  théorie  des  probabilités. 

Si  l'on  met  <p  (x)  sous  la  forme  d'exponentielle,  et  qu'on  le  désigne 

par  c  afin  qu'il  puisse  également  convenir  aux  erreurs  po- 

sitives et  négatives  ;  on  aura 

Si  l'on  lait  x=a-f-z,  et  que  l'on  développe  l'exposant  de  c  par 
rapport  aux  puissances  de  z ,  y  prendra  cette  forme , 

„       TT   — Jf— a/V«— JV—  Qi'_«  te. 

y  —  h.c 
expression  dans  laquelle  on  a 


Mz=.  4  (a*)  -f-  4  {a—tfY-{-  4  (a— ^,))*-f-  etc. , 

JV = a .  4'(a")  -f-  (a— y) .  4'(a— </)•+  (a— .  4 '(a— y<' >)*-+-  etc. , 

P=  4 V)-t- 4'(«— ?)*+  4'(a_ 7(,))'-f-  ete.-f-.fl*". 4 («•) 

-f-  2  (a— ■*)• .  4"(a— ?)*  -f-  a  (a— ?<'>)' .  4"  (a-«y< •>)• + etc., 

etc., 


536  THÉORIE  ANALYTIQUE 

4'(0  étant  le  coefficient  de  dt  dans  la  différentielle  de  4  (0> 
4"(/)  étant  le  coefficient  de  dt  dans  la  différentielle  de  4'(0>  et  ainsi 
de  suite. 

Supposons  le  nombre  s  des  observations,  très-grand,  et  détermi- 
nons a  par  l'équation  iV=o  que  donne  la  condition  du  maximum 
de  y  ;  alors  on  a 

—  M—  TV—  O»3—  etc. 
y=zll.c  v 

M y  P,  Q ,  etc.  sont  de  Tordre  *  j  or ,  si  z  est  très-petit  de  l'ordre  -~ , 


Qz3  devient  de  l'ordre        et  rexponentielle  c— <?a3-«tc-  peut  8C 

réduire  à  l'unité.  Ainsi  dans  l'intervalle  depuis  z  =  o  jusqu'à 
*=  pp,  on  peut  supposer 

— M— P* 
y=H.c 

i 

_  m 

Au-delà ,  et  lorsque  z  est  de  l'ordre  $    a ,  m  étant  plus  petit  que 

l'unité ,  Pz*  devient  de  l'ordre  s  ;  par  conséquent  c  devient 
ainsi  que  y,  insensible  j  ensorte  que  l'on  peut,  dans  toute  l'étendue 
de  la  courbe ,  supposer 

y—H.c 

La  valeur  de  a  donnée  par  l'équation  JV=o,  ou 

o  =  a .  4  V)  +  •  4'(«-f)"+  C«-9(0)  •  ^(«-^-f-  etc. , 

est  alors  l'abscisse  x  correspondante  à  l'ordonnée  qui  divise  Taire 
de  la  courbe  en  parties  égales.  La  condition  que  Taire  entière  de  la 
courbe  doit  représenter  la  certitude  ou  l'unité ,  donne 


jj  = fdz .  c  M  Pt , 

c  étant  prise  depuis  z=  —  oo  jusqu'à  z  =  oo,  ce  qui 
donne 

H__  c^yp 

L'erreur 
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L'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins ,  en  prenant  a 
pour  résultat  moyen  des  observations  ,  est  =fc/«ycfe,  l'intégrale 
étant  prise  depuis  z  nul  jusqu'à  z  infini ,  ce  qui  donne  pour  cette 
erreur 


Mais  Fignorance  entière  où  l'on  est  de  la  loi  c  des  erreurs 
de  chaque  observation ,  ne  permet  pas  de  former  l'équation 

o  =  a .  4V)  -f-  (a— ?) .  4'(a— etc. 

Ainsi  la  connaissance  des  valeurs  de  ç,  etc.,  ne  donnant  à  pos- 
teriori y  aucune  lumière  sur  le  résultat  moyen  a  des  observations; 
il  faut  s'en  tenir  au  résultat  le  plus  avantageux  déterminé  à  priori, 
et  que  l'on  a  vu  être  celui  que  fournit  la  méthode  des  moindres 
carrés  des  erreurs. 

Cherchons  la  fonction  4Ga?*)  <t°^  donne  constamment  la  règle 
des  milieux  arithmétiques ,  admise  par  les  observateurs.  Pour  cela , 
concevons  que  sur  les  s  observations,  les  i  premières  coïncident, 
ainsi  que  les      i  dernières.  L'équation  N=.  o  devient  alors 

o  =  * .  a .  4'(a*)  H-  (* — i) .  (a— -g) .  4'(a— ?)\ 

La  règle  des  milieux  arithmétiques  donne 

s  —  » 

F  équation  précédente  devient  ainsi 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  j  et  7 ,  il  est  né- 
cessaire que  4'  (0  soit  indépendant  de  t,  ce  qui  donne 

4'(0=*, 

k  étant  une  constante.  En  intégrant,  on  a 

4(0=*/-£, 

45 
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Z,  étant  une  constante  arbitraire  ;  partant, 

Telle  est  donc  la  fonction  qui  peut  seule,  donner  généralement  la  règle 
des  milieux  arithmétiques.  La  constante  L  doit  être  déterminée  de 

manière  que  l'intégrale  fdx.cJ~^ix ,  prise  depuis  jt= — oo  jusqu'à 
x  ==  oc ,  soit  égale  à  l'unité  ;  car  il  est  certain  que  l'erreur  x  d'une 
observation  doit  tomber  dans  ces  limites  ;  on  a  donc 

par  conséquent  la  probabilité  de  l'erreur  x  est  ^.c~**". 

• 

A  la  vérité ,  cette  expression  donne  l'infini  pour  la  limite  (fes 
erreurs ,  ce  qui  n'est  pas  admissible  ;  mais ,  vu  la  rapidité  avec  \aqueik 
ce  genre  d'exponentielles  diminue  à  mesure  que  x  augmente,  od 
peut  prendre  k  assez  grand ,  pour  qu'au-delà  de  la  limite  admissible 
des  erreurs,  leurs  probabilités  soient  insensibles,  et  puissent  être 
supposées  nulles. 

La  loi  précédente  des  erreurs  donne  pour  l'expression  général» 
(Ode  y, 


=  v/?- 


en  déterminant  H  de  manière  que  l'intégrale  entière  fydx  soit 
l'unité,  et  faisant 


L'ordonnée  qui  divise  l'aire  de  la  courbe  en  deux  parties  égales,  est 
celle  qui  répond  àuso,et  par  conséquent  à 

X  —     s  » 

c'est  donc  la  valeur  de  x  qu'il  faut  choisir  pour  résultat  moyen  des 
observations  ;  or ,  cette  valeur  est  celle  que  donne  la  règle  des 
milieux  arithmétiques  j  la  loi  précédente  des  erreurs  de  chaque 
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observation ,  donne  donc  constamment  les  mêmes  résultats  que. 
cette  règle ,  et  l'on  a  vu  qu'elle  est  la  seule  loi  qui  jouisse  de  celte 
propriété. 

En  adoptant  cette  loi ,  la  probabilité  de  l'erreur  &  de  l'observa- 
tion (i-f-i  )""',  est 

or  on  a  vu  dans  le  n*  ao,  que  z  étant  la  correction  d'un  élément 
cette  observation  fournit  l'équation  de  condition 

La  probabilité  de  la  valeur  de p<°.z  —  *co,  est  donc 

la  probabilité  de  l'existence  simultanée  des  s  valeurs  p.r  —  et  t 
.  z  —      . .  .p<'-° .  r  —  a*-0,  sera  donc 


(v/ir,-c"A"5°,(o"co)'- 


Cette  probabilité  varie  avec  z  ;  on  aura  donc  la  probabilité  d'une 
valeur  quelconque  de  s,  en  multipliant  cette  quantité  par  dz ,  et 
divisant  le  produit  par  l'intégrale  de  ce  produit,  prise  depuis 
r  =  — oo  jusqu'à  z  =  ce.  Soit 

ectte  probabilité  devient 

ensorte  que  si  l'on  décrit  une  courbe  dont  le  coefficient  de  du  soit 
l'ordonuée,  et  dont  u  soit  l'abscisse;  cette  courbe  étendue  depuis 
u  =  —  oo  jusqu'à  u  =  oo ,  peut  être  considérée  comme  la  courbe 
des  probabilités  des  erreurs  m,  dont  le  résultat 
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est  susceptible.  L'ordonnée  qui  divise  Taire  de  la  courbe  en  deux 
parties  égales  ,  est  celle  qui  répond  à  u  =  o ,  et  par  conséquent  à 

2  égal  à  ■  g  {IJi-  j  ce  résultat  est  donc  celui  qu'il  faut  choisir  ;  or , 

il  est  le  même  que  celui  que  donne  la  méthode  des  moindres  carrés 
des  erreurs  des  observations;  la  loi  précédente  des  erreurs  de 
chaque  observation ,  conduit  donc  aux  mêmes  résultats  que  cette 
méthode. 

La  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  devient  nécessaire , 
lorsqu'il  s'agit  de  prendre  un  milieu  entre  plusieurs  résultats  donnés, 
chacun,  par  l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'observations  de  divers 
genres.  Supposons  qu'un  même  élément  soit  donné,  i\  par  le  ré- 
sultat moyen  de  s  observations  d'un  premier  genre ,  et  qu'il  soit 
par  ces  observations ,  égal  à  A;  a\  par  le  résultat  moyen  de  s' 
observations  d'un  second  genre,  et  qu'il  soit  égal  à^+^S*.  par 
le  résultat  moyen  de  s"  observations  d'un  troisième  genre,  et  qu'il 
soit  égal  à  A-\-  q\  et  ainsi  du  reste.  Si  l'on  représente  par  A-\-xt 
l'élément  vrai;  l'erreur  du  résultat  des  observations  *  sera  —  x> 
en  supposant  donc  C  égal  à 


V  F  '      âô  > 


si  l'on  fait  usage  de  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  , 
pour  déterminer  le  résultat  moyen  ;  o&  à 


au.  y* 

si  Ton  fait  usage  de  la  méthode  ordinaire;  la  probabilité  de  cette 
erreur  sera,  par  le  n*  ao , 

—r=-.C 
V* 

L'erreur  du  résultat  des  observations  s'  sera  q —  x,  et  en  désignant 
par  6'  pour  ces  observations ,  ce  que  nous  avons  nommé  C  pour 
les  observations  s ,  la  probabilité  de  cette  erreur  sera 

7î 
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Pareillement  Terreur  du  résultat  des  observations  f  sera  q'—x\ 
et  en  nommant  pour  elles ,  ce  que  nous  avons  nomme  £  pour 
les  observations  *;  la  probabilité  de  cette  erreur  sera 

et  ainsi  de  suite.  Le  produit  de  toutes  ces  probabilités  sera  la 
probabilité  que  —  jc,  q — jc,  7'— x,  etc.  seront  les  erreurs  des 
résultats  moyens  des  observations  9 ,  y,  etc.  En  le  multipliant 
par  dx ,  et  prenant  l'intégrale  depuis  .r  = — 00  jusqu'à  ar=  00 ,  on 
aura  la  probabilité  que  les  résultats  moyens  des  observations 
s'y  s",  etc.,  surpasseront  respectivement  de  7,9',  etc.,  le  résultat 
moyen  des  observations  s. 

Si  l'on  prend  l'intégrale  dans  des  limites  déterminées ,  on  aura 
la  probabilité  que  la  condition  précédente  étant  remplie ,  l'erreur 
du  premier  résultat  sera  comprise  dans  ces  limites  ;  en  divisant 
cette  probabilité  par  celle  de  la  condition  elle-même ,  on  aura  la 
probabilité  que  l'erreur  du  premier  résultat  sera  comprise  dans  des 
limites  données ,  lorsqu'on  est  certain  que  la  condition  a  eflèctivo»- 
ment  lieu  j  cette  probabilité  est  donc 

/gr .<?-*'•*'"-*'•  ( J-?)'-g",-fr-9/),-«»c- . 
jfc  c—f.x'~<?' ■(*—<])'-*"•  ix—tfj'-mc.  * 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  dans  les  limites  données,  et 
celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  =  —  00  jusqu'à  je =00. 
On  a 

É"\(x— etc. 
—  (^C-r-CM-etc.).*'—  ax.(C"î-r.C'V+  etc.) 

Soit 

CVl-CV+etc. 

la  probabilité  précédente  deviendra 

/tf^c"~<f,"ff'•+^',*f*,c•)•f■  . 
fdt.c—<e'+e''-**''+<K)-  *'  9 
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l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  dans  des  limites  données ,  et 
celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  <=—  oc  jusqu'à  t=oc. 
Cette  dernière  intégrale  est 

_  s*  . 

En  disant  donc 

t'  =  /.  V^'+C"-K"H-etc.  ; 
la  probabilité  précédente  devient 

—7=- .  A/r .  c 

La  valeur  de  f'  la  plus  probable ,  est  celle  qui  répond  à  /'  nul  ; 
d'où  il  suit  que  la  valeur  de  x  la  plus  probable ,  est  celle  qui  répond 
à  f=o,  ainsi  la  correction  du  premier  résultat,  que  l'ensemble 
de  toutes  les  observations  s,  s',  etc.  donne  avec  le  plus  de  pro- 
babilité, est 

C*q  +  g'Y 4.  etc. 
&+C*+C*+  etc.* 

Cette  correction  ajoutée  au  résultat  A ,  donne  pour  le  résultat  qu'il 
faut  choisir, 

A.  C+(A  +  g) .  C»+  {A  +  <Q .  g"+  etc. 

cqrc»  +  etc. 

■ 

La  correction  précédente  est  celle  qui  rend  un  minimum  ,  la 
fonction 

(€ .  x)'-f-  (£'  •  x=qY+  (£"  •  x^O'+etc. 
Or  la  plus  grande  ordonnée  de  la  courbe  des  probabilités  du  pre- 

mier  résultat  est ,  comme  on  vient  de  le  voir  ,  —^r  :  celle  de  k 

y  it 

courbe  des  probabilités  du  second  résultat,  est       ,  et  ainsi  de 

suite  ;  le  milieu  qu'il  faut  choisir  entre  les  divers  résultats  , 
est  donc  celui  qui  rend  un  minimum ,  la  somme  des  carrés  de 
l'erreur  de  chaque  résultat ,  multipliée  par  la  plus  grande  ordonnée 
de  sa  courbe  de  probabilité.  Ainsi  la  loi  du  minimum  des  carrés 


Digitized  by  Google 


DES  PROBABILITÉS.  343 

des  erreurs,  devient  nécessaire ,  lorsque  l'on  doit  prendre  un  milieu 
entre  des  résultats  donnés ,  chacun ,  par  un  grand  nombre  d'ob- 
servations. 

a4  On  a  vu  précédemment ,  que  de  toutes  les  manières  de  com- 
biner les  équations  de  condition,  pour  en  former  des  équations 
finales  linéaires ,  nécessaires  à  la  détermination  des  élémens;  la  plus 
avantageuse  est  celle  qui  résulte  de  la  méthode  des  moindres  carrés 
des  erreurs  des  observations  ,  du  moins  lorsque  les  observations 
sont  en  grand  nombre.  Si  au  lieu  de  considérer  le  minimum  des 
carrés  des  erreurs ,  on  considérait  le  minimum  d'autres  puissances 
des  erreurs ,  ou  même  de  toute  autre  fonction  des  erreurs  j  les 
équations  finales  cesseraient  d'être  linéaires ,  et  leur  résolution  de- 
viendrait impraticable,  si  les  observations  étaient  en  grand  nombre. 
Cependant  il  est  un  cas  qui  mérite  une  attention  particulière,  en  ce 
qu'il  donne  le  système  dans  lequel  la  plus  grande  erreur ,  abstrac- 
tion dite  du  signe,  est  moindre  que  dans  tout  autre  système.  Ce 
cas  est  celui  dti  minimum  des  puissances  infinies  et  paires  des 
erreurs.  Ne  considérons  ici  que  la  correction  d'un  seul  élément  ; 
et  *  exprimant  cette  correction,  représentons ,  comme  précédem- 
ment, les  équations  de  condition,  par  la  suivante , 

i  pouvant  varier  depuis  zéro  jusqu'à  s  —  1 ,  s  étant  le  nombre  des 
observations.  La  somme  des  puissances  an  des  erreurs ,  sera 
£.(a(0— le  signe  Ss'étcndant  à  toutes  les  valeurs  de  1.  On 
peut  supposer,  dans  cette  somme,  toutes  les  valeurs  de  jP  po- 
sitives ;  car  si  l'une  d'elles  était  négative ,  elle  deviendrait  positive 
en  changeant ,  comme  on  peut  le  faire ,  les  signes  des  deux  termes 
du  binôme  élevé  à  la  puissance  vi ,  auquel  elle  correspond.  Nous 
supposerons  donc  les  quantités*—^,  a(0— /°.z,  a'0— p^.z,  etc., 
disposées  de  manière  que  les  quantités  p,  etc.  soient  po- 

sitives et  croissantes.  Cela  posé ,  si  an  est  infini ,  il  est  clair  que 
le  plus  grand  terme  de  la  somme  S.(ct® — /Z0.*)",  sera  la  somme 
entière ,  à  moins  qu'il  n'y  ait  un  ou  plusieurs  autres  termes  qui 
lui  soient  égaux,,  et  c'est  ce  qui  doit  avoir  lieu  dans  le  cas  du 
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minimum  de  la  somme.  En  effet ,  s'il  n'y  avait  qu'une  seule  quan- 
tité la  plus  grande,  abstraction  faite  du  signe,  telle  que  a«— jft.z; 
on  pourrait  la  diminuer  en  faisant  varier  z  convenablement,  et  alors 
la  somme  S. (a!* —  p^.z)"  diminuerait  et  ne  serait  pas  un  minimum. 
11  faut  de  plus  que  si  «(0 — pfi.z  et  a(i° — p*°.z  sont,  abstraction?^ . 
faite  du  signe ,  les  deux  quantités  les  plus  grandes  et  égales  entre 
elles,  elles  soient  de  signe  contraire.  En  effet,  la  somme  (a.w— p(0.z)" 
{oS^—p^.z)"  devant  être  alors  un  minimum  ,  sa  différentielle 
—  aiiA.  (>».(«»— '-t-^.C^0— /)('0.i:),-,J  doit  être  nulle, 
ce  qui  ne  peut  être  lorsque  n  est  infini,  que  dans  le  cas  où  cl^—jP.z 
et  a<° —  pf^.z  sont  infiniment  peu  différons,  et  de  signe  contraire. 
S'il  y  a  trois  quantités  les  plus  grandes  ,  et  égales  entre  elles 
abstraction  faite  du  signe  ;  on  verra  de  la  même  manière  que  leurs 
signes  ne  peuvent  être  les  mêmes. 
Maintenant,  considérons  la  suite 

«<-«>— jt—'\z  ,  a<—>— \z ,  //'-î}.x, . .  •  et— p.z ,  (o) 

— *-f-/>.«,  — «fr-'H-pt'-Wr,— «('—>4-p<— —  «('-H-pÉ-O.s. 

Si  l'on  suppose  z=—  »,  le  premier  terme  de  la  suite  surpasse 
les  suivans ,  et  continue  de  les  surpasser  en  faisant  croître  z ,  jus- 
qu'au moment  où  il  devient  égal  à  l'un  d'eux.  Alors  celui-ci,  par 
l'accroissement  de  z ,  devient  le  plus  grand  de  tous  ;  et  à  mesure 
que  l'on  fait  croître  z ,  il  continue  toujours  de  surpasser  ceux  qui 
le  précédent  Pour  déterminer  ce  terme ,  on  formera  la  suite  des 
quotiens 

«C'-O— gC'-O      «0- )— «0-3)       «C'-O—  «      .0-0-}- tf         «C— )+«0-') 

pC-o— pc-o'  po-o—po-j)»-  -y-o— p*  po-o+p'"  y-o-j-pC" >' 

Supposons  que  ^ZoZpCo  80^  ^  P^us  Pet*1  ^e  ces  <IU0Uens  en  ayant 
égard  au  signe ,  c'est-à-dire  en  regardant  une  quantité  négative  plus 
grande,  comme  plus  petite  qu'une  autre  quantité  négative  moindre. 
S'il  y  a  plusieurs  quotiens  les  plus  petits  et  égaux,  nous  considé- 
rerons celui  qui  se  rapporte  au  terme  le  plus  éloigné  du  premier 
dans  la  suite  (o);  ce  terme  sera  le  plus  grand  de  tous,  jusqu'au 
woment  où,  par  l'accroissement  de  z,  il  devient  égal  à  l'un  des 

suiYans  4 
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suivans ,  qui  commence  alors  à  être  le  plus  grand.  Four  déterminer 
ce  nouveau  terme ,  on  formera  la  nouvelle  suite  de  quotiens 

le  terme  de  la  suite  (o),  auquel  répond  le  plus  petit  de  ces  quotiens, 
sera  le  nouveau  terme.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'un  des 
deux  termes  qui  deviennent  égaux  et  les  plus  grands,  soit  dans  la 
première  moitié  de  la  suite  (o) ,  et  l'autre  dans  la  seconde  moitié. 
Soient  aco — p&.z  et  — -  a^-j-jj^.s  ces  deux  termes  ;  alors  la  valeur 
de  z  qui  correspond  au  système  du  minimum  de  la  plus  grande  des 
erreurs,  abstraction  faite  du  signe ,  est 

S'il  y  a  plusieurs  élémens  à  corriger,  les  équations  de  condition 
qui  déterminent  leurs  corrections,  renferment  plusieurs  inconnues, 
et  la  recherche  du  système  de  correction,  dans  lequel  la  plus  grande 
erreur  est ,  abstraction  fiûte  du  signe ,  plus  petite  que  dans  tout 
autre  système ,  devient  plus  compliquée.  J\u  considéré  ce  cas 
d'une  manière  générale ,  dans  le  troisième  Livre  de  la  Mécanique 
Céleste.  J'observerai  seulement  ici,  qu'alors  la  somme  des  puissances 
an  des  erreurs  des  observations  est ,  comme  dans  le  cas  d'uno 
seule  inconnue,  un  minimum ,  lorsque  an  est  infini;  d'où  il  est 
facile  de  conclure  que  dans  le  système  dont  il  s'agit,  il  doit  y 
avoir  autant  d'erreurs  plus  une,  égales,  et  les  plus  grandes  abs- 
traction faite  du  signe ,  qu'il  y  a  d'élémens  à  corriger.  On  conçoit 
que  les  résultats  correspondans  à  a»  égal  à  un  grand  nombre , 
doivent  peu  différer  de  ceux  que  donne  an  infini.  11  n'est  pas  même 
nécessaire  pour  cela  ,  que  la  puissance  an  soit  fort  élevée  ,  et  j'ai 
reconnu  par  beaucoup  d'exemples,  que  dans  le  cas  même  où  cette 
puissance  ne  surpasse  pas  le  carré ,  les  résultats  diffèrent  peu  de 
ceux  que  donne  le  système  du  minimum  des  plus  grandes  erreurs  ; 
ce  qui  est  un  nouvel  avantage  de  la  méthode  des  moindres  carrés 
des  erreurs  des  observations. 

Depuis  longtems ,  les  géomètres  prennent  un  milieu  arithmétique 
entre  leurs  observations;  et  pour  déterminer  les  élémens  qu'ils 
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veulent  connaître,  ils  choisissent  les  circonstances  les  plus  favorables 
pour  cet  objet,  savoir,  celles  dans  lesquelles  les  erreurs  des  observa- 
tions altèrent  le  moins  qu'il  est  possible,  la  valeur  de  ces  élémens.  Mais 
Côtes  est,  si  je  ne  me  trompe,  le  premier  qui  ait  donné  une  règle 
générale  pour  faire  concourir  à  la  détermination  d'un  élément, 
plusieurs  observations ,  proportionnellement  à  leur  influence.  En 
considérant  chaque  observation  comme  une  fonction  de  l'élément, 
et  regardant  l'erreur  de  l'observation  Comme  une  différentielle  infi- 
niment petite  ;  elle  sera  égale  à  la  différentielle  de  la  fonction ,  prise 
par  rapport  à  cet  élément.  Plus  le  coefficient  de  la  différentielle 
de  l'élément  sera  considérable,  moins  il  faudra  faire  varier  l'élé- 
ment ,  pour  que  le  produit  de  sa  variation ,  par  ce  coefficient ,  soit 
égal  à  l'erreur  de  l'observation;  ce  coefficient  exprimera  donc 
l'influence  de  l'observation  sur  la  valeur  de  l'élément.  Cela  posé  , 
Côtes  représente  toutes  les  valeurs  de  l'élément,  données  par  chaque 
observation,  par  les  parties  d'une  droite  indéfinie ,  toutes  ces  parties 
ayant  une  commune  origine.  11  conçoit  ensuite,  à  leurs  autres 
extrémités ,  des  poids  proportionnels  aux  influences  respectives 
des  observations.  la  distance  de  l'origine  commune  des  parties , 
au  centre  commun  xïe  gravité  de  tous  ces  poids ,  est  la  valeur  qu'il 
choisit  pour  l'élément. 

Reprenons  l'équation  de  condition  du  n*  20 , 

t<>  étant  l'erreur  de  l'observation  (  i  1)"-',  et  z  étant  la  correction 
de  l'élément  déjà  connu  à  fort  peu  près  ;  p(0  que  l'on  peut  tou- 
jours supposer  positif,  exprimera  l'influence  de  l'observation  cor- 

respondante.  ^  étant  la  valeur  de  z  résultante  de  l'observation , 

la  règle  de  Côtes  revient  à  multiplier  cette  valeur  par  pc\  à  faire 
une  somme  de  tous  les  produits  relatifs  aux  diverses  valeurs,  et  à 
la  diviser  par  la  somme  de  tous  les  j»(0,  ce  qui  donne 


C'était  en  effet  la  correction  adoptée  par  les  observateurs ,  arant 
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l'usage  de  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  des  ob- 
servations. 

Cependant  on  ne  voit  pas  que  dcpui6  cet  excellent  géomètre , 
on  ait  employé  sa  règle  ,  jusqu'à  Euler  qui  dans  sa  première 
pièce  de  Jupiter  et  Saturne ,  me  paraît  s'être  servi  le  premier  , 
des  équations  de  condition ,  pour  déterminer  les  élcmens  du  mou- 
vement elliptique  de  ces  deux  planètes.  Prcsqu'en  même  tems , 
Tobie  Mayer  en  fit  usage  dans  ses  belles  recherches  sur  la  libra- 
tion  de  la  lune ,  et  ensuite  pour  former  ses  Tables  lunaires. 
Depuis ,  les  meilleurs  astronomes  ont  suivi  cette  méthode ,  et  le 
succès  des  Tables  qu'ils  ont  construites  à  son  moyen ,  en  a  constaté 
l'avantage. 

Quand  on  n'a  qu'un  élément  à  déterminer,  cette  méthode  ne 
laisse  aucun  embarras;  mais  lorsque  l'on  doit  corriger  à  la  fois 
plusieurs  élcmens ,  il  faut  avoir  autant  d'équations  finales  formées 
par  la  réunion  de  plusieurs  équations  de  condition ,  et  au  moyen 
desquelles  on  détermine  par  l'élimination,  les  corrections  des  élé- 
mens.  Mais  quelle  est  la  manière  la  plus  avantageuse  de  combiner 
les  équations  de  condition  ,  pour  former  les  équations  finales  ? 
C'est  ici  que  les  observateurs  s'abandonnaient  à  des  tâtonnemens 
arbitraires  qui  devaient  les  conduire  à  des  résultats  dilTérens, 
quoique  déduits  des  mêmes  observations.  Pour  éviter  ces  tâton- 
nemens, M.  Legendre  eut  l'idée  simple  de  considérer  la  somme  des 
carrés  des  erreurs  des  observations,  et  de  la  rendre  un  minimum; 
ce  qui  fournit  directement  autant  d'équations  finales ,  qu'il  y  a  d'élé- 
mens  à  corriger.  Ce  savant  géomètre  est  le  premier  qui  ait  publié  cette 
méthode  ;  mais  on  doit  à  M.  Gauss  la  justice  d'observer  qu'il  avait 
eu,  plusieurs  années  avant  cette  publication,  la  même  idée  dont 
il  faisait  un  usage  habituel ,  et  qu'il  avait  communiquée  à  plusieurs 
astronomes.  M.  Gauss ,  dans  sa  Théorie  du  Mouvement  elliptique , 
a  cherché  à  rattacher  celte  méthode  à  la  Théorie  des  Probabi- 
lités, en  faisant  voir  que  la  même  loi  des  erreurs  des  observations, 
qui  donne  généralement  la  règle  du  milieu  arithmétique  entre  plu- 
sieurs observations,  admise  par  les  observateurs,  donne  pareil- 
lement la  règle  des  moindres  carrés  des  erreurs  des  observations  ; 
et  c'est  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  a5.  Mais  comme  rien  ne  prouve 
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que  la  première  de  ces  règles  donne  le  résultat  le  plus  avantageux, 
la  même  incertitude  existe  par  rapport  à  la  seconde.  La  recherche 
de  la  manière  la  plus  avantageuse  de  former  les  équations  finales, 
est  sans  doute  une  des  plus  utiles  de  la  Théorie  des  Probabilités  : 
son  importance  dans  la  physique  et  l'astronomie ,  me  porta  à  m'en 
occuper.  Pour  cela ,  je  considérai  que  toutes  les  manières  de  com- 
biner les  équations  de  condition,  pour  en  former  une  équation 
finale  linéaire ,  revenaient  à  les  multiplier  respectivement  par  des 
facteurs  qui  étaient  nuls  relativement  aux  équations  que  l'on  n'em- 
ployait point,  et  à  faire  une  somme  de  tous  ces  produits;  ce  qui 
donne  une  première  équation  finale.  Un  second  système  de  facteurs 
donne  une  seconde  équation  finale,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
que  l'on  ait  autant  d'équations  finales,  que  d'élémens  à  corriger. 
Maintenant ,  il  est  visible  qu'il  faut  choisir  les  systèmes  de  facteurs, 
de  sorte  que  l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins 
sur  chaque  élément ,  soit  un  minimum  ;  l'erreur  moyenne  étant 
la  somme  des  produits  de  chaque  erreur  par  sa  probabilité.  Lors- 
que les  observations  sont  en  petit  nombre ,  le  choix  de  ces  systèmes 
dépend  de  la  loi  des  erreurs  de  chaque  observation.  Mais  si  Ton 
considère  un  grand  nombre,  inobservations ,  ce  qui  a  lieu  le  plus 
souvent  dons  tes  recherches  astronomiques;  ce  choix  devient 
indépendant  de  cette  loi  ;  et  l'on  a  vu  dans  ce.  qui  précède  ,  que 
l'analyse  conduit  alors  directement  aux  résultats  de  la  méthode  des 
moindres  carrés  des  erreurs  des  observations.  Ainsi  cette  méthode 
qui  n'ouvrait  d'abord  que  l'avantage  de  fournir,  sans  tâtonnement  x 
les  équations  finales  nécessaires  à  la  correction  des  élémens, 
donne  en  même  tems  les  corrections  les  plus  précises ,  du  moins 
lorsqu'on  ne  veut  employer  que  des  équations  finales  qui  soient 
linéaires,  condition  indispensable,  lorsque  l'on  considère  à  la  fois 
un  grand  nombre  d'observations;  autrement,  l'élimination  des 
inconnues  et  leur  détermination  seraient  impraticables. 
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CHAPITRE  V. 

Application  du  Calcul  des  Probabilités,  à  la  recherche 
des  phénomènes  et  de  leurs  causes. 

a5.  Les  phénomènes  de  la  nature  se  présentent  le  plus  souvent 
accompagnés  de  tant  de  circonstances  étrangères;  un  si  grand 
nombre  de  causes  perturbatrices  y  mêlent  leur  influence ,  qu'il 
est  très-difficile,  lorsqu'ils  sont  très-petits,  de  les  reconnaître.  On 
ne  peut  alors  y  parvenir,  qu'en  multipliant  les  observations,  afin 
que  les  effets  étrangers  venant  à  se  détruire ,  le  résultat  moyen  des 
observations  ne  bisse  plus  apercevoir  que  ces  phénomènes.  On 
conçoit  par  ce  qui  précède  ,  que  cela  n'a  lieu  rigoureusement , 
que  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'observations.  Dans  tout  autre 
cas,  les  phénomènes  ne  sont  indiqués  par  les  résultats  inuycna,  quo 
d'une  manière  probable ,  mais  qui  l'est  d'autant  plus ,  que  les  obser- 
vations sont  en  plus  grand  nombre.  La  recherche  de  cette  proba- 
bilité est  donc  très-importante  pour  la  physique,  l'astronomie,  et 
généralement  pour  toutes  les  sciences  naturelles.  On  va  voir  qu'elle 
rentre  dans  les  méthodes  que  nous  venons  d'exposer.  Dans  le 
chapitre  précédent,  l'existence  du  phénomène  était  certaine  ;  son 
étendue  seule  a  été  l'objet  du  Calcul  des  Probabilités  :  ici  l'existence 
du  phénomène  et  son  étendue,  sont  l'objet  de  ce  calcul. 

Prenons  pour  exemple,  la  variation  diurne  du  baromètre , que 
l'on  observe  entre  les  tropiques,  et  qui  devient  sensible  même 
dans  nos  climats ,  lorsque  l'on  choisit  et  que  l'on  multiplie  conve- 
nablement les  observations.  On  a  reconnu  qu'en  général,  vers 
neuf  heures  du  matin,  le  baromètre  est  plus  élevé  que  vers  quatre 
heures  du  soir  ;  ensuite  il  remonte  jusque  vers  onze  heures  duv 
soir ,  et  il  redescend  jusque  vers  quatre  heures  du  matin ,  ponr 
revenir  à  son  maximum  de  hauteur,  vers  neuf  heures.  Supposons 
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que  l'on  ait  observé  la  hauteur  du  baromètre  vers  neuf  heures  du 
malin  et  vers  quatre  heures  du  soir,  pendant  le  nombre  s  de  jours; 
et  pour  éviter  la  trop  grande  influence  des  causes  perturbatrices , 
choisissons  ces  jours  de  manière  que  dans  l'intervalle  de  neuf  heures 
à  quatre  heures,  le  baromètre  n'ait  pas  varié  au-delà  de  quatre 
millimètres.  Supposons  ensuite  qu'en  faisant  la  somme  des  s  hau- 
teurs du  matin  ,  et  la  somme  des  s  hauteurs  du  soir,  la  première 
de  ces  sommes  surpasse  la  seconde  de  la  quantité  q  ;  cette  diffé- 
rence indiquera  une  cause  constante  qui  tend  à  élever  le  baro- 
mètre vers  neuf  heures  du  matin ,  et  à  l'abaisser  vers  quatre  heures 
du  soir.  Pour  déterminer  avec  quelle  probabilité  cette  cause  est 
indiquée ,  concevons  que  cette  cause  n'existe  point ,  et  que  la 
différence  observée  qy  résulte  des  causes  perturbatrices  acciden- 
telles ,  et  des  erreurs  des  observations.  La  probabilité  qu'alors  la 
différence  observée  entre  les  sommes  des  hauteurs  du  matin 
et  du  soir,  doit  être  au-dessous  de  qt  est,  par  le  n°  18  4 
égale  à 


/EST 


4k' 

rintégrale  étant  prise  depuis  r  =— 00  jusqu'à  r=  —3—  k  et  kM 

a.  y  s 

étant  des  constantes  dépendantes  de  la  loi  de  probabilité  des  diffé- 
rences entre  les  hauteurs  du  matin  et  du  soir,  et  do  a  étant 
les  limites  de  ces  différences ,  a  étant  ici  égal  à  quatre  millimètres. 

p-  étant  au  moins  égal  à  six,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n'  30 

~  ne  peut  pas  être  supposé  moindre  que  f  j  en  faisant  donc  $x=4oo, 

et  supposant  l'étendue  de  la  variation  diurne ,  d'un  millimètre ,  ce 
qui  est  à  peu  près  ce  que  M.  Ramond  a  trouvé  dans  nos  climats, 
par  la  comparaison  d'un  très-grand  nombre  d'observations ,  on  aura 

fer* 

^=400"'.  Ainsi  r=5,  et  ^  est  au  moins  égal  a  37,5 }  en  mi- 
sant donc 
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l.c- 


l'intégrale  étant  prise  depuis  *=\/37~5  jusqu'à  *=oo.  Cette  inté- 
grale est  à  fort  peu  près ,  par  le  n*  27  du  premier  Livre , 

et  elle  approche  tellement  de  l'unité  ou  de  la  certitude  ,  qu'il  est 
extrêmement  probable  que  s'il  n'existait  point  de  cause  constante 
de  l'excès  observé  de  la  somme  des  hauteurs  barométriques  du 
matin ,  sur  celles  des  hauteurs  du  soir  ,  cet  excès  serait  plus  petit 
que  4^0"';  il  indique  donc  avec  une  extrême  vraisemblance, 
l'existence  d'une  cause  constante  qui  l'a  produit. 

Le  phénomène  d'une  variation  diurne  étant  ainsi  bien  constaté, 
déterminons  la  valeur  la  plus  probable  de  son  étendue ,  et  l'erreur 
que  l'on  peut  commettre  sur  son  évaluation.  Supposons  pour  cela, 

que  cette  valeur  soit  ?  =fc      ;  la  probabilité  <juo  l'étendue  de  la 

variation  diurne  du  matin  au  soir,  sera  comprise  dans  cesHmites, 
est,  parle n*  18, 

4A- 


l'intégrale  étant  prise  depuis  r=  o. 

On  peut  éliminer  j ,  en  observant  que  par  le  n°  ao ,  cette  frac- 
tion  est  à  peu  près  égale  a  —7  ;  dh  tw  étant  la  différence  de 


2  à  l'étendue  observée  le  (i-f-i)''-' jour,  et  le  signe  Ss'ét 

toutes  les  valeurs  de  i ,  depuis  i  =  o  jusqu'à  j  =  1  j  en  faisant 
donc 
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la  probabilité  que  l'étendue  de  la  variation  diurne  du  matin  aa 

soir,  est  comprise  dans  les  limites  -  =fc  ,  sera 

-2—.fdt.c-l\  l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul. 
v  w 

La  variation  diurne  des  hauteurs  du  baromètre ,  dépend  unique- 
ment du  soleil  ;  mais  ces  hauteurs  sont  encore  affectées  par  les 
marées  aériennes  que  produit  l'attraction  du  soleil  et  de  la  lune 
sur  notre  atmosphère,  et  dont  j'ai  donne  la  théorie  dans  le  qua- 
trième Livre  de  la  Mécanique  Céleste.  Il  est  donc  nécessaire  de 
considérer  à  la  fois  ces  deux  variations ,  et  de  déterminer  leurs 
grandeurs  et  leurs  époques  respectives ,  en  formant  des  équations 
de  condition  analogues  à  celles  dont  les  astronomes  font  usage , 
pour  corriger  les  élémens  des  mouvemens  célestes.  Ces  variations 
étant  principalement  sensibles  à  l'équatcur,  et  les  causes  perturba- 
trices y  étant  extrêmement  petites  ;  on  pourra,  au  moyen  d'excel-j 
lens  baromètres  ,  les  déterminer  avec  une  grande  précision  ;  et  je 
ne  doute  point  que  l'on  ne  reconnaisse  alors ,  dans  l'ensemble  d'un 
très-grand  nombre  d'observations ,  les  lois  qu'indique  la  théorie  de 
la  pesanteur  dans  les  joaarieo  atmosphériques,  et  qui  se  mani- 
festent d'une  manière  si  frappante  dans  les  observations  des  marées 
de  rOcéan ,  que  j'ai  discutées  avec  étendue,  dans  le  Livre  cité  de 
la  Mécanique  Céleste. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'on  peut  reconnaître  l'effet 
très-petit  d'une  cause  constante ,  par  une  longue  suite  d'observa- 
tions dont  les  erreurs  peuvent  excéder  cet  effet  lui-même.  Mais 
alors ,  il  faut  avoir  soin  de  varier  les  circonstances  de  chaque  ob- 
servation ,  de  manière  que  le  résultat  moyen  de  leur  ensemble  t 
n'en  soit  point  altéré  sensiblement,  et  soit  presqu'entièrement 
l'effet  de  la  cause  dont  il  s'agit  :  il  faut  ensuite  multiplier  les  obser- 
vations ,  jusqu'à  ce  que  l'analyse  indique  une  très-grande  probabi- 
lité que  l'erreur  de  ce  résultat  sera  comprise  dans  des  limites  très- 
rapprochees. 

Supposons ,  par  exemple,  que  l'on  veuille  reconnaître  par  l'obser- 
vation ,  la  petite  déviation  à  l'est,  produite  par  la  rotation  de  la  terre, 
dans  la  chute  des  corps.  J'ai  fait  voir  dans  le  dixième  Livre  de  la 
Mécanique  Céleste,  que  si  du  sommet  d'une  tour  fort  élevée,  on 

abandonne 
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abandonne  un  corps  à  sa  pesanteur;  il  retombera  sur  un  plan 
horizontal  passant  par  le  pied  de  la  tour,  à  une  petite  distance  à 
Test  du  point  de  contact  de  ce  plan  avec  une  boule  suspendue  par 
un  lil  dont  le  point  de  suspension  est  celui  du  départ  du  corps.  J'ai 
donné  dans  le  Livre  cité,  l'expression  de  cette  déviation,  et  il  en 
résulte  qu'en  faisant  abstraction  de  la  résistance  de  l'air ,  elle  est 
uniquement  vers  l'est;  qu'elle  est  proportionnelle  au  cosinus  de  la 
latitude,  et  à  la  racine  carrée  du  cube  de  la  hauteur,  et  qu'à  la  latitude 
du  point  de  départ,  elle  s'élève  à  5,i  millimètres,  lorsque  la  hau- 
teur de  la  tour  est  de  5o  mètres.  La  résistance  de  l'air  change 
ce  dernier  résultat  :  j'en  ai  donné  pareillement  l'expression  dans 
ce  cas,  au  Livre  cité. 

On  a  déjà  fait  un  grand  nombre  d'expériences  pour  confirmer , 
par-ce  moyen  ,1e  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  qui  d'ailleurs 
est  démontré  par  tant  d'autres  phénomènes ,  que  cette  confirmation 
devient  inutile.  Les  petites  erreurs  de  ces  expériences  très-délicates, 
ont  souvent  excédé  l'effet  que  l'on  voulait  déterminer;  et  ce  n'est 
qu'en  multipliant  considérablement  les  expériences ,  que  l'on  peut 
ainsi  constater  son  existence  et  ûact  ea  valeur.  Nous  allons  sou- 
mettre cet  objet  à  l'analyse  des  probabilités. 

Si  l'on  prend  pour  origine  dos  coordonnées,  le  point  de  contact 
du  plan  et  de  la  boule  suspendue  par  un  fil  dont  le  sommet  de 
suspension  est  celui  du  départ  d'une  balle  que  l'on  fait  tomber  j 
si  l'on  marque  ensuite  sur  ce  plan,  les  divers  points  où  la  balle  va 
toucher  le  plan  dans  chaque  expérience  ;  en  déterminant  le  centre 
commun  de  gravité  de  ces  points ,  la  ligne  menée  de  l'origine  des 
coordonnées  à  ce  centre,  déterminera  le  sens  et  la  quantité  moyenne 
dont  la  balle  s'est  écartée  de  cette  origine;  et  l'un  et  l'autre  seront 
déterminés  avec  d'autant  plus  d'exactitude ,  que  les  expériences 
seront  plus  nombreuses  et  plus  précises. 

Considérons  maintenant ,  comme  axe  des  abscisses,  la  ligne 
menée  de  l'origine  des  coordonnées ,  à  l'est  ;  et  désignons  par 
ar,  a<'>,  a*'\  .  .a*— .  .^—Mes  coordonnées  respectives 
des  points  déterminés  par  les  expériences  dont  le  nombre  est  *. 
Ea  exprimant  par  X  et  Y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  da 

45 
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toua  ces  points  ;  on  aura 

x=s.^,  r=sA\ 

le  signe  «S1  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i=o  jusqu'à 
i  =  s  —  1.  Cela  posé ,  en  désignant  par  dza  les  limites  des  erreurs 
de  chaque  expérience,  dans  le  sens  des  x  \  la  probabilité  que  l'écart 
moyen  de  la  balle,  du  point  origine  des  coordonnées ,  est  compris 

dans  les  limites  X  db      ,  sera ,  par  le  n*  18, 


.fdr.c  *\ 


JE' 

v  4k' 

k  et  t"  étant  des  constantes  qui  dépendent  de  la  loi  de  facilité  des 
erreurs  de  chaque  expérience  dans  le  sens  des  x. 

Pareillement ,  sfc  a*  étant  les  limites  des  erreurs  de  chaque  ex- 
périence dans  le  sens  des/;  la  probabilité  que  la  valeur  moyenne 
de  la  déviation  daus  le  sens  des  y ,  est  comprise  dans  les  limites 

r=fc£_,sera 

X  et  k'  étant  des  constantes  dépendantes  de  la  loi  des  erreurs  des  expé- 

k  k 

riences  dans  le  sens  des  .y.  Les  fractions     ety  étant,  par  ce  qui 

précède,  plus  grandes  que  f  ;  on  pourra  juger  du  degré  d'approxima- 
tion et  de  probabilité  des  valeurs  de  X  et  de  K,  et  déterminer  la 
probabilité  de  l'écart  au  sud  et  au  nord,  indiqué  parles  observations. 

L'analyse  précédente  peut  encore  être  appliquée  à  la  recherché 
des  petites  inégalités  des  mouvemens  célestes,  dont  l'étendue  est 
comprise  dans  les  limites,  soit  des  erreurs  des  observations,  soit 
des  perturbations  produites  par  les  causes  accidentelles.  C'est  à 
peu  près  ainsi  que  Ticho-Brahé  reconnut  que  l'équation  du  tems , 
relative  »u  soleil  et  aux  planètes,  n'était  point  applicable  à  la  lune , 
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et  qu'il  fallait  en  retrancher  la  partie  dépendante  de  l'anomalie  du 
soleil ,  et  même  une  quantité  beaucoup  plus  grande  ;  ce  qui  conduisit 
Flamsteed  à  la  découverte  de  l'inégalité  lunaire  que  l'on  nomme 
équation  annuelle.  Cest  encore  dans  les  résultats  d'un  grand  nombre 
d'observations,  que  Mayer  reconnut  que  l'équation  de  la  préces- 
sion ,  relative  aux  planètes  et  aux  étoiles ,  n'était  point  applicable 
à  la  lune;  il  évalua  à  12"  décimales  environ,  la  quantité  dont  il 
fallait  alors  la  diminuer ,  quantité  que  Mason  éleva  ensuite  à  près 
de  24",  par  la  comparaison  de  toutes  les  observations  de  Bradley, 
et  que  M.  Burg  a  réduite  à  21",  au  moyen  d'un  bien  plus  grand 
nombre  d'observations  de  Maskcline.  Cette  inégalité ,  quoiqu'indi- 
quée  par  les  observations ,  était  négligée  par  le  plus  grand  nombre 
des  astronomes  ;  parce  qu'elle  ne  paraissait  pas  résulter  de  la 
théorie  de  la  pesanteur  universelle.  Hais  ayant  soumis  son  exis- 
tence au  calcul  des  probabilités ,  elle  me  parut  indiquée  avec  unis 
probabilité  si  forte ,  que  je  crus  devoir  en  rechercher  la  cause.  Je 
vis  bientôt  qu'elle  ne  pouvait  résulter  que  de  l'ellipticité  du  sphéroïde 
terrestre ,  que  l'on  avait  négligée  jusqu'alors  dans  la  théorie  du 
mouvement  lunaire ,  comme  ne  devant  y  produire  que  des  termes 
insensibles  ;  et  j'en  conclus  qu'il  était  extrêmement  vraisemblable 
que  ces  termes  devenaient  sensibles  par  les  intégrations  successives 
des  équations  différentielles.  Ayant  déterminé  ces  termes  par  une 
analyse  particulière,  que  j'ai  exposée  dans  le  septième  Livre  de 
la  Mécanique  Céleste;  je  découvris  d'abord  l'inégalité  du  mouve- 
ment de  la  lune  en  latitude ,  et  qui  est  proportionnelle  au  sinus  de 
sa  longitude  :  par  son  moyen,  je  reconnus  que  la  théorie  de  la  pesan- 
teur donne  effectivement  la  diminution  observée  par  les  astronomes 
cités ,  dans  l'inégalité  de  la  précession ,  applicable  au  mouvement 
lunaire  en  longitude.  La  quantité  de  cette  diminution,  et  le  coeffi- 
cient de  Pinégalité  en  latitude  dont  je  viens  de  parler,  sont  donc 
très-propres  à  déterminer  l'aplatissement  de  la  terre.  Ayant  fait 
part  de  mes  recherches  à  M.  Burg  qui  s'occupait  alors  de  ses  Tables 
de  la  Lune  ;  je  le  priai  de  déterminer  avec  un  soin  particulier ,  les 
coefficiens  de  ces  deux  inégalités.  Par  un  concours  renwrquable , 
les  coefficiens  qu'il  a  détenninés,  s'accordent  à  donner  à  la  terre, 

l'aplatissement  ~,  aplatissement  qui  djfière  peu  du  milieu  conclu 
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des  mesures  des  degrés  du  méridien  et  du  pendule  ;  mais  qui  tu 
l'influence  des  erreurs  des  observations  et  des  causes  perturba- 
trices ,  sur  ces  mesures,  me  paraît  plus  exactement  déterminé  par  lès 
inégalités  lunaires.  M.  Burckhardt  qui  vient  de  former  de  nouvelles 
Tables  de  la  Lune,  trés-précises ,  sur  l'ensemble  des  observations 
de  Bradley  et  de  Maskeline,  a  trouvé  le  même  coefficient  que 
M.  Burg,  pour  PinégaKté  lunaire  en  latitude  :  il  trouve  un  trente-qua- 
trième à  ajouter  au  coefficient  de  l'inégalité  en  longitude,  ce  qui 

réduit  l'aplatissement  à  g^,par  cette  inégalité.  La  différence  très- 
légère  de  ces  résultats  ,  prouve  qu'en  fixant  à  cet  aplatisse- 
ment ,  l'erreur  est  insensible. 

L'analyse  des  probabilités  m'a  conduit  pareillement  à  la  cause 
des  grandes  irrégularités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  La  difficulté  d'en 
reconnaître  la  loi,  et  de  les  ramener  à  la  théorie  de  l'attraGtion 
universelle ,  avait  fait  conjecturer  qu'elles  étaient  dues  aux  actions 
passagères  des  comètes  ;  mais  un  théorème  auquel  j'étais  parvenu 
sur  l'attraction  mutuelle  des  planètes ,  me  fit  rejeter  cette  hypo- 
thèse ,  en  m'indiquant  l'altractiea  mutuelle  des  deux  planètes,  comme 
la  vraie  cause  de  ces  irrégularités.  Suivant  ce  théorème ,  si  le 
mouvcroent.de  Jupiter  s'accélère  en  vertu  de  quelque  grande  iné- 
galité à  très-longue  période  j  celui  de  Saturne  doit  se  ralentir  delà 
-même  manière,  et  ce  ralentissement  est  à  l'accélération  de  Jupiter, 
'comme  le  produit  de  la  masse  de  cette  dernière  planète,  par  la 
-racine  carrée  du  grand  axe  de  son  orbite,  est  au  produit  sem- 
blable relatif  à  Saturne.  Ainsi  en  prenant  pour  unité ,  le  ralentisse- 
ment de  Saturne,  l'accélération  correspondante  de  Jupiter  doit 
•  être  o,4o884  ;  or  Hallcy  avait  trouvé ,  par  la  comparaison  des 
observations  modernes  aux  anciennes,  que  l'accélération  de  Jupiter 
■  correspondait  au  ralentissement  de  Saturne ,  et  qu'elle  était  0,448^3 
de  ce  ralentissement..  Ces  résultats,  si  bien  d'accord  avec  la  théorie, 
me  portèrent  à  penser  qu'il  existe  dans  les  mouvemens  de  ces  pla- 
.  nètes,  deux,  grandes  inégalités  correspondantes  et  de  signe  con- 
traire, qui  produisaient  ces  phénomènes.  J'avais  reconnu  que 
.  l'action  mutuelle  des  planètes  ne  pouvait  point  occasionner  dans 
leurs  moyens  mouvemens ,  des  variations  toujours  croissantes ,  ou 
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périodiques,  mars  d'une  période  indépendante  de  leur  configuration 
mutuelle  ;  c'était  donc  dans  le  rapport  des  moyens  mouvemens  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  que  je  devais  chercher  celle  dont  il  s'agit  j 
or  en  examinant  ce  rapport,  il  est  facile  de  reconnaître  que  deux 
ibis  le  moyen  mouvement  de  Jupiter  ne  surpasse  que  d'une  quan- 
tité très-petite,  cinq  fois  celui  de  Saturne j  ainsi  les  inégalités  qui 
dépendent  de  cette  différence ,  et  dont  la  période  est  d'environ 
neuf  siècles,  peuvent  devenir  fort  grandes  par  les  intégrations 
successives  qui  leur  donnent  pour  diviseur,  le  carré  du  coefficient 
très-petit  du  terns,  dans  l'argument  de  ces  inégalités.  En  fixant  vers 
l'époque  de  Tycho-Brahé,  l'origine  de  cet  argument;  je  voyais  que 
Halley  avait  dû  trouver  par  la  comparaison  des  observations 
modernes  aux  anciennes ,  les  altérations  qu'il  avait  observées  ; 
tandis  que  la  comparaison  des  observations  modernes  entre  elles, 
devait  présenter  des  altérations  contraires  et  pareilles  à  celles  que 
Lambert  avait  remarquées.  L'existence  des  illégalités  dont  je  viens 
déparier,  me  parut  donc  extrêmement  vraisemblable,  et  je  n'hési- 
tai point  à  entreprendre  le  calcul  long  et  pénible ,  nécessaire  pour 
m'en  assurer  complcttement.  Le  résultat  de  ce  calcul,  non-seule- 
ment les  confirma ,  mais  il  œo  fit  connaître  beaucoup  d'autres 
inégalités  dont  l'ensemble  a  porté  les  Tables  <k>  Jupiter  et  de 
Saturne,  au  degré  de  précision  des  observations  mêmes. 

On  voit  par  là  combien  il  faut  être  attentif  aux  indications  de 
la  nature ,  lorsqu'elles  sont  le  résultat  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations, quoique  d'ailleurs  elles  soient  inexplicables  par  les  moyens 
connus.  J'engage  ainsi  les  astronomes  à  suivre  avec  une  atten- 
tion particulière  ,  l'inégalité  lunaire  à  longue  période ,  qui  dépend 
principalement  du  mouvement  du  périgée  de  la  lune ,  ajouté  au 
double  du  moyen  mouvement  de  ses  noeuds  ;  inégalité  dont  j'ai 
parlé  dans  le  septième  Livre  de  la  Mécanique  Céleste ,  et  que 
déjà  les  observations  indiquent  avec  beaucoup  de  vraisemblance. 
Les  cas  précédens  ne  sont  pas  les  seuls  dans  lesquels  les  observa- 
tions ont  redressé  les  analystes.  Le  mouvement  du  périgée  lu- 
naire et  l'accélération  du  mouvement  de  la  lune ,  qui  n'étaieut 
point  donnés  d'abord  par  les  approximations,  ont  fait  sentir 
•  la  nécessité  de  rectifier  ces  approximations.  Ajasi,  l'on  peut 
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dire  que  la  nature  elle-même  a  concouru  à  la  perfection  analytique 
des  théories  fondées  sur  le  principe  de  lu  pesanteur  universelle  ;  et 
c'est  à  mon  sens ,  une  des  plus  fortes  preuves  de  la  vérité  de  ce. 
principe  admirable. 

On  peut  encore ,  par  l'analyse  des  probabilités ,  vérifier  l'existence 
ou  l'influence  de  certaines  causes  dont  on  a  cru  remarquer  l'action 
sur  les  êtres  organisés.  De  tous  les  instrumens  que  nous  pouvons 
employer  pour  connaître  les  agens  imperceptibles  de  la  nature,  les 
plus  sensibles  sont  les  nerfs ,  surtout  lorsque  leur  sensibilité  est 
exaltée  par  des  circonstances  particulières.  C'est  à  leur  moyen , 
que  Ton  a  découvert  la  faible  électricité  que  développe  le  contact 
de  deux  métaux  hétérogènes  ;  ce  qui  a  ouvert  un  champ  vaste 
aux  recherches  des  physiciens  et  des  chimistes.  Les  phénomènes 
singuliers  qui  résultent  de  l'extrême  sensibilité  des  nerfs  dans  quel» 
ques  individus ,  ont  donné  naissance  à  diverses  opinions  sur  l'exis- 
tence d'un  nouvel  agent  que  l'on  a  nommé  magnétisme  animal,  sur 
Faction  du  magnétisme  ordinaire  et  l'influence  du  soleil  et  de  la 
lune,  dans  quelques  affections  nerveuses  ;  enfin,  sur  les  impressions 
que  peut  foire  naître  la  proximité  des  métaux  ou  d'une  eau  cou- 
rante. Il  est  naturel  de  pens«r  que  l'action  de  ces  causes  est 
très-faible ,  et  peut  facilement  être  troublée  par  un  grand  nombre 
de  circonstances  accidentelles;  ainsi  de  ce  que,  dans  quelque 
cas  ,  elle  ne  s'est  point  manifestée,  on  ne  doit  pas  conclure 
qu'elle  n'existe  jamais.  Nous  sommes  si  éloignés  de  connaître  tous 
les  agens  de  la  nature,  qu'il  serait  peu  philosophique  de  nier  l'exis- 
tence des  phénomènes,  uniquement  parce  qu'ils  sont  inexplicables 
dans  Fétat  actuel  de  nos  connaissances.  Seulement  nous  devons 
les  examiner  avec  une  attention  d'autant  plus  scrupuleuse ,  qu'il 
paraît  plus  difficile  de  les  admettre  ;  et  c'est  ici  que  l'analyse  dos 
probabilités  devient  indispensable  pour  déterminer  jusqu'à  quel 
point  il  fout  multiplier  les  observations  ou  les  expériences,  pour 
avoir  en  faveur  de  l'existence  des  agens  qu'elles  semblent  indi- 
quer, une  probabilité  supérieure  à  toutes  les  raisons  que  l'on  peut 
avoir  d'ailleurs  de  la  rejeter. 

La  même  analyse  peut  être  étendue  aux  divers  résultats  de  la 
médecine  et  de  l'économie  politique,  et  même  à  l'influence  des 
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Causes  morales;  car  l'action  de  ces  causes,  lorsqu'elle  est  répétée 
un  grand  nombre  de  fois,  offre  dans  ses  résultats  autant  de  régu- 
larité ,  que  les  causes  physiques. 

On  peut  encore  déterminer  par  l'analyse  des  probabilités,  compa- 
rée à  un  grand  nombre  d'expériences,  l'avantage  et  le  désavantage 
des  joueurs ,  dans  les  cas  dont  la  complication  rend  impossible  leur 
recherche  directe.  Tel  est  l'avantage  de  la  main ,  au  jeu  du  piquet  : 
telles  sont  encore  les  possibilités  respectives  d'amener  les  différentes 
faces  d'un  prisme  droit  rectangulaire  ,  dont  la  longueur ,  la  largeur 
et  la  hauteur  sont  inégales  ;  lorsque  le  prisme  projeté  en  l'air ,  re- 
tombe sur  un  plan  horizontal. 

Enfin ,  on  pourrait  faire  usage  du  calcul  des  probabilités ,  pour 
rectifier  les  courbes  ou  carrer  leurs  surfaces.  Sans  doute ,  les  géo- 
mètres n'emploieront  pas  ce  moyen  ;  mais  comme  il  me  donne  lieu 
de  parler  d'un  genre  particulier  de  combinaisons  du  hasard ,  je  vais 
l'exposer  en  peu  de  mots. 

Imaginons  un  plan  divisé  par  des  lignes  parallèles ,  équidistantes 
de  la  quantité  a  ;  concevons  de  plus  un  cylindre  très-étroit  dont 
ar  soit  la  longueur,  supposée  ^gale  ou  moindre  que  a.  On  demande 
la  probabilité  qu'en  le  projetant,  il  rencontrera  uûo  des  divisions  du 
plan. 

Elevons  sur  un  point  quelconque  d'tinc  de  ces  divisions ,  une  per- 
pendiculaire prolongée  jusqu'à  la  division  suivante.  Supposons  que 
le  centre  du  cylindre  soit  sur  cette  perpendiculaire,  et  à  la  hauteur  y 
au-dessus  de  la  première  de  ces  deux  divisions.  En  faisant  tourner 
le  cylindre  autour  de  son  centre,  et  nommant  <p  l'angle  que  le  cy- 
lindre fait  avec  la  perpendiculaire ,  au  moment  où  il  rencontre  cette 
division  ;  a$  sera  la  partie  de  la  circonférence  décrite  par  chaque 
extrémité  du  cylindre ,  dans  laquelle  il  rencontre  la  division  ;  la. 
somme  de  toutes  ces  parties  sera  donc  4/?<(y,  ou  4f>y  —  4/W<Pi 
or  on  a  yz=  r.cos  <p  ;  cette  somme  est  donc 

hç.y  —  4r.sin  <p  ■+■  constante. 

Pour  déterminer  cette  constante,  nous  observerons  que  l'intégrale 
doit  s'étendre  depuis  y  nul  jusqu'à  y  =  r,  et  par  conséquent  depuis 
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<p  =  ^  jusqu'à  <p  =  o ,  ce  qui  doune 

constante  =  4r; 

ainsi  la  somme  dont  il  s'agit  est  4r.  Depuis  y  =  a  — •  r  jusqu'à 
^  =  a ,  le  cylindre  peut  rencontrer  la  division  suivante ,  et  il  est 
visible  que  la  somme  de  toutes  les  parties  relatives  à  cette  ren- 
contre ,  est  encore  4>  ;  8r  est  donc  la  somme  de  toutes  les  parties 
relatives  à  la  rencontre  de  l'une  ou  de  l'autre  des  divisions  par  le 
cylindre ,  dans  le  mouvement  de  son  centre  le  long  de  la  perpen- 
diculaire. Mais  le  nombre  de  tous  les  arcs  qu'il  décrit  en  tournant 
en  entier  sur  lui-même ,  à  chaque  point  de  cette  perpendiculaire , 
est  'ïam  ;  c'est  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons  possibles  ; 
la  probabilité  de  la  rencontre  d'une  des  divisions  du  plan  par  lo 

cylindre ,  est  donc  ^.  Si  l'on  projette  un  grand  nombre  de  fois  ca 

cylindre ,  le  rapport  du  nombre  de  fois  où  le  cylindre  rencontrera 
l'une  des  divisions  du  plan ,  au  nombre  total  des  projections,  sera 

par  le  n°  16,  à  très-peu  près,  la  valeur  de^,  ce  qui  fera  connaîtra 

la  valeur  de  la  circonférence  27r.  On  aura ,  par  le  même  numéro, 
la  probabilité  qu*  l'erreur  de  cette  valeur  sera  comprise  dans  des 

limites  données  j  et  il  est  facile  de  voir  que  le  rapport  ^  qui ,  pour 

un  nombre  donné  de  projections ,  rend  l'erreur  à  craindre  la  plus 
petite ,  est  l'unité  ;  ce  qui  donne  la  longueur  du  cylindre  égale  à 
l'intervalle  des  divisions,  multiplié  par  le  rapport  de  la  circonférence 
à  quatre  diamètres. 

Concevons  maintenant  le  plan  précédent  divisé  encore  par  des 
lignes  perpendiculaires  aux  précédentes ,  et  équidistantes  d'une 
quantité  b  égale  ou  plus  grande  que  la  longueur  ar  du  cylindre. 
Toutes  ces  lignes  formeront  avec  les  premières ,  une  suite  de 
rectangles  dont  b  sera  la  longueur  et  a  la  hauteur.  Considérons 
un  de  ces  rectangles  ;  supposons  que  dans  son  intérieur,  on  mène 
à  la  distance  r  de  chaque  côté ,  des  lignes  qui  lui  soient  parallèles. 
Elles  formeront  d'abord  un  rectangle  intérieur,  dont  b — 2  r  sera 
la  longueur ,  et  a  —  ar  lu  hauteur;  ensuite  deux  petits  rectangles  , 
dout  r  sera  la  hauteur ,  et  b  —  ar  la  longueur  ;  puis  doux  autres 

petits 
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petits  rectangles  dont  r  sera  la  longueur,  et  a— ar  la  hauteur  ;  enfin , 
quatre  petits  carrés  dont  les  côtés  seront  égaux  à  r. 

Tant  que  le  centre  du  cylindre  sera  placé  dans  le  rectangle 
intérieur ,  le  cylindre  en  tournant  sur  son  centre ,  ne  rencontrera 
jamais  les  côtés  du  grand  rectangle. 

Lorsque  le  centre  du  cylindre  sera  placé  dans  l'intérieur  d'un  de» 
rectangles  dont  r  est  la  hauteur  et  b —  ar  la  longueur;  il  est  facile 
de  voir  par  ce  qui  précède,  que  le  produit  de  8r,  par  la  longueur 
fe— ar,  sera  le  nombre  des  combinaisons  correspondantes,  dan»  . 
lesquelles  le  cylindre  rencontrera  l'un  ou  l'autre  des  côtés  b  du 
grand  rectangle.  Ainsi  8r.(A— ar)  sera  le  nombre  total  des  combi- 
naisons correspondantes  aux  cas  dans  lesquels  le  centre  du  cylindre 
étant  placé  dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  petits  rectangles,  le  cy- 
lindre rencontre  le  contour  du  grand  rectangle.  Par  la  même  raison, 
8r.  (« — ar)  sera  1©  nombre  total  des  combinaisons  dans  lesquelles 
le  centre  du  cylindre  étant  place  dans  l'intérieur  des  petits  rec- 
tangles dont  r  et  a  —  arsont  les  dimensions ,  le  cylindre  rencontre 
le  contour  du  grand  rectangle. 

Il  nous  reste  à  considérer  Us  quatre  petits  carrés.  Soit  ABCD 
l'un  d'eux.  De  l'angle  A  commun  à  ce  carré  et  «m  grand  rec- 
tangle ,  comme  centre ,  et  du  rayon  r ,  décrivons  un  quart  de 
circonférence ,  se  terminant  aux  points  B  et  D.  Tant  que  le 
centre  du  cylindre  sera  compris  dans  le  quart  de  cercle  formé 
par  cet  arc ,  le  cylindre  en  tournant ,  rencontrera  dans  toutes  ses 
positions ,  le  contour  du  grand  rectangle;  le  nombre  des  combi- 
naisons dans  lesquelles  cela  aura  lieu ,  est  donc  égal  au  produit 
de  a*  par  la  surface  du  quart  de  cercle ,  et  par  conséquent  il  est 

égal  à        Si  le  centre  du  cylindre  est  dans  la  parue  du  carré 

qui  est  au-delà  du  quart  de  cercle  ;  le  cylindre  en  tournant  autour 
de  son  centre ,  pourra  rencontrer  l'un  ou  l'autre  des  deux  côtés 
AB  et  AD  prolongés,  sans  jamais  les  rencontrer  tous  deux  à  la 
fois.  Pour  déterminer  le  nombre  des  combinaisons  relatives  à 
cette  rencontre ,  je  conçois  sur  un  point  quelconque  du  côté  ABy 
distant  de  x  du  point  A ,  une  perpendiculaire  y  dont  l'extrémité 
soit  au-delà  du  quart  de  cercle.  Je  place  le  centre  du  cylindre  sur 
cette  extrémité  de  laquelle  j'abaisse  quatre  droites  égales  à  r,  et 
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dont  deux  aboutissent  sur  le  côté  AB  prolongé ,  si  cela  est  néces- 
saire,etdcux  autres  sur  le  côté  AD  pareillement  prolongé.  Je  nomme 
<2<p  l'angle  compris  entre  les  deux  premières  lignes ,  et  2<p'  l'angle 
compris  entre  les  deux  secondes.  Il  est  visible  que  le  cylindre  en 
tournant  sur  son  centre ,  rencontrera  le  côté  AB  prolougé ,  tant 
qu'une  de  ses  moitiés  sera  dans  l'angle  a? ,  et  qu'il  rencontre  le 
côté  AD  prolongé ,  tant  qu'une  de  ses  moitiés  sera  dans  l'angle  2^; 
Je  nombre  total  des  combinaisons  dans  lesquelles  le  cylindre  ren- 
contrera l'un  ou  l'autre  de  ces  côtés,  est  donc  4.(^-t-^')j  ainsi  ce 
nombre,  relativement  à  la  partie  du  carré,  extérieure  au  quart  de 
cercle,  est 

or  on  a  évidemment, 

*  =  r.cos    ,  ^=r.cos <ç  ; 
l'intégrale  précédente  devient  ainsi , 

4tr*.f(  <p  +  ç  ') .  d<p .  d .  sin  <p  sin  ; 
et  il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale  relative  à  ç',  doit  être  prise 
depuis        o  jusqu'à  ?'=^ — 9,  et  que  l'intégrale  relative  à  <p 
doit  être  prise  depuis  <p = o  jusqu'à  <p ;  ce  qui  donne  f  r» .  (1 2— tt») 

pour  cette  intégrale.  En  lui  ajoutant  ,  on  aura  le  nombre  des 

combinaisons  relatives  au  quarré  ;  et  en  quadruplant  ce  nombre  , 
et  le  réunissant  aux  nombres  précédens  des.  combinaisons  rela- 
tives à  la  rencontre  du  contour  du  grand  rectangle,  parle  cylindre  ; 
on  aura ,  pour  le  nombre  total  des  combinaisons, 

8.(aH-6).r—  8r\ 

Mais  le  nombre  total  des  combinaisons  possibles ,  est  évidemment 
égal  à  27T  multiplié  par  la  surface  ab  du  grand  rectangle  ;  la 
probabilité  de  la  rencontre  des  divisions  du  plau  par  le  cylindre , 
est  donc 

ab.v  ~' 
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inconnue  :  en  la  considérant  d  priori ,  elle  nous  paraît  susceptible 
de  toutes  les  valeurs  comprises  entre  zéro  et  l'unité;  mais  si  l'on 
a  observé  un  résultat  composé  de  plusieurs  de  ces  événemens  , 
la  manière  dont  ils  y  entrent ,  rend  quelques-unes  de  ces  valeurs 


servé  se  compose  par  le  développement  des  événemens  simples  , 
leur  vraie  possibilité  se  fait  de  plus  en  plus  connaître ,  et  il  devient 
de  plus  en  plus  probable  qu'elle  tombe  dans  des  limites  qui  se  res- 
serrant sans  cesse,  finiruientpar  coïncider,  si  le  nombre  des  évé- 
nemens simples  devenait  infini.  Pour  déternimor  les  lois  suivant 
lesquelles  cette  possibilité  se  découvre,  nous  la  nommerons  *.  La 
théorie  exposée  dans  les  chapitres  précédons,  donnera  la  proba- 
bilité du  résultat  observé ,  en  fonction  de  *.  Soit  y  cette  fonction  ; 
si  l'on  considère  les  différentes  valeurs  de  x  comme  autant  de 
causes  de  ce  résultat,  la  probabilité  de  x  sera,  par  le  troisième 
principe  du  n*  1 ,  égale  à  une  fraction  dont  le  numérateur  est  y  , 
et  dont  le  dénominateur  est  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  y  ; 
en  multipliant  donc  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  ectto 
fraction  par  dx,  cette  probabilité  sera 


l'intégrale  dû  dénominateur  étant  priée  depuis  x  =  o  jusqu'à  *=i, 
La  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  le»  limites 
x=6  et  x=ô/,  est  par  conséquent  égale  à 


fydx 


(0 
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l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  a:  =  0  jusqu'à  jcst^, 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x=o  jusqu'à  xsssii 

La  valeur  de  xla  plus  probable ,  est  celle  qui  rend  y  un  maximum. 
Nous  la  désignerons  par  a.  Si  aux  limites  de  x  ,y  est  nul ,  alors 
chaque  valeur  de  y  a  une  valeur  égale  correspondante  de  l'autre 
côté  du  maximum. 

Quand  les  valeurs  de  * ,  considérées  indépendamment  du  résultat 
observé ,  ne  sont  pas  également  possibles  ;  en  nommant  z  la  fonc- 
tion de  x  qui  exprime  leur  probabilité;  il  est  facile  de  voir,  par 
ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  chapitre  de  ce  Livre ,  qu'en  chan- 
geant dans  la  formule  (1),  y  àansyz,  on  aura  la  probabilité  que 
la  vuleur  de  *  est  comprise  dans  les  limites  *  =  fl  et  x=B'.  Cela 
revient  à  supposer  toutes  les  valeurs  de  x  également  possibles 
à  priori,  et  à  considérer  le  résultat  observé,  comme  étant  formé 
de  deux  résultats  indépendans ,  dont  les  probabilités  sont  y  et  z. 
On  peut  donc  ramener  ainsi  tous  les  cas  à  celui  où  l'on  supposa 
à  priori ,  avant  l'événement,  une  égale  possibilité  aux  différentes 
valeurs  de  xt  et  par  cette  raison,  nous  adopterons  cette  hypo- 
thèse dans  ce  qui  va  suivre.  .  . 

Nous  avons  donné  dans  les  n°*  aa  et  suivans  du  premier  Livre , 
les  formules  nécessaires  pour  déterminer  par  des  approximations 
convergentes ,  les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  de 
la  formule  (1),  lorsque  les  événemens  simples  dont  se  compose 
l'événement  observé,  sont  répétés  un  très-grand  nombre  de  fois  ; 
car  alors  y  a  pour  facteurs ,  des  fonctions  de  x  élevées  à  de  grandes 
puissances.  Nous  allons,  au  moyen  de  ces  formules,  déterminer  la 
loi  de  probabilité  des  valeurs  de  x,  à  mesure  qu'elles  s'éloignent 
de  la  valeur  a ,  la  plus  probable ,  ou  qui  rend  y  un  maximum.  Pour 
cela ,  reprenons  la  formule  (c)  du  n'  27  du  premier  Livre  , 


_r.,-,,{<-+r. 
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yiennent  v,  ^  ,  etc.,  lorsqu'on  y  change  après  les  diffé- 

rentia lions  ,  x  en  a  ,  a  étant  la  valeur  de  x  qui  rend.y  un  maximum: 
T  est  égal  à  ce  que  devient  la  fonction  \/lo%  K—  log^ ,  lorsqu'on 
change  x  en  a  —  8  dans  jk  j  c*  T'  est  ce  que  devient  la  même 
fonction,  lorsqu'on  y  change  x  dans  a-f-8'.  L'expression  précé- 
dente de  Jydx  donne  la  valeur  de  cette  intégrale,  dans  les  limites 
x—a  —  6  et  x=a-f-Ô'j  l'intégrale  fdt.c-11  étant  prise  depuis 
t=—T  jusqu'à  f  =  T. 

Le  plus  souvent,  aux  limites  de  l'intégrale  Jydx,  étendue  depuis 
x  =  o  jusqu'à  x  =  1 ,  y  est  nul  ;  ou  lorsque  y  n'est  pas  nul ,  il 
devient  si  petit  à  ces  limites ,  qu'on  peut  le  supposer  nul.  Alors  , 
on  peutiàirc  à  ces  limites  T  et  2"  infinis^  ce  qui  donne  pour  Tinté-, 
grale  fydx,  étendue  depuis  x  =  o  jusqu'à  *  =  1 , 

ainsi  la  prohabilité  que  la  valeur  do  x  est  comprise  dans  les  limites 
x=a  —  8  et  jc=a-f-d',  est  égale  à 

K        { u+ z  •  r^z? + if  •  roirz? + etc.}.  n/tt. 

On  voit  par  le  n*  a3  du  premier  Livre,  que  dans  le  cas  où^  a  pour 
facteurs,  des  fonctions  de  *  élevées  à  de  grandes  puissances  de 

l'ordre  -,et  étant  une  fraction  extrêmement  petite,  alors  U  est 

le  plus  souvent  de  l'ordre  v/i,  ainsi  que  ses  différences  succes- 

sivcs;  U,  -jr  >  -j^r  »  etc.  sont  respectivement  des  ordres 
a 

«  ,  ** ,  etc.  j  d'où  il  suit  que  la  convergence  des  séries  de  la  for- 
mule (5),  exige  que  T  et  T  ne  soient  pas  d'un  ordre  supérieur 
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Si  l'on  suppose  0=6'  ;  alors  on  a  à  fort  peu  près  T=  T,  et  la 
formule  (3)  se  réduit,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  «,  à  l'in- 
tégrale fdt  c~- ,  prise  depuis  /=—  T  jusqu'à  /= T  ;  ce  qui  revient 

en  négligeant  le  carré  de  la  différence  T* —  7*,  à  doubler  l'inté- 
grale précédente ,  et  à  la  prendre  depuis  /  nul  jusqu'à 


or  on  a 


et  l'on  peut  supposer 


T=  log  F  —  logj-, 


log^  =  ;.log 


<p  étant  une  fonction  de  x  ou  de  a  —  6 ,  qui  ne  renferme  plus  de 
facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances  ;  en  nommant  donc 

4>'^*  5?'  etc•,  ce  ^  devieDnent>  ^rsque  8  est  nul,      ^  . 

etc.  ;  en  observant  ensuite  que  la  condition  de  Y  ou  * ,  un 

maximum,  donne  ^  =o,  on  aura 

flt   <M*    ,  fl,    <P»  r  f  M*  VI  , 

«^=-fl  '-s^+f -e^?  -  8  •  Lfo?  -  fe;  J+ ctc- 

En  changeant  ô  dans  —  0,  on  aura  la  valeur  de  *7",j  on  aura  donc, 
en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  «t*, 


partant , 
Faisons 


(TM-  7"')  g.    Aft»  _ 

a  a*.</x-»* 


•  V 


al  .Jx*  ' 


la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  les  limites 
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«=fc  Lésera 

l'intégrale  étant  prise  depuis  f=o,  et  pouvant  être  obtenue 
d'une  manière  fort  approchée,  par  les  formules  du  n*  37  du  pre- 
mier Livre. 

11  résulte  de  cette  expression,  que  la  valeur  de  x  la  plus  pro- 
bable est  a ,  ou  celle  qui  rend  l'événement  observé ,  le  plus  pro- 
bable; et  qu'en  multipliant  à  l'infini  les  événemens  simples  dont 
l'événement  observé  se  compose ,  on  peut  à  la  fois  resserrer  les 

limites  a  de— ,  et  augmenter  la  probabilité  que  la  valeur  de  x 

tombera  entre  ces  limites;  ensorte  qu'à  l'infini ,  cet  intervalle  devient 
nul,  et  la  probabilité  se  confond  avec  la  certitude. 

Si  l'événement  observé  dépend  d'événemens  simples  de  deux 
differens  genres ,  en  nommant  x  et  x*  les  possibilités  de  ces  deux 
genres  d'événemens,  on  verra  par  les  raisonnemens  précédera, 
quej'  étant  alors  la  probabilité  de  l'événement  composé ,  la  fraction 

/Ty<lx.<Lï>  v*; 

sera  la  probabilité  des  valeurs  simultanées  de  x  et  de  x*,  les  inté- 
grales du  dénominateur  étant  prises  depuis  xz=  o  jusqu'à  x  =  1, 
et  depuis  x'=o  jusqu'à  x,=  1.  En  nommant  a  et  a'  les  valeurs 
de  x  et  de  x!  qui  rendent  y  un  maximum ,  et  faisant  xs=a  -f-9 , 
x'  =  a' -f- 6',  on  trouvera,  par  l'analyse  du  n*  37  du  premier  Livre , 
que  si  l'on  suppose 
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la  fraction  (4)  prendra  cette  forme 


dt.dt'.c-1'-'' 

7T« 


Les  intégrales  du  dénominateur  doivent  être  prises  depuis  ts= — 30 
jusqu'à  t  =  oo ,  et  depuis  t'  =  —  00  jusqu'à  t'  —  00;  car  les  inté- 
grales relatives  à  x  et  x'  de  la  fraction  (<*)  étant  prises  depuis  *=o 
^ct  jc'=  o  jusqu'à  x  etx*  égaux  à  l'unité,  et  à  ces  limites,  les  va- 
leurs de  ô  et  de  8'  étant  — a  et  1  — a;  — a'  et  1  — a,  les  limites 
de  /  et  de  4  sont  égales  à  ces  dernières  limites  multipliées  par  des 

quantités  de  l'ordre  -~=-  :  ainsi  l'exponentielle  c-**— ^  est  excessi- 
vement petite  à  ces  limites ,  et  l'on  peut  sans  erreur  sensible , 
étendre  les  intégrales  du  dénominateur  de  la  fraction  précédente , 
jusqu'aux  valeurs  infinies  positives  et  négatives  des  variables  /  et/'j 
ce  dénominateur  devient  ainsi  égal  à  tt;  et  la  probabilité  que  les 
valeurs  de  0'  et  de  6  sont  comprises  dans  les  limites 

est  égale  à 

► 

les  intégrales  étant  prises  depuis  t  et  /'  nuls. 

On  voit  par  cette  formule,  que  dans  le  cas  de  deux  genres 
diflerens  d'événemens  simples ,  la  probabibté  que  leurs  possibilités 
respectives  sont  celles  qui  rendent  l'événement  composé  ,  le  plus 
probable ,  devient  de  plus  en  plus  grande ,  et  finit  par  se  confondre 
avec  la  certitude  ;  ce  qui  a  lieu  généralement  pour  un  nombre  quel- 
conque de  genres  dilïërcns  d'événemens  simples,  qui  entrent  dans 
l'événement  observé, 

Si 
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Si  l'on  conçoit  une  urne  renfermant  une  infinité  de  boules  de 
plusieurs  couleurs  différentes ,  et  qu'après  en  avoir  tire  un  grand 
nombre  n,  p  sur  ce  nombre,  aient  été  de  la  première  couleur  , 
g  de  la  seconde ,  r  de  la  troisième ,  etc.  ;  en  désignant  par  x ,  x', 
x",  etc.  les  probabilités  respectives  d'amener  dans  un  seul  tirage, 
une  de  ces  couleurs ,  la  probabilité  de  l'événement  observé  sera  le 
terme  qui  a  pour  facteur  x>.x'f.x"'.  etc.,  dans  le  développement  du 
polynôme 

(x-r-x7 etc.)*, 

où  l'on  a 

x+xr-r-x"-r-etc.  =  1 , 
p  -f-  q  -f-  r  -f-  etc.  =  n  ; 

on  pourra  donc  supposer  ici  y  =x'.x',.x"r.etc.  ;  et  alors  on  a 
pour  les  valeurs  de  x,  x',  x",  etc.  qui  rendent  l'événement  observé 
le  plus  probable , 

*-£.  etc- 

Ainsi  les  valeurs  les  plus  probables  sont  proportionnelles  aux 
nombres  des  arrivées  des  couleurs;  et  lorsque  le  nombre  n  est 
un  grand  nombre,  les  probabilités  respectives  des  couleurs,  sont 
à  très-peu  près  égales  aux  nombres  de  fois  qu'elles  sont  arrivées  p 
divisés  par  le  nombre  des  tirages. 

37.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  précédente  , 
considérons  le  cas  où  deux  joueurs  A  et  B  jouent  ensemble  avec 
cette  condition ,  que  celui  qui  sur  trois  coups  en  aura  gagné  deux, 
gagne  la  partie  ;  et  supposons  que  sur  un  très-grand  nombre  n  de 
parties ,  A  en  ait  gagné  un  nombre  1.  En  nommant  x  la  probabilité 
de  A  pour  gagner  un  coup ,  et  par  conséquent  1  —  x ,  la  probabi- 
lité correspondante  de  B  ;  la  probabilité  de  A  pour  gngner  une 
partie,  sera  la  somme  des  deux  premiers  termes  du  binôme 
— *)';  et  la  probabilité  correspondante  de  B,  sera  la 
somme  des  deux  derniers  termes.  Ces  probabilités  sont  donc 
ar*.(3 — a*)  et  (1 — af)V(i +ax)  ;  ainsi  la  probabilité  que  sur  n 
parties,  A  en  gagnera  i,  et  By  n  —  i,  sera  proportionnelle  à 
x*r{3 —  ax)'.( \r-x )""".(  1     ax)— en  nommant  donc.y  cette 

47 


57o  THEORIE  ANALYTIQUE 

Jonction,  et  a  la  valeur  de  x  qui  la  rend  un  maximum  ;  la  pro- 
babilité que  la  valeur  de  *  est  comprise  dans  les  limites  0—6  et 
a  -f*  8,  sera 

fjàx 

• 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  x  =  a  —  fl  jusqu'à 
*  =  a-+-0,  et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  *=o  jus- 
qu'à x=  1.  Si  l'on  fait 

1  i  

n         '     n      '  ' 

on  aura  par  le  numéro  précédent , 

ç^x".{ô  —  *xy  .(1  —  x)— * .  (  1  +  ax)-". 

La  condition  du  maximum  de  y  ou  de  p ,  donne  cty=o;  par 
ronséquent  a  étant  la  valeur  de  x  corroepondant©  à  ce  maximum, 
on  aura 

a?         ai'  Q   .   3(1  —  0, 

a       3  —  a«         1  —  a  i+ao  ' 

d'où  l'on  tire 

,•'=«'.(5—  2a),    1— i"  =  (i— a)\(i-f-aa)i 
ensuite  on  a 

ao.dx*  ~  (3—a<i).(i  -f-aa)  —  *  * 
La  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  les  limites 
a  ±  —tt  ,  sera  donc ,  par  le  numéro  précédent ,  égale  à 

r  n 

—  18. r» 

«•✓S  ^  f(3-aa).(i4-a«) 

\/ir.($— aa)-(i+a<0  ^ 

On  verra  facilement  que  ce  résultat  s'accorde  avec  celui  que 
nous  avons  trouvé  dans  le  n*  16,  par  une  analyse  moins  directe 
que  celle-ci. 

La  partie  linit  en  deux  coups ,  si  A  ou  B  gagne  les  deux  pre- 
miers coups,  le  troisième  coup  n'étant  pas  joué,  parce  qu'il  devient 
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inutile.  Ainsi  les  nombres  des  parties  gagnées  par  l'un  et  l'aulre 
des  joueurs,  n'indiquent  pas  le  nombre  des  Coups  joués;  mais  ils 
indiquent  que  ce  dernier  nombre  est  contenu  dans  des  limites 
données,  avec  une  probabilité  qui  croit  sans  cesse,  à  mesure  que 
les  parties  se  multiplient.  La  recherche  de  ce  nombre  et  de  cette 
probabilité  étant  très-propre  à  écluircir  l'analyse  précédente  ;  nous 
allons  nous  en  occuper. 

La  probabilité  que  A  gagnera  une  partie  en  deux  coups ,  est  x", 
x  exprimant,  comme  ci-dessus ,  sa  probabilité  de  gagner  à  chaque 
coup.  La  probabilité  qu'il  gagnera  la  partie  en  trois  coups ,  est 
ajc*.(i — x).  La  somme  a:'. (3— aor)  de  ces  deux  probabilités  ,  est 
la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie.  Ainsi  pour  avoir  la  proba- 
bilité que  sur  i  parties  gagnées  par  le  joueur  A ,  a  seront  de  deux 
coups,  il  fout  élever  à  la  puissance  i,  le  binomo 

,  ar».(.-x) 

ou 

t  a.(i-x) 
3  — ax-~  3  —  ax  * 

et  le  terme  i  —  a  4- 1  du  développement  de  cette  puiosance,  sera 
cette  probabilité  qui  est  ainsi  égale  à 

i.a.3  «,at-'.(i— x)*-'   ■ 

i.a.3  J.1.9.3-. .  .(i— j).(3  — ax)1* 

Le  plus  grand  terme  de  ce  développement  est,  par  le  n*  16, 
celui  dans  lequel  les  exposans set  i  —  s  du  premier  et  du  second 
terme  du  binôme  sont  à  très- peu  près  dans  le  rapport  de  ces 
termes ,  ce  qui  donne 

i 

Nous  nommerons  s'  cette  quantité ,  et  nous  ferons 
on  aura,  par  le  n"  16, 

— 1> 
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pour  la  probabilité  de  s ,  correspondante  à  t'adresse  x  du  joueuf  A. 

On  trouvera  pareillement ,  que  si  l'on  nomme  z  le  nombre  3es 
parties  de  deux  coups ,  gagnées  par  le  joueur  B  ,  sur  le  nombre 
«  — *'  de  parties  qu'il  a  gagnées;  la  valeur  de  «  la  plus  probable 

sera  -p^—;  et  qu'en  désignant  par  z'  cette  quantité,  et  faisant 

*=*'+?, 
la  probabttité  de  z  correspondante  à  x  sera 


uz  .{n — i—  z').*' 

Le  produit  de  ces  deux  probabilités  est  donc  la  probabilité  corres- 
pondante à  x ,  que  le  nombre  des  parties  de  deux  coups ,  gagnées 
par  le  joueur  A,  sera  *'-f-/,  taudis  que  le  nombre  dee  parties  dy 
deux  coups,  gagnées  par  le  joueur  B7  sera  jz'-f-Z'.  Soit 

 i  t   n  —  i 

9—  a/.  9  —  a»'.(»-i— 

on  aura  pour  cette  probabilité  composée , 

ja.*.*..-^-"". 

ir 

11  faut  multiplier  cette  probabilité  par  celle  de  x,  qui,  comme  on 
l'a  vu  dans  le  numéro  précédent ,  est       j  le  produit  est 


l'intégrale  du  dénominateur  doit  être  prise  depuis  x=o  jusqu'à 
.v  =  i  ;  et  par  le  n°  37  du  premier  Livre ,  cette  intégrale  est  à  très- 
peu  près , 


Y.  V*'\J^- 


aV.dx* 


Si  l'on  nomme  X  la  fonction 
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et  que  l'on  désigne  par  «'  la  valeur  de  x ,  qui  rend  Xy  un  maximum, 
et  par  X'  et  Y',  ce  que  deviennent  X  et  y ,  lorsqu'on  y  change 
x  en  a' ;  on  aura ,  par  le  numéro  précédent,  en  faisant  xz=a'-\-  8 , 

6».<fr.(rr) 

Il  est  facile  de  voir  que  a'  ne  diftére  de  la  valeur  a  de  x,  qui 
rend  7-  un  maximum,  que  d'une  quantité  de  l'ordre  *,  que  nous 
désignerons  par  fa,  ;  en  substituant  dans  Y,  a-\-Jk  au  lieu  de  a\ 
pour  en  former  Y',  et  développant  par  rapport  aux  puissances  de 

a,  on  verra  que  ^  étant  nul,  parce  que  F  est  le  maximum  de  y, 

Y'  ne  difïïxc  de  Y,  que  de  quantités  de  l'ordre  et  ;  ainsi  l'on  a , 
aux  quantités  près  d'un  ordre  inférieur  à  celui  que  l'on  conserve, 

et  en  observant  que  et  peuvent  être  négligées  par  rap- 
Porta  rte  * 

#.xr  d'Y 


la  fonction  (e)  devient  par  là 


On  doit  dans  cette  fonction,  supposer x= a,  ce  qui  donne,  en 
substituant  pour  i ,  sa  valeur  na*.(3— aa) , 

_         3  —  ao  ,   i  +aa 

9—  4na'.(i  —  a)»     ?  ~~  4/m.(i—  a)»' 

Ensuite ,  x  étant  égal  à  a'-f-  6,  il  est  égal  à  a  •+-/*-+■  0  j  en  né- 
gligeant donc  les  quantités  de  l'ordre  *,  on  aura 

x  —  a-\-9. 

Maintenant  le  nombre  des  parties  de  deux  coups,  étant 
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ce  nombre  sera 

Faisons 

et  désignons  par  y"  la  quantité 

 ddV  

qui ,  après  toutes  les  réductions ,  se  réduit  à 

9.(3— ao).(i+9«)  

an.  (i—  ao)\  (3— aa+ao»^  * 

la  fonction (e)  deviendra 


En  l'intégrant  depuis  /=  —  oo  jusqu'à  /=» ,  et  depuis  /'=:—», 
jusqu'à  P=ao,  on  aura  la  probabilité  que  le  nombre  des  partie» 
de  deux  coups ,  sera  égal  à 

i        ,    n  —  i  . 
3  —  cm       »  +  aa  » 

or  on  a 

Cette  dernière  intégrale,  prise  depuis  oo  jusqu'à  J=oo,  est, 

par  ce  qui  précède, 

>/:  c-?R"('-f)-''" 
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En  la  multipliant  par  dl\  et  la  mettant  sous  cette  forme, 


:.  C 


99V- '*  qq'+qq'  +  q'q'   A,  qq'.t  \» 

•qq'+qq'+q'q'-        q+q'  V  qq+qq'+q'q') 


Vq~+? 

et  l'intégrant  depuis  /'= — oo  jusqu'à  /=  oo;  on  aura 


V/W'+il'l"+q'4 


•  C 


W'+W'-H  q" 


La  fonction  (e")  intégrée  par  rapport  à  l  et  /',  dans  les  limites  infi- 
nies positives  et  négatives  de  ces  variables ,  devient  ainsi 



1  .  »  /      99V    .  j,  „  W-Hi'+ff 
y*    y  qq+qq+qq 

Ainsi  la  probabilité  que  le  nombre  de  parties  de  deux  coups,  sera 
compris  dans  les  limites 


g  '  n  -h  "    '  =b  l=  «.(a* H-  î  — a")  =fc<, 

est  égale  au  double  de  l'intégrale  de  la  différentielle  précédente , 
prise  depuis  /  nul.  On  doit  observer  que  q ,  q',  q"  sont  de  l'ordre  - , 

t  0 

ensortc  que  la  quantité    ,  tqq  ? .  t~0  est  du  même  ordre.  Rcprésen- 

99  +99  +9  9  r 
tons -la  par  —,  et  faisons  t=r.  \/n  ;  on  aura 

pour  l'expression  de  la  probabilité  que  le  nombre  de  parties  de 
deux  coups ,  sera  compris  dans  les  limites 

//.(<**+  i  —  a  )=kr.  [/n , 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul.  L'intervalle  de  ces  deux  limites 
est  ar\/n}  et  le  rapport  de  cet  intervalle  au  nombre  n  de  parties, 
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est  ce  rapport  diminue  sans  cesse  ,  à  mesure  que  n  aug- 
mente ,  et  r  peut  en  même  tems  croître  indéfiniment  ;  de  sorte 
que  l'intégrale  précédente  approche  indéfiniment  de  l'unité. 

Le  nombre  total  des  coups ,  est  le  triple  du  nombre  des  parties 
de  trois  coups  ,  plus  le  double  du  nombre  des  parties  de  deux 
coups,  ou  le  triple  du  nombre  total  n  des  parties ,  moins  le  nombre 
des  parties  de  deux  coups  ;  il  est  donc 

an .  (  1  +  a  — q*  )^zr.y/n, 

l'intégrale  {t'")  est  donc  l'expression  de  la  probabilité  que  le  nombre 
des  coups  sera  compris  dans  ces  limites. 

Si  au  lieu  de  connaître  le  nombre  /  des  parties  gagnées  par  le 
joueur  et  le  nombre  total  n  de  parties ,  on  connaît  le  nombre 
i  et  le  nombre  total  des  coups  ;  la  même  analyse  pourra  servir  à 
déterminer  le  nombre  inconnu  «  des  parties.  Pour  cela,  désignons 
par  // ,  le  nombre  total  des  coups  3  ou  aura ,  par  ce  qui  précède  , 
les  deux  équations 

»  *  •  ■ 

t  1  n — t  n  —  1 


a       3  —  aa  ~     1  —  a        1  +  a«' 

Ces  équations  donnent  a  et  n  en  fonctions  de  //±r.  vit.  Supposons 
on  aura ,  en  réduisant  en  série , 

h  -rf-4(r) 

on  substituera  dans  A',  au  lieu  de  n  et  de  a  ,  1.4  (j)  et  T  ; 

l'intégrale  (t'")  est  alors  la  probabilité  que  le  nombre  n  des  parties , 
est  compris  dans  les  limites 


:.4(5)±/r.  \A4(r)  •  -  jP- 


s8. 
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28.  Ccs(  principalement  aux  naissances ,  que  l'analyse  précé- 
dente est  applicable ,  et  l'on  peut  eu  déduire  non-sculcmcnt  pour 
l'espèce  humaine ,  mais  pour  toutes  les  espèces  d'êtres  organisés  , 
des  résultats  intéressans.  Jusqu'ici  les  observations  de  ce  genre' 
n'ont  été  faites  en  grand  nombre,  que  sur  l'espèce  humaine  :  nous 
allons  soumettre  au  calcul ,  les  principales. 

Considérons  d'abord  les  naissances  observées  à  Paris,  à  Londres, 
et  dans  le  royaume  de  Naples.  Dans  l'espace  des  4o  années  écoulées 
depuis  le  commencement  de  ,  époque  où  l'on  a  commencé  à 
distinguer  à  Paris,  sur  les  registres,  les  naissances  des  deux  sexes, 
jusqu'à  la  fin  de  1784,  on  a  baptisé  dans  cette  capitale,  393586 
garçons,  et  577555  filles,  les  enlàns  trouvés  étant  compris  dans 

ce  nombre  :  cela  donne  à  peu  près  ^  pour  le  rapport  des  baptêmes 
des  garçons  à  ceux  de»  fillos. 

Dans  l'espace  des  95  années  écoulée»  depuis  le  commencement 
de  i664  jusqu'à  la  fin  de  175a,  il  est  né  à  Londres,  737629  garçons, 

et  698958  filles  ;  ce  qui  donne  y|  à  peu  prés ,  pour  le  rapport  des 

naissances  des  garçons  à  celles  des  filles. 

Enfin,  dans  l'espace  des  neuf  années  écoulées  depuis  le  commen- 
cement de  1774  jusqu'à  la  fin  de  1782  ,  il  est  né  dans  le  royaume 
de  Naples,  la  Sicile  non-comprise,  782362  garçons,  et  746821  filles  ; 

ce  qui  donne  ^  pour  le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles 
des  filles. 

Les  plus  petits  de  ces  nombres  de  naissances,  sont  relatifs  à 
Paris;  d'ailleurs,  c'est  dans  cette  ville  que  les  naissances  des  garçons 
et  des  filles,  approchent  le  plus  de  l'égalité.  Par  ces  deux  raisons  , 
la  probabilité  que  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  surpasse 

~ ,  doit  y  être  moindre  qu'à  Londres  et  dans  le  royaume  de  Naples. 

Déterminons  numériquement  celte  probabilité. 

Nommons  p  le  nombre  des  naissances  masculines  observées  à 
Paris ,  g  celui  des  naissances  féminines ,  et  x  la  possibilité  d'une 
naissance  masculine ,  c'est-à-dire  la  probabilité  qu'un  enfant  qui 
doit  naître,  sera  un  garçon;  1  — x  sera  la  possibilité  d'une  nais- 
sance féminine,  et  l'on  aura  la  probabilité  que  sur/? + q  naissances, 
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p  seront  masculines ,  et  q  seront  féminines ,  égale  à 

i.a.3...(p+<7)         .  . 
i.a.3...p.i.a.3...7-^-(1^  > 

en  Taisant  donc 

la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  des  limites 
données,  sera  par  le  n"  a6,  égale  à 


l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  *=o  jusqu'à  x=  i  < 
et  celle  du  numérateur  étant  prise  dans  les  limites  données.  Si 
l'on  prend  zéro  et  £  pour  ces  limites ,  on  aura  la  probabilité  que 
la  valeur  de  x  ne  surpasse  pas  7.  La  valeur  qui  correspond  au 

maximum  àcj,  est^^  ;  et  vu  la  grandeur  des  nombres  p  et  7,  l'excès 
de-Jp^  sur  f,  est  trop  considérable  pour  employer  ici  la  for- 
mule (c)  du  n*  27  du  premier  Livre,  dans  l'approximation  de  l'in- 
tégrale .//rte,  prise  depuis  x=o  jusqu'à  j:  =  xj  il  faut  donc,  dans 
ce  cas,  faire  usage  de  la  formule  (A)  du  n*  aa  du  même  Livre. 
Ici  l'on  a 

(,=_^_r  —  

dy  p  —  {p+q).x 

I 

la  formule  citée  (A)  donne  ainsi  pour  l'intégrale  fydxy  prise  depuis 
x  =  o  jusqu'à  x  —  i, 

Quant  à  l'intégrale  fydx ,  prise  depuis  x=o  jusqu'à  x  =  1 ,  on  a , 
par  le  n*  a6 , 

Fêtant  ce  que  devient^  à  son  maximum ,  ou  lorsqu'on  y  substitue 
^poor^cMiciégalà  tr^.etc.  sont 
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ce  que  deviennent  etc.,  lorsqu'on  y  fait,  après  les  diffé- 


rentiations ,  x  =  ®a  trouve  ainsi  pour  l'intégrale  Jfdx}  prise 
depuis  x  nul  jusqu'à  x  =  1 , 

la  probabilité  que  la  valeur  de  x  ne  surpasse  pas  \t  est  donc 
égale  à 

x  r,--£±«-  p+v  -     _etci  (0) 

Pour  appliquer  de  grands  nombres  à  cette  formule,  il  faudrait 
avoir  les  logarithmes  de  p  ,q  et  /> — y,  avec  douze  décimales  au 
moins  :  on  peut  y  suppléer  de  cette  manière.  On  a 

Lorsque  les  logarithmes  sont  hyperboliques ,  le  second  membre  de 
çette  équation ,  réduit  en  série,  devient 

~/p-<A*    (P-g\*    (r-tf    f£=?Y  "1 

~(i'+î)-L^+%L+-!^+H!rL+ctcJ : 

on  aura  donc  par  cette  série  très-convergente ,  le  logarithme  hyper- 
bolique de  ^tyy»  En  le  multipliant  par  o,434ao,448,  on  le  con- 
vertira en  logarithme  tabulaire;  et  en  lui  ajoutant  le  logarithme 

tabulaire  de  W  +  9  '—-= .  on  aura  le  logarithme  tabulaire  du 

».(/»— 9)  >V*pq* 

forteur  qui  multiplie  la  série  (p).  Si  l'on  nomme  i  ce  fecteur,  et  si 
Fon  &it 

pas  593586,    ?  =577.555; 
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on  trouve  en  logarithme  tabulaire 

log|A  =  72,3511780, 

la  série  (o)  devient 

^.(1  — 0,0030761  4-  etc.). 

Cette  quantité  d'une  petitesse  excessive,  retranchée  de  l'unité, 
donnera  la  probabilité  qu'à  Paris ,  la  possibilité  des  naissances  des 
garçons ,  surpasse  celle  des  filles  ;  d'où  Ton  voit  que  l'on  doit  re- 
garder cette  probabilité  comme  étant  égale,  au  moins,  à  celle  dea 
laits  liistoriques  les  plus  avérés. 

Si  l'on  applique  la  formule  (o)  aux  naissances  observées  dans  les 
principales  villes  de  l'Europe ,  on  trouve  que  la  supériorité  des  nais- 
sances des  garçons  sur  les  naissances  des  filles ,  observée  partout  de- 
puis Naples  jusqu'à  Pétersbourg,  indique  urr^plu»  grande  possibilité 
des  naissances  des  garçons ,  uvec  une  probabilité  extrêmement 
approchante  de  la  certitude  ;  ce  résultat  paraît  donc  erre  une  loi 
générale ,  du  moins  en  Europe;  et  si  dans  quelques  petites  villes, 
où  l'on  n'a  observé  qu'un  nombre  peu  considérable  de  naissances, 
la  nature  semble  s'en  écarter  ;  il  y  a  tout  lieu  de  croire  que  cet 
écart  n'est  qu'apparent,  et  qu'à  la  longue,  les  naissances  observées 
dans  ces  villes  offriraient,  en  se  multipliant ,  un  résultat  semblable 
à  celui  des  grandes  villes.  Plusieurs  philosophes ,  trompés  par  ces 
anomalies,  ont  cherché  la  cause  de  phénomènes  qui  ne  sont  que 
l'cftbt  du  hasard  ;  ce  qui  prouve  la  nécessité  de  faire  précéder  de 
pareilles  recherches ,  par  celle  de  la  probabilité  avec  laquelle  les 
observations  indiquent  les  phénomènes  dont  on  veut  déterminer  la 
cause.  Je  prends  pour  exemple,  la  petite  ville  de  Vitteaux ,  dans 
laquelle,  sur  *i5  naissances  observées  pendant  cinq  années,  il  est 
né  ao3  garçons  et  212  filles,  p  étant  ici  moindre  que  g,  l'ordre  na- 
turel paraît  renversé.  Voyons  quelle  e«t  d'après  ces  observations , 
la  probabilité  que  les  facilités  des  naissances  des  garçons  surpassent 
dans  cette  ville,  celles  des  naissances  des  filles.  Cette  probabilité 

est  jpif  l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  x=±  jusqu'à 

x=.\  ,  et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  =0  jusqu'à 
xs=  1.  La  formule  (o  )  qui,  retranchée  de  l'unité,  donne  cette 
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fraction ,  devient  ici  divergente  ;  nous  emploierons  alors  la  formule 
(3)  du  n°  26 ,  qui  se  réduit  à  fort  peu  près  à  son  premier  terme 

fAt  c~l%  ,  Tintégrale  étant  prise  depuis  la  valeur  de  t  qui  correspond 
V  "* 

àj=|  jusqu'à  la  valeur  de  t  qui  correspond  à  x  =  1.  Or  on  a, 
par  le  numéro  cité, 

<»=log  r—  log^, 

y  étant  a?.(i— et  Y  étant  la  valeur  de  y  correspondante  au 
maximum  de  y ,  qui  a  lieu  lorsque  x  =         .  la  valeur  de  t*  qui 

correspond  à  jc=i,est— log|^v  ^  ,  J,ce  logarithme  étant  hy- 
perbolique ,  et  étant  donné ,  par  ce  qui  précède ,  par  une  série  très- 
convergente.  La  valeur  de  /*  qui  correspond  à  x  =  i,est/*=oo} 
ou  a  donc  ainsi  les  deux  limites  de  l'intégrale  fdi.tr- intégrale 
qu'il  sera  facile  d'obtenir  par  les  formules  que  nous  avons  données 
pour  cet  objet.  On  trouve  ainsi  la  probabilité  qu'à  Vittcaux,  les  faci- 
lités des  naissances  des  garçons  l'emportent  sur  celles  des  filles , 
égale  à  o,35  ;  la  supériorité  de  la  facilité  des  naissances  des  filles , 
est  donc  indiquée  par  ces  observations ,  avec  une  probabilité  égale 
à  0,67 ,  probabilité  beaucoup  trop  faible  pour  balancer  l'analogie 
qui  nous  porte  à  penser  qu'à  Vitteaux,  comme  dans  toutes  les 
villes  où  l'on  a  observé  un  nombre  considérable  de  naissances , 
la  possibilité  des  naissances  des  garçons  l'emporte  sur  celle  des 
naissances  des  filles. 

39.  On  a  vu  qu'à  Londres ,  le  rapport  observé  des  naissances 
des  garçons  à  celles  des  filles,  est  égal  à      tandis  qu'à  Paris, 

celui  des  baptêmes  des  garçons  à  ceux  des  filles ,  n'est  que  —.  Cela 

semble  indiquer  une  cause  constante  de  cette  différence.  Détermi- 
nons la  probabilité  de  cette  cause. 

Soient  p  et  ij  les  nombres  des  baptêmes  des  garçons  et  des  filles, 
faits  à  Paris  dans  l'intervalle  du  commencement  de  1745  à  la  fin 
de  178^5  en  désignant  par  x,  la  possibilité  du  baptême  d'un  garçon, 
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et  faisant,  comme  dans  le  numéro  précédent, 

la  valeur  de  x  la  plus  probable,  sera  celle  qui  rend/ un  maximum, 
elle  est  donc  — ;  en  supposant  ensuite 


la  probabilité  de  la  valeur  de  6  sera,  par  le  n*  a6 ,  égale  à 

En  désignant  par  p',  g'  et  Ô',  ce  que  deviennent  p,  q  ©t  •  Pow 
Londres ,  on  aura 


pour  la  probabilité  de  0'  j  le  produit 

*   *  V      4pq  p'4r 

de  ces  deux  probabilités ,  sera  donc  la  probabilité  de  l'existence 
simultanée  de  8  et  de  ô'.  Faisons 

la  fonction  différentielle  précédente  devient 

*    V      AP9-PW  'C 

En  l'intégrant  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  6,  et  ensuite 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  /  ;  on  aura  la  probabilité  qu« 
la  possibilité  des  baptêmes  des  garçons  est  plus  grande  à  Londres 

qu'à  Paris.  Les  valeurs  de  0  peuvent  s'étendre  depuis  G  égal  à— ^ 
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jusqu'à  6  égal  à  1  — £+"^5  ma*s  lorsque p  et  q  sont  de  très-grands 

nombres ,  le  facteur  c  apq  est  si  petit  à  ces  deux  limites, 
qu'on  peut  le  regarder  comme  nul  ;  on  peut  donc  étendre  l'inté- 
grale relative  à  fl,  depuis  0=  —  oo  jusqu'à  0=c5c.  On  voit  par  la 
même  raison,  que  l'intégrale  relative  à  t,  peut  être  étendue  depuis 
<  =  o  jusqu'à  /  =  ac.  En  suivant  le  procédé  du  n*  27  pour  ces 
intégrations  multiples,  on  trouvera  facilement  que  si  l'on  fait 


— 


ce  qui  donne  crtssrf/7;  la  différentielle  précédente  intégrée  d'abord 
par  rapport  à  /'  depuis  t'=  —  00  jusqu'à  ^  =  00,  et  ensuite  depuis 
f  =  o  jusqu'à  t  infini ,  donnera 


J  ]/tt  ' 


V 

pour  la  probabilité  qu'à  Londres ,  la  possibilité  des  baptêmes  des 
garçons  est  plus  grande  qu'à  Paris.  Si  l'on  fait 

cette  intégrale  devient 

rit"  — 

l'intégrale  étant  prise  depuis  —  hh  jusqa'à  <*=  00  j  et  il  est 
visible  qu'elle  est  égale  à 


c 


Ptntcgrale  étant  prise  depuis  e"=  hh  jusqu'à  i*  infini.  De  là  il  suit, 
par  le  n*  27  du  premier  Livre,  que  ai  l'on  suppose 

(/>+</)V+  9')  •  (  P'i  -/*/')'  ' 
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la  probabilité  que  la  possibilité  des  baptêmes  des  garçons  est  plus 
grande  à  Londres  qu'à  Paris ,  a  pour  expression , 


t 


1 


»  + 


»H  


"t 


1  + 


i-f-etc. 


En  faisant  dans  cette  formule , 


P 
P 


593586  ,  q  =  377555, 
737629  ,    q'  —  698958 , 


elle  devient 


Il  y  a  donc  3a8a68  à  parier  contre  un,  qu'à  Londres,  la  possibi- 
lité des  baptêmes  des  garçons  est  plus  grande  qu'à  Paris.  Cette 
probabilité  approche  tellement  de  la  certitude,  qu'il  y  a  lieu  de 
rechercher  la  cause  de  cette  supériorité. 

Parmi  les  causes  qui  peuvent  la  produire  ,  il  m'a  paru  que  les 
baptêmes  des  enfans  trouvés,  qui  font  partie  de  la  liste  annuelle 
des  baptêmes  à  Paris ,  devaient  avoir  une  influence  sensible  sur  le 
rapport  des  baptêmes  des  garçons  à  ceux  des  filles  ;  et  qu'ils  devaient 
diminuer  ce  rapport ,  si ,  comme  il  est  naturel  de  le  croire ,  les 
parens  des  campagnes  environnantes  ,  trouvant  de  l'avantage  à 
retenir  près  d'eux  lca  enfans  mâles ,  en  avaient  envoyé  à  l'hospice 
des  Enlâns  trouvés  de  Paris  ,  dans  un  rapport  moindre  que  celui 
des  naissances  des  deux  sexes.  C'est  ce  que  le  relevé  des  registres 
de  cet  hospice  m'a  fait  voir  avec  une  très-grande  probabilité. 
Depuis  le  commencement  de  1745  jusqu'à  la  fin  de  1809,  on  y  a 
baptisé  165499  garçons  et  i594o5  tilles,  nombre  dont  le  rapport 

est  g| ,  et  diflère  trop  du  rapport  ^  des  baptêmes  des  garçons  et 

des  filles  à  Paris,  pour  être  attribué  au  simple  hasard. 

3o.  Déterminons,  d'après  les  principes  précédens,  les  probabi- 


lités 
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lités  des  résultats  fondés  sur  les  tables  de  mortalité  ou  d'assurance, 
construites  sur  un  grand  nombre  d'observations.  Supposons  d'abord 
que  sur  un  nombre  p  d'individus  d'un  âge  donné  A,  on  ait  observé 
qu'il  en  existe  encore  le  nombre  q ,  à  l'âge  ^  +  a;on  demande 
la  probabilité  que  sur  p'  individus  de  l'âge  A,  il  en  existera  q'+z 
à  l'âge  A+a ,  la  raison  de  p'  et  qf  étant  la  même  que  celle  de 
P  à  g- 

Soit  x  la  probabilité  d'un  individu  de  l'âge  A ,  pour  vivre  à  l'âge 
A-\-a  \  la  probabilité  de  l'événement  observé  est  alors. le  terme 
du  binôme  (x  4-  a  — x)f  qui  a  x*  pour  facteur  ;  cette  probabilité 
est  donc 

 L^J^P  

i.a.3. .  ./>—  ç.i.a.S. ..7 

ainsi  la  probabilité  de  la  valeur  de  x,  prise  de  l'événement  ob- 
servé est 

x*dx .  (  1 — xy  -» 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=  1. 

La  probabilité  que  sur  les  p'  individus  de  l'âge  A ,  g'-f-z  vivront 
à  l'âge  A  -Ha,  est 

1  .a.3.  ■  .(^f.'a.S. .  .^V'^^1 

En  multipliant  cette  probabilité  par  la  probabilité  précédente  de 
la  valeur  de  x  ;  le  produit  intégré  depuis  1  =  0  jusqu'à  x  =»  1 , 
sera  la  probabilité  de  l'existence  de  q'  4- z  personnes  à  Page  A+a; 
en  nommant  donc  P  cette  probabilité ,  on  aura 

p  _  1 .  a  3 . .  .p*  .fx*+*'+'dx.  (x— xy-^-f-ï'-' 

1  .a.3. .  .(y'-f  z)  .i.a.3.  ..(/>'— </'— *).  fxidx.{,i—x)r-<* 

•  r 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
x  =0  jusqu'à  x  =  1.  Ou  a  par  le  n°  28 ,  à  très-peu  prés , 
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Ensuite,  par  le  n°  33  du  premier  livre,  on  a 
1 . 2 .3  .p'=p,f/+^.  c~p 

enfin  on  ag'^^.  Cela  posé,  on  trouve  après  toutes  les  ré- 
ductions,   

V  7//.(p-9).(/>ip')-^ 

0+7)  -0-7=7; 

Si  l'on  pread  le  Jogaritbrae  hyperbolique  <lu  second  membre  de 
cette  équation ,  que  l'on  réduise  ce  logarithme  «en  série  onfoonte 
par  rapport  aux  puissances  de  z ,  et  que  l'on  néglige  les  puis- 
sances supérieures  au  oarré  ;  oa  aura  en  repassant  du  Jogarithme 
à  la  fonction, 

p,<7,//  étant  supposés  de  irts-grands  nombres  de  l'ordre  -, 10 
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coefficient  de  z  est  très-petit  de  l'ordre  et  ;  celui  de  —  z*  est  très- 
petit  et  du  même  ordre.  Mais  si  Ton  suppose  z  de  l'ordre  1/*, 
on  pourra  négliger  dans  l'expression  précédente ,  le  terme  dépen- 
dant de  la  première  puissaucc  de  z ,  comme  très-petit  de  l'ordre 
\T* .  De  plus ,  ce  terme  se  détruit  lui-même ,  lorsque  l'on  a  égard 
à  la  fois  aux  valeurs  positives  et  négatives  de  z.  En  le  négligeant 
donc,  on  aura 


pV 


pour  l'expression  de  la  probabilité  que  sur  p'  individus  de  l'âge  A , 
le  nombre  de  ceux  qui  parviendront  à  l'âge  A  -f-  a  sera  compris 
dans  les  limites  y'rfcz,  l'intégrale  étant  prise  depuis  znul. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  trouvé  par  l'observation , 
que  sur  p  individus  de  l'âge  A ,  q  vivaient  encore  à  l'âge  A+ay 
et  r  à  l'âge  A  -f-  a  +  a' j  on  demande  la  probabilité  que  sur  p' 

individus  du  même  âge  A,  y-f-*  vivront  à  l'âge  A+af  et 

^-f-z'  vivront  à  l'âge  A+a+a'. 

La  probabilité  que  sur  p'  individus  de  l'âge  Jt^-  +  z  vivront  à 
l'âge  A-j-a  est,  par  ce  qui  précède ,  ' 

 pV 

On  aura  la  probabilité  que  sur  ^'-f-z  individus  de  l'âge  A+a, 
QZ-  +  ç"**"  viv1"00*  a  l'âge  A-^a^rdy  en  changeant  dans 
la  fonction  précédente ,  p'  dans  ^j+t  yp  en  q ,  q  en  r,  et  zenu; 
ce  qui  donne ,  en  négligeant  z  par  rapport  à  ^. 


V/; 


qp'  ~a»p'.(9-r).(p-hp') 


Le  produit  de  ces  deux  probabilités,  est  la  probabilité  de.  l'existence 
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simultanée  de  z  et  de  u  ;  or  on  a 


ce  qui  donne 
en  faisant  donc 


—  a9p\  (p-q).  tp+pV 


La  probabilité  P  de  l'existence  simultanée  des  valeurs  de  z  et  de 
2'  sera 

I 

En  suivant  cette  analyse  ,  ou  trouve  généralement  que  si  l'on 
fait 

rp* 


— aip'.O-O.Cp  +  pV 
etc.  j 

la  probabilité  P  que  sur  />'  individus  de  l'âge  A ,  les  nombres  <k 
ceux  qui  vivront  aux  âges  ^H-a,  yf-{-a-f-a', ^-r-«-t-a'-f-«"jclc- 
seront  compris  dans  les  limites  respectives 

£.£-fVî  etc. 
P     P  ^  '    P    P  ^    '    p'  p  ^    *    P    P  ^  ' 

est 

On  peut  apprécier  par  cette  formule ,  les  probabilités  respectives 
des  nombres  d'une  tnble  de  mortalité ,  construite  sur  un  grand 
nombre  d'observations.  La  manière  de  former  ces  tables ,  est  très- 
simple.  On  prend  sur  les  registres  des  naissances  et  des  morts?  un 
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grand  nombre  d'enfans  que  l'on  suit  pendant  le  cours  de  leur  vie  , 
en  déterminant  combien  il  en  reste  à  la  fin  de  chaque  année  de 
leur  âge;  et  l'on  inscrit  ce  nombre  vis-à-vis  de  chaque  année  finis- 
sante. Mais  comme  dans  les  deux  ou  trois  premières  années  de  la 
vie,  la  mortalité  est  très  rapide;  il  faut,  pour  plus  d'exactitude, 
indiquer  dans  ce  premier  âge ,  le  nombre  des  survivans  à  la  tm 
de  chaque  demi-année.  Si  le  nombre  p  des  enfans  était  infini,  on 
aurait  ainsi  des  tables  exactes  qui  représenteraient  la  vraie  loi  de  la 
mortalité  dans  le  lieu  et  à  l'époque  de  leur  formation.  Mais  le 
nombre  d'enfans  que  l'on  choisit  étant  fini  ;  quelque  grand  qu'il 
soit,  les  nombres  de  la  table  sont  susceptibles  d'erreurs.  Repré- 
sentons par  p'9  q\  r',  s'y  t\  etc.,  ces  divers  nombres.  Les  vrais 

nombres,  pour  un  nombre  p'  de  naissances,  sont  — ,  —  ,  ^  , 

r  i  p      p  p 

otc.  Si  l'on  fait  /=  y  H-*,  «sera  l'erreur  de/;  pareillement 
si  l'on  suppose  r'  =  ^--r-z',     sera  l'erreur  de/,  et  ainsi  de  suite. 

r 

L'expression  précédente  de  P  est  donc  la  probabilité  que  les  erreurs 
de  q\  /,  s\  etc.  sont  comprises  dans  les  limites  zéro  et  s,  zéro  et 
z\  zéro  et  z",  etc.  Les  valeurs  de  é,  etc.  dépendent  de  />,  q, 
r,  etc.  qui  sont  inconnues  ;  mais  la  supposition  de  p  infini  donne 

•  e*-  * 

On  peut  substituer  sans  erreur  sensible  ,  ^  au  lieu  de  ^ ,  ce  qui 
donne 

/f.         ,  p' 

(/>'-*')• 


On  aura  de  la  même  manière, 

etc. 

Si  l'on  ne  veut  considérer  que  l'erreur  d'un  des  nombres  de  la 
table,  tel  que  s'  ;  alors  on  intégrera  l'expression  de  P,  relativement 
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à  z'",  c",  etc. ,  depuis  les  valeurs  infinies  négatives  de  ces  variables 
jusqu'à  leurs  valeurs  infinies  positives  ;  et  alors  on  a 

fCM  çj,  ^-  -^<»'-7)*^<''-£)' 
J  \/w  '  V*  '  V*' 

Les  intégrales  relatives  à  z  et  *'  doivent  être  prises  depuis  leurs 
valeurs  infinies  négatives,  jusqu'à  leurs  valeurs  infinies  positives; 
on  trouvera  ainsi,  par  le  procédé  dont  nous  avons  souvent  fait 
usage  pour  ce  genre  d'intégrations,  que  si  l'on  suppose 

on  aura 

J  \Ztt 

La  probabilité  que  l'erreur  d'un  nombre  quelconque  de  la  table , 
sera  comprise,  dans  les  limites  zéro  et  une  quantité  quelconque , 
est  donc  indépendante ,  soit  des  nombres  intermédiaires  ,  soit  des 
nombres  subséquens. 
Si  l'on  tait  yz"  =  t;  on  aura 

7  —  u\ — y? — • 

et  la  probabilité  P  que  le  rapport  de  l'erreur  du  nombre  V  de 
la  table,  à  ce  nombre  lui  -  même,  sera  compris  dans  les  limites 

^,yÊSEZ),eSt 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul.  On  voit  ainsi  que  la  valeur  de  /, 
et  par  conséquent  la  probabilité  P  restant  les  mêmes,  ce  rapport 
augmente  lorsque  s'  diminue;  ainsi  les  nombres  de  la  table  sont 
d'autant  moins  sûrs ,  qu'ils  sont  plus  éloignés  du  premier  p'.  On  voit 
ercorc  que  ce  rapport  diminue  à  mesure  que  p'  augmente ,  ou  à 
mesure  que  l'on  multiplie  les  observations;  de  manière  que  l'on 
peut  par  cette  multiplication,  diminuer  à  la  fois  ce  rapport  et 
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augmenter  t  ;  ce  rapport  devenant  nul  lorsque  p'  est  infini ,  et  P 
devenant  alors  égal  à  l'unité. 

3i .  Appliquons  l'analyse  précédente  à  la  recherche  de  la  popu- 
lation d'un  grand  empire.  L'un  des  moyens  les  plus  simples  et  les 
plus  propres  à  déterminer  cette  population,  est  l'observation  des 
naissances  annuelles  dont  on  est  obligé  de  tenir  compte  pour  dé- 
terminer l'état  civil  des  enfan».  Mais  ce  moyen  suppose  que  l'on 
connaît  à  trés-peu  près  le  rapport  de  la  population  aux  naissances 
annuelles,  rapport  que  l'on  obtient  en  faisant  sur  plusieurs  points 
de  l'empire ,  le  dénombrement  exact  des  habitans ,  et  en  le  compa- 
rant aux  naissances  correspondantes  observées  pendant  quelques 
années  consécutives  :  on  en  conclut  ensuite,  par  une  simple  pro- 
portion ,  la  population  de  tout  l'empire.  Le  gouvernement  a  bien 
voulu ,  à  ma  prière ,  donner  des  ordres  pour  avoir  avec  précision , 
ces  données.  Dans  trente  départemens  distribués  sur  la  surface 
de  la  France,  de  manière  à  compenser  les  effets  de  la  variété  des 
climats ,  on  a  fait  choix  des  communes  dont  les  maires ,  par  leur 
zèle  et  leur  intelligence  ,  pouvaient  fournir  les  renseignemens  les 
plus  précis.  Le  dénombrement  exact  des  habitans  de  ces  com- 
munes, pour  le  2a  septembre  1802  ,  s'est  élevé  à  2037615  individus. 
Le  relevé  des  naissances ,  des  mariages  et  des  morts ,  depuis  le 
22  septembre  1799  jusqu'au  22  septembre  1802,  a  donné  pour  ce» 
trois  années , 

Naissances.  Mariages.  Décès. 

no3i2  garçous,  46037  io3659  mâles, 

105287  filles,  99^43  femelles. 

Le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles ,  que  ce 
relevé  présente ,  est  celui  de  22  à  21  ;  et  les  mariages  sont  aux 
naissances ,  comme  3  à  i4  :  le  rapport  de  la  population  aux  nais- 
sances annuelles  est  28,352845.  En  supposant  donc  le  nombre  des 
naissances  annuelles  en  France ,  égal  à  un  million,  ce  qui  s'éloigne 
peu  de  la  vérité;  on  aura ,  en  multipliant  par  le  rapport  précédent, 
ce  dernier  nombre ,  la  population  de  la  France  égale  à  283Ô2845 
individus.  Voyons  l'erreur  que  l'on  peut  craindre  dans  cette  éva- 
luation. 

49* 
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Pour  cela,  concevons  une  urne  qui  renferme  une  infinité  de 
boules  blanches  et  noires  dans  un  rapport  inconnu.  Supposons 
ensuite  qu'ayant  tiré  au  hasard  un  grand  nombre  p  de  ces  boules , 
q  aient  été  blanches,  et  que  dans  un  second  tirage ,  sur  un  nombre 
inconnu  de  boules  extraites ,  il  y  en  ait  q'  de  blanches.  Pour  en 
déduire  ce  nombre  inconnu,  on  suppose  son  rapporta  q\  le  même 

que  celui  de  p  à  q  ;  ce  qui  donne     pour  ce  nombre.  Cherchons 

la  probabilité  que  le  nombre  des  boules  extraites  au  second  tirage , 

est  compris  dans  les  limites^-  =fc  z.  Nommons  x  le  rapport  inconnu 

du  nombre  des  boules  blanches ,  au  nombre  total  des  boules  de 
l'urne.  La  probabilité  de  l'événement  observé  dans  le  premier  tirage, 
sera  exprimée  par  le  terme  qui  a  pour  facteur  x/-»  dans 

h  développement  du  binôme  (x  1  —  j  d'où  il  est  facile  de 
conclure ,  comme  dans  le  numéro  précédent ,  que  la  probabilité 
de  x  est 

fx*dx.ti—x)r-i> 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  ac  =  i. 
Concevons  maintenant  que  dans  le  second  tirage ,  le  nombre  total 

des  boules  extraites  est  —  -f-z  ;  la  probabilité  du  nombre  observé  q' 


de  boules  blanches  ,  sera  le  terme  du  binôme  (jc-{-i  —  x)7 
qui  a  pour  facteur  x) q  ;  cette  probabilité  est  donc 

i.a.3....(^-  +  z)  ri-  +  z-<f 


i  .a.3. .  .q'.  i  .a. 3. .  — q'^ 


En  la  multipliant  par  la  probabilité  précédente  de  x,  en  intégrant 
le  produit  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  î ,  et  en  le  divisant  par  ce 
même  produit  multiplié  pour  dz ,  et  intégré  pour  toutes  les  valeurs 
positives  et  négatives  de  z,  on  aura  la  probabilité  que  le  nombre 

total 
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total  des  boules  extraites,  est  ^— f-  z.  On  trouvera  ainsi ,  par  l'ana- 
lyse du  numéro  précédent ,  cette  probabilité  égale  à 


v/ 


 i  gV 


en  nommant  donc  P  la  probabilité  que  le  nombre  des  boules 
extraites  dans  le  second  tirage,  est  compris  dans  les  limites  z, 
on  aura 

 ?v 

l'intégrale  étant  prise  depuis  «  =  r  jusqu'à  £  infini. 

Maintenant ,  le  nombre  p  des  boules  extraites  dans  le  premier 
tirage ,  peut  représenter  un  dénombrement  ;  et  le  nombre  q  des 
boules  blanches  qui  y  sont  comprises ,  peut  exprimer  le  nombre 
des  femmes  qui ,  dans  ce  dénombrement ,  doivent  devenir  mères 
dans  l'année ,  ou  le  nombre  des  naissances  annuelles  ,  corres- 
pondantes au  dénombrement.  Alors  q'  exprime  le  nombre  des 
naissances,  annuelles  observées  dans  tout  l'empire ,  et  d'où  l'on  con- 
clut la  population  Dans  ce  cas,  la  valeur  précédente  de  P 
exprime  la  probabilité  que  cette  population  est  comprise  dans  les 

limites  ^±1. 
1 

Nous  supposerons,  conformément  aux  données  précédentes, 

 5_c.c  i  io3i3  +  105387 

p  =  ao576l5,    q  =  ~  — ; 

nous  supposerons  ensuite 

q'  =  1 5ooooo  ,    z  =s  5ocooo  ; 
la  formule  précédente  donne  alors  • 

JP  mm  m  ■    X      "  1  £  "  • 

Il  y  a  donc  environ  1161  à  parier  contre  un,  qu'en  fixant  à 

5o 
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4a5»9a67,  la  population  correspondante  à  quinze  cent  mille  nais- 
sances, on  ne  se  trompera  pas  d'un  demi-million. 

La  différence  entre  la  certitude  et  la  probabilité  P  diminue  avec 
une  très-grande  rapidité,  lorsque  z  augmente  :  elle  serait  insensible, 
si  Ton  supposait  x  =  700000. 

3a.  Considérons  maintenant  la  probabilité  des  evénemens  futurs, 
tirée  des  événemens  observés  ;  et  supposons  qu'ayant  observé  un 
événement  composé  d'un  nombre  quelconque  d'événemens  simples,' 
on  cherche  la  probabilité  d'un  résultat  futur ,  composé  d'événemens 
semblables. 

Nommons  x  la  probabilité  de  chaque  événement  jâmplc,^  la 
probabilité  correspondante  du  résultat  observé,  elz  celle  du  résul- 
tat futur  ;  la  probabilité  de  x  sera  ,  comme  on  l'a  vu, 


l'intégrale  étant  prise  depuis  *  =  o  jusqu'à  xs=  1         est  donc  la 

probabilité  du  résultat  futur ,  prise  de  la  valeur  de  x ,  considérée 
comme  cause  de  l'événement  simple  ;  ainsi  en  nommant  P  la  pro- 
babilité entière  de  l'événement  futur,  on  aura 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
x  =0  jusqu'à  x  —  i . 

Supposons,  par  exemple ,  qu'un  événement  étant  arrivé  m  fois 
de  suite ,  on  demande  la  probabilité  qu'il  arrivera  les  n  fois  sui- 
vantes. Dans  ce  cas ,  x  étant  supposé  représenter  la  possibilité  de 
l'événement  simple,  x™  sera  celle  de  l'événement  observé ,  et  x" 
celle  de  l'événement  futur;  ce  qui  donne 

d'où  l'on  tire 

P=    "  +  '  - 

Supposons  l'événement  observé ,  composé  d'un  très-grand  nombre 
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d'événemens  simples  ;  soit  a  la  valeur  de  x  qui  rend^-  un  maximum , 
et  Y  ce  maximum  ;  soit  a'  la  valeur  de  x  qui  rendez  un  maximum, 
et  I"  et  Z'  ce  que  deviennent  y  et  z  à  ce  maximum.  On  aura  par 
le  n*  37  du  premier  Livre,  à  très  peu  prés, 

1  . — 


s!- 


ddY 


fyzdx  =  ^fjl^E. 


7 


Le  résultat  observé  étant  composé  d'un  très-grand  nombre  d'évu- 
nemens  simples ,  supposons  que  l'événement  futur  soit  beaucoup 
moins  composé.  L'équation  qui  donne  la  valeur  a!  de  xt  corres- 
pondante au  maximum  dejrz,  est 

o        dy     ,  di 

ydx    '    zdx  ' 

est  une  quantité  très-grande ,  de  l'ordre  ^  ;  et  puisque  le  ré- 
sultat futur  est  très-peu  composé  par  rapport  au  résultat  observé , 
~  sera  d'un  ordre  moindre ,  que  nous  désignerons  par  -j^  ; 

ainsi  a  étant  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation  o  =  ; 

la  différence  entre  a  et  a'  sera  très-petite  de  l'ordre  a  ,  et  l'on 
pourra  supposer 

Celte  supposition  donne 

' 3x        1  .a  *  dx* 


r=r+.\,..£  +  V£.£+ctc. 


Mais  on  a  ^j=o,  et  il  est  facile  d'en  conclure  que       est  d'un 


d'Y 


ordre  égal  ou  moindre  que    j  le  terme  n  •  fj^  sera  par 
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conséquent  au  plus  de  l'ordre  an(*—i).  Ainsi  la  convergence  de 
l'expression  de  Y'  en  série ,  exige  que  A  surpasse  j  ;  et  dans  ce 

cas,  Y'  ne  diffère  de  F,  que  de  quantités  de  l'ordre  «aA—l. 

Si  l'on  nomme  Z  ce  que  devient  z  lorsqu'on  y  fait  x  =  a  ;  on 
s'assurera  de  la  même  manière  que  Z'  peut  se  réduire  à  Z.  Enfin, 

d*  (Z'Y'\ 

on  prouvera  par  un  raisonnement  semblable,  que     ^    se  réduit 

d*Y 

à  très-peu  près  à  Z.^.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expres- 
sion de  P,  on  aura 

P  —  Z; 

c'est-à-dire  que  Pon  peut  alors  déterminer  la  probabilité  du  résul- 
tat futur ,  en  supposant  x  égal  à  la  valeur  qui  rend  le  résultat 
observé ,  le  plus  probable.  Mais  il  faut  pour  cela  que  le  résultat 
futur  soit  assez  peu  composé ,  pour  que  les  exposans  des  facteurs 
de  z  soient  d'un  ordre  de  grandeur  plus  petit  que  la  raoine  carrée 
des  facteurs  dcj<;  autrement,  la  supposition  précédente  exposerait 
à  des  erreurs  sensibles. 

Si  le  résultat  futur  est  une  fonction  du  résultat  observé,  z  sera 
une  fonction  de  y,  que  nous  représenterons  par  <p  (y).  La  valeur 
de  x,  qui  rend  zy  un  maximum  est ,  dans  ce  cas  ,  la  même  qui 

rend^  un  maximum  ;  ainsi  l'on  a  a'  =  a  ;  et  si  l'on  désigne  d *Jf* 

par  <p'  (  y  ) ,  l'expression  de  P  deviendra ,  en  observant  que 
dY 

—  =  o , 

9  c  n 


P  =  —r. 


Si  ç  {y  )  =y ,  ensorte  que  l'événement  futur  soit  n  fois  la  répé- 
tition de  l'événement  observé:  on  aura 

P  = 


La  probabilité  P  calculée  dans  la  supposition  que  la  possibilité  des 
événetnens  simples  est  égale  à  celle  qui  rend  le  résultat  observé 
le  plus  probable,  est  Y*:  on  voit  ainsi  que  les  petites  erreurs  qui 


Google 


DES  PROBABILITÉS.  3g7 

résultent  de  celte  supposition ,  s'accumulent  à  raison  des  événe- 
mens  simples  qui  entrent  dans  le  résultat  futur,  et  deviennent  très-, 
sensibles  lorsque  ces  événemens  sont  «n  grand  nombre. 

33.  Depuis  1 745 ,  époque  où  l'on  a  commencé  à  distinguer  à 
Paris  sur  les  registres,  les  baptêmes  des  garçons  de  ceux  des 
filles,  on  a  constamment  observé  que  le  nombre  des  premiers  a 
été  supérieur  à  celui  des  seconds.  Déterminons  la  probabilité  que 
cette  supériorité  se  maintiendra  pendant  un  tems  donné,  par  exemple, 
dans  l'espace  d'un  siècle. 

Soit  p  le  nombre  observé  des  baptêmes  des  garçons  ;  q  celui 
des  filles  ;  an  le  nombre  des  baptêmes  annuels;  x  la  probabilité  que 
l'enfant  qui  va  naître  et  être  baptisé  sera  un  garçon.  En  élevant 
x-\- 1  — x  à  la  puissance  ait,  et  développant  cette  puissance, 
on  aura 

*'M-  an.*'--'.(i--x)H-2^^.x»-*.(i-x)*+etc. 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  ce  développement,  sera  la  pro- 
babilité que  chaque  année,  le  nombre  des  baptêmes  des  garçons  l'em- 
portera sur  celui  des  baptêmes  des  filles.  Nommons  z  cette  somme  j 
z'  sera  la  probabilité  que  cette  supériorité  se  maintiendra  pendant 
le  nombre  i  d'années  consécutives  ;  donc  si  l'on  désigne  par  P  la 
probabilité  entière  que  cela  aura  lieu  ;  on  aura  par  le  numéro  pré* 
cèdent , 

/x'rfc(i— x)»  ' 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
a  =0  jusqu'à  jc=i. 

Si  l'on  nomme  a  la  valeur  de  x  qui  rend  x>.z'.  (1 — x)1  un  maximum, 

et  que  l'on  désigne  par  Z  ,  ^ ,      ,  ce  que  deviennent  z,  ^ ,  ^ 

lorsqu'on  y  change  x  en  a  ;  on  aura  par  le  n*  26, 
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z  étant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  fonction 

en  a  par  le  n°  37  du  premier  Livre  , 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  «  =  i=^  jusqu'à 
u=  00,  et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  uz=o  jusqu'à 
«  =  oc.  Soit  «  =       ,  cette  valeur  de  z  deviendra 

,_/»'A.(l-5)- 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  *  =  o  jusqu'à  s  s=  jc, 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  «  =  o  jusqu'à  «  =1. 
De  là  on  tire 

dz    — x)"-' 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  «=o  jusqu'à  *  =  x. 
On  aura  ensuite 


  dz_    n (an —  1) .jc 

air*      xdx*  —  x) 

En  changeant  x  en  a  dans  ces  expressions ,  on  aura  celles  de  Z  , 
dz  ddz 

Zdx'  ~ZZ?' 

Pour  déterminer  a ,  nous  observerons  <rae  la  condition  du 
maximum  de  — *)%  donne 

 P  «_  +  ,•..«*  - 


a       1  — a  '       Zrfx  ' 

d'où  l'on  tire ,  en  substituant  pour  ^^j>  83  valeur  précédente, 

  p  i.a'+'.Q.— a)'  
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l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  $=o  jusqu'à 
Pour  conclure  a  de  cette  équation ,  nous  observerons  que  la  valeur 
de  *  qui  rend  — s)'-'  un  maximum,  esta  très-peu  prés  j ,  et  par 

conséquent ,  moindre  que         qui  lui-même  est  plus  petit  que  a. . 

Ainsi  n  étant  supposé  un  grand  nombre ,  on  peut,  sans  erreur 
sensible  ,  étendre  l'intégrale  de  cette  expression  de  a ,  depuis  *=o 
jusqu'à  *=i ,  le  terme  qui  en  dépend  étant  très-petit.  Cela  donne 
par  le  n*  28, 

r*j          \— .     nn+*.(«-i)n— »  .y/*,  {/* 
ja'dsAX  —  s)"  1  =  i  — -i  =  — -  : 

l'équation  qui  détermine  a  devient  ainsi  à  fort  peu  près, 

p      .   1  .a"** .  (1— a)" . a" .  |/« 

a  =  -,        ~t~   -  -  . 

Pour  la  résoudre ,  nous  observerons  que  a  diffère  très-peu  de 


ensorte  que  si  l'on  fiût 


fi  sera  fort  petit,  et  l'on  aura  d'une  manière  très  approchée, 

on  aura  ensuite  à  très-peu  près, 
En  substituant  dans  le  radical 

pour  a,  sa  valeur  pour        aa  yakur  ^ff^P  00 
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,     t  ;  et  pour  ^-7— ,  sa  valeur  -j-p- .  — -7—  :  ce  radical  de- 

ia.(i  —  a)7      r        Zdx?  >  Zox        0.(1—0)  ' 

vient  à  fort  peu  prés, 
Enfin,  on  a  par  le  n*  27, 

Cela  posé ,  l'expression  de  P  deviendra  à  très-peu  près, 

P=v/l+^.[„.^3+ùa^\(3„+(£iL))  (J 

11  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  Z.  On  a 

 (i—i)—' 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  *  =  o  jusqu'à  s  =  a  , 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  *  =  o  jusqu'à  *=i. 
Il  est  facile  d'en  conclure  que  l'on  a 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  s=a  jusqu'à  *=i 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  s  =0  jusqu'à  *  =  i  j  00 
aura  ainsi  à  fort  peu  près ,  par  le  n°  a8, 

l'intégrale  relative  à  t  étant  prise  depuis 

<• = =S&  •       -    + (—>•*)* 

jusqu'à  f*  c=  oc. 

Pour 


r 
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Pour  appliquer  des  nombres  à  ces  formules ,  nous  observerons 
que,  par  ce  qui  précède,  dans  l'intervalle  du  commencement  de 
1745  à  la  fin  de  1784,  on  a  parle  n*  28,  relativement  à  Paris, 

p  =  3g3386 ,   g=  3^555. 

En  divisant  par  4o  la  somme  de  ces  deux  nombres,  on  aura  19273,5 
pour  le  nombre  moyen  des  baptêmes  annuels;  ce  qui  donne 
»  =  9636,75  ;  nous  supposerons  de  plus  1  =  100.  Au  moyen  de  ces 
valeurs ,  on  déterminera  celle  de  fi. ,  par  l'équation  (1)  ;  on  déter- 
minera ensuite  la  valeur  de  Z  par  l'équation  (3)j  enfin  l'équation 
(a)  donnera  la  valeur  de  P.  On  trouvera  ainsi 

Pœ  0,782. 

11  y  avait  donc  à  la  fin  de  1784,  d'après  ces  données,  prés  de 
quatre  contre  un  à  parier  que  dans  l'espace  d'un  siècle ,  les 
baptêmes  des  garçous  à  Paris  ,  l'emporteront ,  chaque  année ,  sur 
ceux  des  filles. 
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34.  J  'ai  déjà  considéré  cette  influence  dans  le  n*  1 ,  où  Ton  a  va 
que  ces  inégalités  augmentent  lu  probabilité  des  événemens  com- 
posés de  la  répétition  des  événemens  simples.  Je  vais  reprendre 
ici  cet  objet  important,  dans  les  applications  de  l'analyse  des 
probabilités. 

Il  résulte  du  numéro  cité ,  que  si  au  jeu  de  croix  et  pile ,  il  existe 
une  différence  inconnue  entre  les  possibilités  d'amener  l'un  ou 

l'autre  j  en  nommant  a  cette  différence ,  ensortc  que  soit  la 
possibilité  d'amener  croix  ,  et  par  conséquent  i-^ï  celle  d'amener 

pile ,  celui  des  deux  signes  -h  et  —  que  l'on  doit  adopter  étant 
inconnu }  la  probabilité  d'amener  croix  n  fois  de  suite ,  sera 


Le  jeu  de  croix  et  pile  consiste ,  comme  on  sait ,  à  projeter  en  l'air 
une  pièce  très-mince,  qui  retombe  nécessairement  sur  l'une  de  ses 
deux  laces  opposées  que  l'on  nomme  croix  et  pile.  On  peut  dimi- 
nuer la  valeur  de  * ,  en  rendant  ces  deux  laces  le  plus  égales  qu'il 
est  possible.  Mais  il  est  physiquement  impossible  d'obtenir  une  éga- 
lité parfaite;  et  alors,  celui  qui  parie  d'amener  croix  deux  fois  de 
suite ,  ou  pile  deux  fois  de  suite,  a  de  l'avantage  sur  celui  qui 
parie  que  dans  deux  coups,  croix  et  pile  alterneront;  sa  probabilité 


étant 


i  4-*' 
a 
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On  peut  diminuer  l'influence  de  l'inégalité  des  deux  fàccs  de  la 
pièce  ,  en  les  soumettant  elles-mêmes  aux  chances  du  hasard.  Dési- 
gnons par  A  cette  pièce ,  et  concevons  une  seconde  pièce  B  sem- 
blable à  la  première.  Supposons  qu'après  avoir  projeté  cette  seconde 
pièce,  on  projette  la  pièce  A  pour  former  un  premier  coup  ^et 
déterminons  la  probabilité  que  dans  n  coups  pareils  consécutifs, 
la  pièce  A  présentera  les  mêmes  faces  que  la  pièce  B.  Si  l'on 
nomme  p  la  probabilité  d'amener  croix  avec  la  pièce  A>  et  q  la 
probabilité  d'amener  pile  ;  si  l'on  désigne  ensuite  par  p'  et  q'  les 
mêmes  probabilités  pour  la  pièce  B  ;  pp'+qq'  sera  la  probabilité 
que  dans  un  coup ,  la  pièce  A  présentera  les  mêmes  faces  que  la, 
pièce  B  ;  ainsi  (pp'-\-qq')u  sera  la  probabilité  que  cela  aura  lieu 
constamment  dans  n  coups.  Soit 

P  —  q  a=  '  ~*> 

on  aura 

(pp' +9f  y =r-(l  -*-«*0". 

Mais  comme  on  ignore  quelles  sont  les  faces  que  les  inégalités 
a  et  «'  favorisent,  la  probabilité  précédente  peut  être  également 

ou  ^  •  C1  +  **')">  ou  7.  •  0  —**')">  suivant  que  *  et  a'  sont  de  même 

signe  ou  de  signes  contraires  ;  la  vraie  valeur  de  cette  probabilité 
est  donc ,  *  et  *'  étant  supposés  positife , 

ou  .  '  ...  , 

I    /.    .  n.n — i        .      n.n—~\  .n — a  .n — $     .       .  \ 

5=  *  V  +  -71--**a'+  *v*  +  ctc> 

Si  l'on  compare  ccUe  formule  à  la  formule  (i),  on  voit  qu'elle  se 

rapproche  plus  qu'elle ,  de  ^,  ou  de  la  probabilité  qui  aurait  lieu, 

si  les  faces  des  pièces  étaient  parfititement  égales.  Ainsi  l'inégalité 
de  ces  faces ,  est  par  là  corrigée  en  grande  partie  :  elle  le  serait 
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même  en  totalité ,  si  a!  était  nul,  ou  si  les  deux  faces  de  la  pièce  B 
étaient  parfaitement  égales. 

p  représentant  la  probabilité  de  croix ,  avec  la  pièce  A ,  et  q  celle 
de  pile  j  la  probabilité  d'amener  croix  un  nombre  impair  de  foi» 
dans  n  coups, sera 

le  signe  —  ayant  lieu  si  »  est  pair ,  et  le  signe  -f-  ayant  lieu  si  n 
est  impair.  Faisant  p  =  -ï-^,  qs=^~^f  la  fonction  précédente 

Si  n  est  impair  et  égal  à  ai-f-i ,  cette  fonction  est 

mais  comme  on  peut  y  supposer  également  *  positif  ou  négatif, 
il  faut  prendre  la  moitié  de  la  somme  de  ses  deux  valeurs  rela- 
tives à  ces  suppositions  ;  ce  qui  donne  \  pour  sa  véritable  valeur  ; 
l'inégalité  des  laces  de  la  pièce  ne  change  donc  point  alors  la  pro- 
babilité 7  d'amener  croix  un  nombre  impair  de  fois.  Mais  si  n  est 
pair  et  égal  à  ai ,  cette  probabilité  devient 

f.  (!—•"),  (a) 

=fc  a  étant  l'inégalité  inconnue  de  probabilité  entre  croix  et  pile  ; 
il  y  a  donc  du  désavantage  à  parier  d'amener  croix  ou  pile  un 
nombre  impair  de  fois  dans  ai  coups,  et  par  conséquent ,  il  y  a 
de  l'avantage  à  parier  d'amener  l'un  ou  l'autre ,  un  nombre  pair 
de  fois. 

On  peut  diminuer  ce  désavantage ,  en  changeant  le  pari  d'amener 
croix  un  nombre  impair  de  fois  en  ai  coups,  dans  le  pari  d'amener 
dans  le  même  nombre  de  coups,  un  nombre  impair  de  ressem- 
blances entre  les  faces  des  deux  pièces  A  et  /?,  projetées  comme 
on  l'a  dit  ci-dessus.  En  effet,  la  probabilité  d'une  ressemblance  à 
chaque  coup  est,  comme  on  l'a  vu,  pp'+  qq' ,  et  la  probabilité 
d'une  dissemblance  est  pq'-\-  p'q.  Nommons  P  la  première  de  ces 
deux  quantités ,  et  Q  la  seconde  ;  la  probabilité  d'amener  un  nombre 
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Impair  de  ressemblances  dans  ai  coups,  sera 
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Si  l'on  Êdt,  comme  précédemment, 


on  aura 


la  fonction  précédente  devient  ainsi, 

—  et".*'"). 


Cette  fonction  reste  la  même,  quelque  changement  que  l'on  fasse 
dans  le»  signes  de  *  et  de  elle  est  donc  la  vraie  probabilité 
d'amener  un  nombre  impair  de  ressemblances  ;  mais  «  et  a!  étant 
de  petites  fractions ,  on  voit  qu'elle  se  rapproche  de  i ,  plus 
que  la  formule  (  a  )  ;  le  désavantage  d'un  nombre  impair  est  donc 
par  là  diminué. 

On  voit  par  ce  qui  précède ,  que  l'on  peut  diminuer  l'influence 
des  inégalités  inconnues  entre  des  chances  que  l'on  suppose  égales , 
en  les  soumettant  elles-mêmes  au  hasard.  Par  exemple ,  si  l'on 

met  dans  une  urne,  les  n°*  1,  a,  5,  n,  suivant  cet  ordre  ,  et 

qu'ensuite  après  avoir  agité  l'urne  pour  bien  mêler  ces  numéros, 
on  en  tire  un;  s'il  y  a  entre  les  probabilités  de  sortie  des  numéros, 
une  petite  différence  dépendant  de  l'ordre  suivant  lequel  ils  ont  été 
placés  dans  furne;  on  la  diminuera  considérablement,  en  mettant 
dans  une  seconde  urne,  ces  numéros,  suivant  leur  ordre  de  sortie 
de  la  première  urne ,  et  en  agitant  ensuite  cette  seconde  urne , 
pour  en  bien  mêler  les  numéros.  Alors  l'ordre  suivant  lequel  on  a 
placé  les  numéros  dans  la  première  urne ,  aura  extrêmement  peu 
d'influence  sur.  l'extraction  du  premier  numéro  qui  sortira  de  la 
seconde  urne.  On  diminuerait  encore  cette  influence,  en  consi- 
dérant de  la  même  manière  une  troisième  urne ,  une  quatrième ,  etc. 


«aire ,  et  que  la  partie  dure  jSqittt  ce  que  l'un  d'eux  ait  gagné 


Considérons  deux  Joueurs  A 
qu'à  chaque  coup ,  celui  qui  g 


jouant  ensemble,  de  manière 
donne  un  jeton  à  son  adver- 
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tous  les  jetons  de  l'autre.  Soient  p  et  q  leurs  adresses  respectives  j 
a  et  b  leurs  nombres  de  jetons  en  commençant.  Il  résulte  de  la 
formule  (H)  du  n6  10,  en  y  faisant  »  infini,  que  la  probabilité  de 
A  ,  pour  gagner  la  partie ,  est 

Si  l'on  fait  dans  cette  expression, 

1  ±<t  1  —  ce 

/>  =  —  >      f=  —  " 

on  aura,  en  prenant  le  signe  supérieur,  la  probabilité  relative  au 
cas  ou  A  est  plus  fort  que  B  ;  et  en  prenant  le  signe  inférieur , 
on  aura  la  probabilité  relative  au  cas  où  A  est  moins  fort  que  B. 
Si  Ton  ignore  quel  est  le  plus  fort  des  joueurs,  la  demi-somme 
de  ces  deux  probabilités  sera  la  probabilité  de  A^  que  l'on  trouve 
ainsi  égale  à 

en  changeant  a  en  b ,  et  réciproquement,  on  aura  la  probabilité 
de  B.  Si  l'on  suppose  a.  infiniment  petit  ou  nul  ;  ces  probabilités 

deviennent  ^—-j  et        ;  elles  sont  donc  proportionnelles  aux 

nombres  des  jetons  des  joueurs;  ainsi  pour  l'égalité  du  jeu,  leurs 
mises  doivent  être  dans  ce  rapport.  Mais  alors  l'inégalité  qui  peut 
exister  entre  eux  ,  est  favorable  au  joueur  qui  a  le  plus  petit 
nombre  de  jetons  ;  car  si  l'on  suppose  a  moindre  que  b ,  il  est 

facile  de  voir  que  l'expression  (3)  est  plus  grande  que  Si 

les  joueurs  conviennent  de  doubler ,  de  tripler ,  etc.  leurs  jetons  ; 
l'avantage  de  A  augmente  sans  cesse ,  et  dans  le  cas  de  a  et  6 
infinis,  sa  probabilité  devient  7  ou  la  même  que  celle  de  B. 

P  étant  la  probabilité  d'un  événement  composé  de  deux  évé- 
nemens  simples  dont/?  et  î  — p  sont  les  probabilités  respectives; 
si  l'on  suppose  que  la  valeur  de  p  soit  susceptible  d'une  inégalité 
inconnue  z  qui  puisse  s  étendre  depuis  —  et  jusqu'à  -f-  «  ;  en  nom- 
mant <p  la  probabilité  de  <*uit  fonction  de  *;  on  aura- 
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pour  la  ytaie  probabilité  de  l'événement  composé, 

P'  étant  ce  que  devient  P  lorsqu'on  y  change  p  dans/» -f  r ,  et 
les  intégrales  étant  prises  depuis  z  =  —  <t  jusqu'à  z  =  a. 

Si  l'on  n'a  d'autres  données  pour  déterminer  * ,  qu'un  événe- 
ment observé ,  formé  des  mêmes  événemens  simples;  en  nommant 
Q  la  probabilité  de  cet  événement , /» et  1 — p — z  étant  les 
probabilités  des  événemens  simples;  l'expression  précédente  donne, 
en  y  changeant  p  en  Q,  pour  la  probabilité  de  l'événement  composé, 

fP'Qdz 

A*»  * 

les  intégrales  étant  prises  ici  depuis  z  =  — p  jusqu'à  z=  1  — p; 
ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le  chapitre 
précédent. 
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CHAPITRE  VIII. 

Des  durées  moyennes  de  la  vie,  des  mariages  et  des 
associations  quelconques. 

35.  Supposons  que  l'on  ait  suivi  sur  un  très-grand  nombre  n 
d'enfans ,  la  loi  de  mortalité ,  depuis  leur  naissance  jusqu'à  leur 
extinction  totale  ;  on  aura  leur  vie  moyenne,  en  faisant  une  somme 
des  durées  de  toutes  leurs  vies,  et  en  la  divisant  par  le  nombre  n. 
Si  ce  nombre  était  infini,  on  aurait  exactement  la  durée  de  la  vie 
moyenne.  Cherchons  la  probabilité  que  la  vie  moyenne  des  »  cofàns,  1 
ne  s'écartera  de  celle-ci,  que  dans  des  limites  données. 

Désignons  par  p  0),  la  probabilité  de  mourir  à  Page  xf  a  étant 

la  limite  de  «r;  a  et  x  étant  supposés  renfermer  un  nombre  infini 
de  parties  prises  pour  l'unité.  Considérons  la  puissance 

(*  o+<>-v=:+*®-'r"*=:- ■  ■  ■+Kt)--x'v~r 

il  est  visible  que  le  coefficient  de  c-(<+"f>--v'-,f  danS  dévelop- 
pement de  cette  puissance,  est  la  probabilité  que  la  somme  des  âges 
auxquels  les  n  enfàns  parviendront,  sera  H-"P>  en  multipliant 

donc  par  c(i+*')  la  puissance  précédente,  le  terme  indépen- 
dant des  puissances  de  c**^-'  dans  le  produit,  sera  cette  proba- 
bilité qui  par  conséquent ,  est  égale  à 


l'intégrale  étant  prise  depuis  «■=—  ir  jusqu'à  <tr  =  ie. 


in 


,(0 


Si 
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Si  l'on  prend  dans  cette  intégrale ,  le  logarithme  hyperbolique 
de  la  quantité  sous  le  signe  /*,  élevée  à  la  puissance  n ,  on  aura , 
en  développant  les  exponentielles  en  séries,  ce  logarithme  égal  à 

nfi. •V^T+».log{>(£)- .W=î-A.f  ©-T-^-O+^-lï  ( 
le  signe /se  rapportant  ici  à  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis 
*=o  jusqu'à  x  e=  a.  Si  l'on  fait  ^  =  x',  et  si  l'on  observe  que  la 
variation  de  x  étant  l'unité ,  on  a  adx's=z  1  ;  on  aura 

fx .        =  a*  .fx'dx'  .<p  {x') , 

/c\?0)  =  a3  ./x"rfx'.<p  (x')  , 
etc. , 

les  intégrales  relatives  à  x'  étant  prises  depuis  ^=±0  jusqu'à  x'=si. 
Nommons  k,k'yk">  etc.  ces  intégrales  successives;  la  probabilité 
que  la  durée  de  la  rie  d'un  enfant,  sera  comprise  dans  les  limites 

zéro  et  a,  cst/p0)  ou  a        ?(*');  or  cette  probabilité  est  la 

certitude  elle-même;  on  a  donc«A=i.  Cela  posé ,  la  fonction  (2} 
devient 

nfi .  *ts/^l+  n .  log  (1—  j.  a<v  \/^ï  —  j  .  ^f- -f-  etc.) , 

ou 

(ï-f).a-V^T-».^.a^--ctc. 

Si  l'on  fait 

la  première  puissance  de  disparaît;  et  de  plus ,  n  étant  supposé  un 
très-grand  nombre,  on  peut  s'arrêter  à  la  seconde  puissance  de 
«•;  la  fonction  (1)  devient  ainsi ,  en  repassant  de*  logarithmes  aux 
nombres , 

——•  fdtsr  .c 

5a 
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Si  Ton  fait 

A«  ar.y'n  Cl.V—x 


C'a"  t  = 


-  • 


cette  intégrale  devient,  en  la  prenant  depuis  *  =  —  x  jusqu'à 

C  a»/» 


En  la  multipliant  par  dl,  et  faisant  /=ar.  y/»,  on  aura 

y  w 

pour  la  probabilité  que  la  somme  des  âges  auxquels  les  n  enfans 
parviendront,  sera  comprise  dans  les  limites  na'k'dbar.  y'n. 

La  quantité  a%k'  oufx.q  (?)  est  la  somme  des  produits  de  chaque 

âge,  par  la  probabilité  d'y  parvenir;  elle  est  donc  la  vraie  duré* 
de  la  vie  moyenne  ;  ainsi  la  probabilité  q»e  1*  somme  des  âges 
auxquels  les/i  enfans  cesseront  de  vivre,  divisée  par  leur  nombre, 
est  comprise  dans  ces  limites 


ar 


Vraie  durée  de  la  vie  moyenne,  plus  ou  moins 
a  pour  expression 

La  valeur  moyenne  de  r ,  en  plus  ou  en  moins,  est  par  le  n*  20, 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r=  o  jusqu'à  r  infini.  En  la  multipliant 
par-p=-,  on  aura  l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  ea 

moins ,  lorsqu'on  prend  pour  durée  moyenne  de  la  vie ,  la  somme 
des  âges  qu'ont  vécu  les  n  enfans  considérés  ci-dessus ,  divisée 
par»,  quotient  que  nous  désignerons  par  Gj  cette  erreur  est 
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donc 


On  a  à  très-peu  près  , 
et  comme  ak  =  1 ,  on  aura 

k'  G 
T—a' 

Si  l'on  nomme  ensuite  H,  la  somme  des  carrés  des  âges  qu'ont 
vécu  les  n  cuians,  divisée  par  n  ;  on  trouvera ,  par  l'analyse  du  n*  19, 

ces  valeurs  donnent 

b  ~"~  a.(tf —  G*)  * 

Terreur  moyennc'à  craindre  en  plus  ou  en  moins ,  sur  la  durée  de 
la  vie,  devient  ainsi 

Il  est  clair  mie  ces  résultats  ont  également  lieu  relativement  à  la 
durée  moyenne  de  ce  qui  reste  à  vivre ,  lorsqu'au  lieu  de  partir 
de  l'époque  de  la  naissance ,  on  part  d'une  époque  quelconque  de 
la  vie. 

On  peut  facilement  déterminer ,  au  moyen  des  tables  de  morta- 
lité, formées  d'année  en  année,  la  durée  moyenne  de  ce  qui  resle 
à  vivre  à  une  personne  dont  l'âge  est  d'un  nombre  entier  À  d'années. 
Pour  cela ,  on  ajoutera  tous  les  nombres  de  la  table  qui  suivent 
celui  qui  correspond  à  l'âge  A\  on  divisera  la  somme  par  ce  der- 
nier nombre ,  et  l'on  ajoutera  7  au  quotient.  En  effet,  si  l'on  désigne 
par  (1),  (a),  (3),  etc.,  les  nombres  de  la  table,  correspondans  à 
l'année  A  et  aux  années  suivantes  ;  le  nombre  des  individus  qui 
meurent  dans  la  première  année ,  à  partir  de  l'année  A ,  sera 
(1) — (a);  mais  dans  ce  court  intervalle,  la  mortalité  peut  être 
supposée  constante;  —  (2)]  est  donc  la  somme  des  durées 
de  leur  vie,  à  partir  de  l'âge  A.  Pareillement  J.[(a) —  (3)], 
f  .[(3)  — (4)] ,  etc.  sont  les  sommes  des  durées  de  la  vie,  à  partir 
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du  même  âge ,  de  ceux  qui  meurent  dans  les  seconde ,  troi- 
sième, etc.  années  comptées  depuis  Tannée  A.  La  réunion  de  toutes 

ces  sommes  est      +  (a)  +  (3)+ (4)  +  etc.;  et  en  la  divisant  par 

(î),  on  aura  la  durée  moyenne  de  ce  qui  reste  à  vivre  à  la  per- 
sonne de  l'âge  A.  On  formera  ainsi  une  table  des  durées  moyennes 
de  ce  qui  reste  à  vivre  aux  différens  âges.  On  pourra  même  con- 
clure ces  durées  les  unes  des  autres  ,  en  observant  que  si  F 
désigne  cette  durée  pour  l'âge  A,clFf  la  durée  correspondante  à 
l'âge  A+i  ,on  a 

39.  Déterminons  maintenant  la  durée  moyenne  de  la  vie,  qui  aurait 
lieu,  si  l'une  des  causes  de  mortalité  venait  à  s'éteindre.  Soit  U  le 
nombre  des  enfans  qui  sur  le  nombre  n  de  naissances,  vivrait  encore 
à  l'âge  x  dans  cette  hypothèse  ;  u  étant  celui  de»  enlims  vivans  à 
cet  âge  sur  le  même  nombre  de  naissances ,  dans  le  cas  où  cette 
cause  de  mortalité  subsiste.  Nommons  z.Ax,  la  probabilité  qu'un 
individu  de  l'âge  x,  périra  de  cette  maladie  dans  l'intervalle  de  tems 
très-court  Ax;  us.Ax  sera  à  très-peu  près  par  le  n*  a5,le  nombre 
des  individus  u ,  qui  périront  de  cette  maladie  dans  l'intervalle  de 
tems  Ar,  si  ce  nombre  est  considérable.  Pareillement  si  l'on  dé- 
signe par  <p.Ax  la  probabilité  qu'un  individu  de  l'âge  x  périra  par  les 
autres  causes  de  mortalité  dans  l'intervalle  Ar  ;  «p.Ax  sera  le 
nombre  des  individus  qui  périront  par  ces  causes ,  dans  l'inter- 
valle de  tems  Ax;  ce  sera  donc  la  valeur  de  —  Au  ;  j'affecte 
Au  du  signe  — ,  parce  que  u  diminue  à  mesure  que  x  augmente; 
on  a  donc 

—  Au  s=  m .Ax. (0-4- je). 
On  aura  pareillement  • 

—  A£/=  r/.<p.Ax. 

En  éliminant  <p  de  ces  deux  équations,  on  aura 

41/       Au  , 

-77  =  h  Z .  Ax . 
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Lx  étant  tme  quantité  très-petite,  on  peut  transformer  la  caracté- 
ristique A  dans  la  caractéristique  difiërentielle  d,  et  alors  l'équation 
précédente  devient 

dU       du    ,  . 

d'où  l'on  tire  en  intégrant,  et  observant  qu'à  l'âge  zéro,  r/=w=s/», 

U^u./^i  (3) 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  nul.  On  peut  obtenir  cette  intégrale  t 
au  moyen  des  registres  de  mortalité ,  dans  lesquels  on  tient  compte 
de  l'âge  des  individus  morts,  et  des  causes  de  leur  mort.  En  effet, 
uz.ùkx  étant  par  ce  qui  précède,  le  nombre  de  ceux  qui ,  parvenus 
à  l'âge  x,  ont  péri  dans  l'intervalle  de  tems  Ax,  par  la  maladie 
dont  il  s'agit;  on  aura  à  trés-peu  près  l'intégrale  fzdx,  en  supposant 
A.t  égala  une  année,  et  en  prenant  depuis  la  naissance  des  n  enfang 
que  l'on  a  considérés,  jusqu'à  l'année  x,  la  somme  des  fractions 
qui  ont  pour  numérateur  le  nombre  des  individus  que  la  maladie  a 
tait  périr  chaque  année ,  et  pour  dénominateur ,  le  nombre  des  n 
enfàns  qui  vivent  encore  ou  milieu  de  la  même  année.  Ainsi  l'on 
pourra  transformer  au  moyen  de  l'équation  (3),  une  table  de 
mortalité  ordinaire,  dans  celle  qui  aurait  lieu,  si  la  maladie  donttf 
s'agit,  n'existait  pas. 

La  petite  vérole  a  cela  de  particulier,  savoir,  que  le  même  indi- 
vidu n'en  est  jamais  deux  fois  atteint ,  ou  du  moins  ce  cas  est  si 
rare ,  que  s'il  existe ,  on  peut  en  foire  abstraction.  Concevons  que 
sur  un  très-grand  nombre  n  d'enfans,  u  parviennent  à  l'âge  x, 
et  que  dans  le  nombre  u  ,y  n'aient  point  eu  la  petite  vérole.  Con- 
cevons encore  que  sur  ce  nombre  y ,  iydx  prennent  cette  maladie 
dans  l'instant  àx ,  et  que  sur  ce  nombre,  ir.ydx  périssent  de  cette 
maladie.  En  désignant ,  comme  ci-dessus,  par  <p  la  probabilité  de 
périr  à  l'âge  x,  par  d'autres  causes  ;  on  aura  évidemment 

=  —  u<p.  dx —  ir.ydx. 

On  aura  ensuite 

dy  :±=  — y$ .  dx  —  iydx* 
En  effet ,  y  diminue  par  le  nombre  de  ceux  qui,  dans  l'instant  dx, 
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prennent  la  petite  "vérole,  et  ce  nombre  est  par  la  supposition,  iydx'. 
y  diminue  encore  par  le  nombre  des  individus  compris  dansj^,  qui 
périssent  par  d'autres  causes ,  et  ce  nombre  est  yfdx. 

Maintenant ,  si  de  la  première  des  deux  équations  précédentes , 
multipliée  par  .y,  on  retranche  la  seconde  multipliée  par  a,  et  si 
l'on  divise  la  différence  par  y,  on  aura 

É?.j-s=  i  -ydx  —  irdx-y 

çc  qui  donne ,  en  intégrant  depuis  *  nul ,  et  observant  qu'à  çetto 
origine,  u=y=  «, 

5-(i_/inh..-*^./a»j  (4) 

cette  équation  fera  connaître  le  nombre  d'individus  de  l'âge  *, 
qui  n'ont  point  encore  eu  la  petite  vérole.  On  a  ensuite 

u 

zdx  étant,  comme  ci-dessus ,  ceux  qui  périssent  dans  le  teras  dxt 
de  la  maladie  que  l'on  considère.  En  substituant  au  lieu  de  y-,  sa 
valeur  précédente  ;  on  aura,  après  avoir  intégre , 

i  —  firdx.c~fulx  ' 

l'équation  (3)  donnera  donc 

Cette  valeur  de  U  suppose  que  l'on  connaît  par  l'observation  /  et  r. 
Si  ces  nombres  étaient  constans ,  il  serait  facile  de  les  déterminer  j 
mais  comme  ils  peuvent  varier  d'âge  en  âge,  les  élémens  de  la 
formule  (5)  sont  plus  aisés  à  connaître ,  et  cette  formule  me  semble 
plus  propre  à  déterminer  la  loi  de  mortalité  qui  aurait  lieu ,  si  la 
petite  vérole  était  éteinte.  En  lui  appliquant  les  données  que  l'on 
o  pu  se  procurer  sur  la  mortalité  causée  par  cette  maladie ,  aux 
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divers  âges  de  la  vie  ;  on  trouve  que  son  extinction  au  moyen  de, 
la  vaccine ,  augmenterait  de  plus  de  trois  années ,  la  durée  de  la 
vie  moyenne  ,  si  d'ailleurs  Cette  durée  n'était  point  restreinte  par 
la  diminution  relative  des  subsistances ,  due  à  un  plus  grand  ac- 
croissement de  population. 

37.  Considérons  présentement  la  durée  moyenne  des  mariages. 
Pour  cela  concevons  un  grand  nombre  n  de  mariages  entre  n  gar- 
çons de  l'âge  a ,  et  n  filles  de  l'âge  a'  ;  et  déterminons  le  nombre 
de  ces  mariages  subsistans  après  x  années  écoulées  depuis  leur 
origine.  Nommons  <p  la  probabilité  qu'un  garçon  qui  se  marie 
à  l'âge  a ,  parviendra  à  l'âge  a  -f-  x  ;  et  \  la  probabilité  qu'une 
fille  qui  se  marie  à  l'âge  a',  parviendra  à  l'âge  a'+  x.  La  proba- 
bilité que  leur  mariage  subsistera  après  sa  x"m'  année ,  sera  ?4  ; 
donc  si  l'on  développe  le  binôme  (  ?4  *+*  1  — <P|  )",  le  terme 
!)'•  C1 — P^)"-'  de  ce  développement,  exprimera  la  probabilité 
que  sur  les  n  mariages,  i  subsisteront  après  x  années.  Le  plus  grand 
terme  du  développement  est,  par  le  n*  16,  celui  dans  lequel  i  est 
égul  au  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  n  -+-  î.^-J»  et  Par 
le  même  numéro,  il  est  extrêmement  probable  que  le  nombre  des 
mariages  subsistans  ne  s'écartera  que  très-peu  en  plus  ou  en  moins 
de  ce  nombre.  Ainsi,  en  désignant  par  1 ,  le  nombre  des  mariages 
subsistans;  on  pourra  supposer  à  très-peu  près, 

n$  est  à  fort  peu  près  le  nombre  des  n  maris  vivans  à  l'âge  a  x,, 
Les  bibles  de  mortalité  le  feront  connaître  d'une  manière  fort  ap- 
prochée ,  si  elles  ont  été  formées  sur  des  listes  nombreuses  de 
mortalité  ;  car  si  l'on  désigne  par  p'  le  nombre  des  hommes  vivans 
à  l'âge  a,  sur  l'ensemble  de  ces  listes,  et  par  q'  le  nombre  des 
survivans  à  l'âge  a  +  x\  ou  aura  à  fort  peu  près ,  par  le  na  39 , 

Si  l'on  nomme  pareillement  p"  le  nombre  des  femmes  vivantes  à 
l'âge  a',  et  pur  q"  le  nombre  des  survivantes  à  l'âge  a' -H  x  ;  on 
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aura  à  très-peu  près , 

donc 

.  n.<fq' 

On  formera  ainsi  d'année  en  année ,  une  table  des  valeurs  de  i.  En 
Jàisant  ensuite  une  somme  de  tous  les  nombres  de  cette  table,  et 
en  la  divisant  par  n  ;  on  aura  la  durée  moyenne  des  mariages  faits 
à  l'âge  a  pour  les  garçons,  et  à  l'âge  a'  pour  les  filles. 

Cherchons  maintenant  la  probabilité  que  l'erreur  de  la  valeur 
précédente  de  i,  sera  comprise  duns  des  limites  données.  Suppo- 
sons pour  simplifier  le  calcul ,  que  les  deux  conjoints  soient  du 
même  âge ,  et  que  la  probabilité  de  la  vie  des  hommes  soit  la  même 
que  celle  des  femmes;  alors  on  a 

«'=«>   y"=?',  p"=r',   «P  =  4i 
et  l'expression  précédente  de  *  devient 


n  a'* 

Concevons  que  la  valeur  de  i  soit  -^--f-  *;  *  sera  l'erreur  de  cette 

expression  de  i.  On  a  vu  dans  le  n*  5o ,  que  si  Ton  a  observé  que 
sur  un  très-grand  nombre  p  d'individus  de  l'âge  a ,  g  sont  par- 
venus à  l'âge  fl  +  x;  la  probabilité  que  sur  p'  autres  individus  de 

l'âge  a ,  y  +  z  parviendront  à  l'âge  a-f-*,  est 


Vi 


■.c  • 


Si  l'on  suppose  p  et  q  infinis ,  on  aura  évidemment 
et  si  l'on  luit 


OU 
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on  aura 

9     P'  P" 

ce  qui  donne  à  très -peu  prés,  en  négligeant  le  carré 


ainsi  la  probabilité  précédente  de  z,  est  en  même  tems  la  proba- 
bilité de  cette  expression  de  np.  Supposons  maintenant  /= /#'-f-  /  ; 
en  considérant  le  binôme  1 — <p»  )",  la  probabilité  de  cette 

expression  de  i  est  par  le  n*  16, 

z» 


1  anç'.Ci-f) 

tt  4 


|/jr.  9/j$*.(i— -p') 


Mais  la  valeur  précédente  de  *  devient ,  en  y  substituant  pour 
sa  valeur, 

la  probabilité  de  cette  dernière  expression  de  i  est  égale  au  pro- 
duit de  celles  de  *  et  de  z ,  trouvées  ci-dessus  j  eUe  est  donc  égale  à 

a'  /. 

Ayant  supposé  précédemment  i  =  2£  4.  on  aura  *  =/— .  ; 
en  substituant  donc  pour  /  sa  valeur  tirée  de  cette  équation,  et 
observant  que  l'on  a  à  très-peu  près  ^  =  f  ;  on  aura  pour  la  pro- 
babilité que  la  valeur  de  s  sera  comprise  dans  des  limites  données, 
l'expression  intégrale 

ffdt.ds.c 

ST.  ✓^^.(l-f)>.(l-ff^  ' 

l'intégrale  relative  à  z  pouvant  être  prise  depuis  z  =  —  »  jusqu'à 
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2= oc.  De  là  il  est  fiicile  de  conclure  par  les  méthodes  exposées 
précédemment,  que  si  Ton  fait 


l'intégrale  précédente  devient 


rkds  —hv 


ainsi  la  probabilité  que  Terreur  de  l'expression  «  =  ^r'  wri 


s .  est 


2    n.j  — 


Tintégrale  étant  prise  depuis  s  nul. 

L'analyse  précédente  s'applique  également  à  la  durée  moyenne 
d'un  grand  nombre  d'associations  formées  de  trois  individus ,  oc 
de  quatre  individus ,  etc.  Soit  n  ce  nombre ,  et  supposons  que  toit* 
les  associés  soient  du  même  âge  a  au  moment  de  l'association; 
désignons  par  p  le  nombre  des  individus  de  la  table  de  mortalité, 
"de  l'âge  a,  et  par  q  le  nombre  des  individus  de  l'âge  a-f-x;  le 
nombre  i  des  associations  existantes  après  x  années  écoulées  depub 
l'origine  des  associations ,  sera  à  fort  peu  près 

n.  <f 

r  étant  le  nombre  des  individus  de  chaque  association.  On  trou- 
vera par  la  même  analyse,  la  probabilité  que  ce  nombre  sera  ren- 
fermé dans  des  limites  données.  La  somme  des  valeurs  de  i  cor- 
respondantes à  toutes  les  valeurs  de  *,  divisée  par  n}  sera  la  duré* 
moyenne  de  ce  genre  d'associations. 
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CHAPITRE  IX. 

Des  bénéfices  dépendons  de  la  probabilité  des  événement 

futurs. 

38.  Concevons  que  l'arrivée  d'un  événement  procure  le  bénéfice  r, 
et  que  sa  non-arrivée  cause  la  perte  fi.  Une  personne  A  attend 
l'arrivée  d'un  nombre  s  d'événemens  semblables  ,  tous  également 
probables ,  mais  indépendans  les  uns  des  autres  ;  on  demande  quel 
est  son  avantage. 

Soit  q  la  probabilité  de  l'arrivée  de  chaque  événement ,  et  par 
conséquent  1  —  9  celle  de  sa  non-arrivée  j  si  l'on  développe  le 
binôme  (q+i  —      lo  terme 

i.ï,3...û.a.3...M,ï^1^ 

de  ce  développement ,  sera  la  probabilité  que  sur  les  0  evénemens , 
i  arriveront.  Dans  ce  cas,  le  bénéfice  de  A  est  i>,  et  sa  perte  est 
(«  —  »)./*;  la  différence  est  /.(v-f-/*)  — sfi;  en  la  multipliant  par 
sa  probabilité  exprimée  par  le  terme  précédent ,  et  prenant  la 
somme  de  ces  produits  pour  toutes  les  valeurs  de  1 ,  on  aura  l'avan* 
tage  de  A,  qui  par  conséquent  est  égal  à 

I .  a.o. .  .1.1 .a.o. .  .  .j — ( 

lo  signe  5  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  1.  On  a 

r 

s   i.i.a.3...,    ^  (l-?)'"' 

i.a.3  ..1.1. a. 3  i—s 

=  1  S.   ';*-8,V'    ^.g'.^.^y).-^  '  )', 

«      i.a.3...t.i.a.3....j—  *  rf< 
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pourvu  que  Ton  suppose  /  =  1 ,  après  la  différentiation ,  ce  qui  ré- 

duit  ce  dernier  membre  à  qs  ;  l'avantage  de  A  est  donc  ï^.*). 
Cet  avantage  est  nul,  si  *ç=ju(i— çr)  ;  c'est-à-dire,  si  le  bénéfice 
de  l'arrivée  de  l'événement,  multiplié  par  sa  probabilité  ,  est  égal 
à  la  perte  causée  par  sa  non-arrivée ,  multipliée  par  sa  probabilité. 
L'avantage  devient  négatif,  et  se  change  en  désavantage,  si  le  second 
produit  surpasse  le  premier.  Dans  tous  les  cas ,  l'avantage  ou  le 
désavantage  de  A  est  proportionnel  au  nombre  s  des  événemens. 

On  déterminera  par  l'analyse  du  n*  16,  la  probabilité  que  le 
le  bénéfice  réel  de  A  sera  compris  dans  des  limites  données,  si 
s  est  un  grand  nombre.  Suivant  cette  analyse,  la  somme  des  divers 

termes  du  binôme  (çr-f-i  — q)'  compris  entre  les  deux  termes  dis- 
tans de  /-f- 1 ,  de  part  d'autre  du  plus  grand ,  est 

/» 

l'intégrale  étant  prise  depuis  f=o  jusqu'à  t  =       *  — -  L'evpo- 

sant  de  q  dans  le  plus  grand  terme ,  est  à  trés-peu  prés  par  le 
même  numéro,  égal  à  sq  ;  et  les  exposans  de  qy  correspondans  aus 
termes  extrêmes  compris  dans  l'intervalle  précédent ,  sont  respec- 
tivement sq — /  et  sq  -f-  /.  Les  bénéfices  correspondans  à  ces  trois 
termes  sont 

, . (gr—l^y./t)  —  /  (H-A*)  , 

s.jqp—  1— q.fi), 

s .  (yr—  1— q  ./*)  +  /  (H~A*)  ; 

en  faisant  donc  l  =  r.^s,  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel  de 

A  n'excédera  pas  les  limites  s.{qt— ^ï^q.p)db  r-y/s.^-f-/*),  est 
égal  à 

a     fdr. c    ™*     ^  1   ~"  %q.{i—q) 

1^  '  ~\/aq. («-</)  ^nw.q.^—q)  '°  * 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r  =  o ,  et  le  dernier  terme  pouvant 
être  négligé.  On  voit  par  cette  formule  que  si  qv^-ï^q.fi  n'est  pas 
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nul ,  le  bénéfice  réel  augmente  sans  cesse,  et  devient  infiniment 
grand  et  certain ,  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'événemens. 

On  peut  étendre  par  l'analyse  suivante,  ce  résultat,  au  cas  où 
les  probabilités  des  «  événcmens  sont  différentes ,  ainsi  que  les 
bénéfices  et  les  pertes  qui  y  sont  attachés.  Soient  q ,  q^\  ^w. .  .q0~o 
les  probabilités  respectives  de  ces  événemens;  >,  ><•>,  .  .,0-0  ie8 
bénéfices  que  procurent  leurs  arrivées.  On  peut,  pour  simplifier  , 
faire  abstraction  des  pertes  que  causent  leurs  non-arrivées ,  en  com- 
prenant dans  le  bénéfice  que  procure  l'arrivée  de  chaque  événe- 
ment, la  quantité  que  A  perdrait  par  sa  non-arrivée ,  et  en  retran- 
chant ensuite  de  l'avantage  total  de  A,  la  somme  de  ces  dernières 
quantités;  car  il  est  facile  de  voir  que  cela  ne  change  point  la  posi- 
tion de  A. 

Cela  posé,  considérons  le  produit 

11  est  clair  que  la  probabilité  que  la  somme  des  bénéfices  sera  /-f-f, 

est  égal  au  coefficient  de  c{f+*)m)/=i  dans  le  développement  de  ce 
produit;  elle  est  donc  égale  à 

^.c^^.^-q+q.  c^). . . . 

l'intégrale  étant  prise  depuis  —  *  jusqu'à  *r= it ,  et  les  nombres 
r,  »(0,  etc.  étant  supposés ,  comme  on  peut  le  faire  ,  des  nombres 
entiers.  Prenons  le  logarithme  du  produit 

en  le  développant  suivant  les  puissances  de  «• ,  il  devient 
(  8.  «jW— f) .  w.  V ^ .  S .  q& .  (         . et  c,  f 

le  signe  S  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  t,  depuis  i  =  o 
jusqu'à  i=#  —  1.  La  supposition  de  /  égal  à  S.qW  fait  dispa- 
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raître  la  première  puissance  de  »  ;  et  la  considération  de  s ,  un 
très-grand  nombre,  rend  insensibles  les  termes  dépendans  des 
puissances  de  »,  supérieures  au  carré  ;  en  repassant  donc  des  loga- 
rithmes aux  nombres  dans  le  développement  précédent ,  le  produit 
(b)  devient  à  très-peu  près, 

—  y.  $.90.(1— Ç«).;(<)« 

c  a  ; 

ce  qui  change  l'intégrale  (a)  dans  celle-ci , 

—  .fd&r.C 

L'intégrale  devant  être  prise  depuis  »  =  —  ^-  jusqu'à  »  b  w,  et 

5.9co.(i — 4®).**H  étant  un  grand  nombre  de  Tordre  s;  il  est 

clair  que  cette  intégrale  peut  être  étendue  sans  erreur  sensible , 

jusqu'aux  valeurs  infinies  positives  et  négatives  de  ».  En  faisant 

donc  

». 9^T^  .  i'Yr'        = , 

V  a  ^  i/a.f.9^:(i— 9t0).rt0«  ' 

et  intégrant  depuis  /  =  —  00  jusqu'à  t  =  00,  l'intégrale  (a)  devient 

 /«   

 1  fl.$.9«).(i_ 9(0).r0>» 

^/  a».$.9W.(i— 9<Ô)TrW"»  *  ° 

Si  l'on  multiplie  cette  quantité  par  acW,  et  qu'ensuite  on  l'intègre 
depuis  ï  =  o ,  celte  intégrale  sera  l'expression  de  la  probabilité 
que  le  bénéfice  de  A  sera  compris  dans  les  limites  fdzt ,  ou 
S.  7(,)»0)  =fc  Z'  ;  en  faisant  ainsi 

r  =  r  Va5.  y».  (1— .  ><°* 

la  probabilité  que  le  bénéfice  de  .Y  sera  compris  dans  les  limites 

S.       =fc  r.  v^a5.^.(i-^«).»w«, 

est 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r=o. 
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Maintenant  il  fout ,  par  ce  qui  précède ,  changer  dans  les  limites 
précédentes ,  »w  dans  »c0-{-  /*c0 ,  et  en  retrancher  S./jS°  ;  la  pro- 
babilité que  le  bénéfice  réel  de  A  sera  compris  dans  les  limites 

S.  (q«*,v—  (i— çCO)  </[A(0)  ±  r.  (1—  jw) .  (»W-B*W)% 

est  donc 

On  voit  par  cette  formule ,  que  pour  peu  que  l'espérance  mathé- 
matique de  chaque  événement ,  surpasse  zéro  ;  en  multipliant  les 
événemens  à  l'infini ,  le  premier  terme  de  l'expression  des  limites 
étant  de  l'ordre  s ,  tandis  que  le  second  n'est  que  de  l'ordre  \A , 
le  bénéfice  réel  s'accroît  sans  cesse ,  et  devient  à  la  fois  infiniment 
grand  et  certain ,  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'événemens. 

3g.  Considérons  maintenant  le  cas  où ,  à  chaque  événement ,  la 
personne  ^aun  nombre  quelconque  de  chances  à  espérer  ou  à 
craindre.  Supposons ,  par  exemple  ,  qu'une  urne  renferme  des 
boules  de  diverses  couloura  ;  que  l'on  tire  une  boule  de  cette  urne, 
en  la  remettant  dans  l'urne  après  le  tirage ,  et  que  le  bénéfice  de  A 
soit  *  y  si  la  boule  extraite  est  de  la  première  couleur  ;  qu'il  soit  r', 
si  la  boule  extraite  est  de  la  seconde  couleur  ;  qu'il  soit  si  la 
boule  extraite  est  de  la  troisième  couleur ,  et  ainsi  de  suite  ;  les 
bénéfices  devenant  négatifs ,  lorsque  A  est  forcé  de  donner  au  lieu 
de  recevoir.  Nommons  a ,  a',  a",  etc.  les  probabilités  que  la  boule 
extraite  à  chaque  tirage ,  sera  de  la  première ,  ou  de  la  seconde , 
ou  de  la  troisième,  etc.  couleur,  et  supposons  que  l'on  ait  ainsi 
s  tirages  j  on  aura  d'abord 

a-f-o'H-a"+etc.=  1. 

En  multipliant  ensuite  les  termes  du  premier  membre  de  cette 

équation,  respectivement  par  c"^,  c*v~l ,  c*       etc.,  le 

terme  indépendant  des  puissances  de  c*^~ ',  dans  le  développement 
de  la  fonction 

^'^■•^.[a-c-^+a'.  /•v/=7H-«"./*  ^-t-etc.]', 
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sera,  par  ce  qui  précède  ,  la  probabilité  que  dans  s  tirages,  le 
bénéfice  de  A  sera  j/*  «+•  /  ;  cette  probabilité  est  donc  égale  à 

±.fdtr  .c-1*1^'.  [e"*-  ^ .  (a .  c"  ^-f-a' .  Jm  etc.)]'}  (c) 

l'intégrale  relative  à  «•  étant  prise  depuis  <w=  —  *  jusqu'à  <w=.w. 
Si  l'on  développe  par  rapport  aux  puissances  de  & ,  le  logarithme 
hyperbolique  de  la  quantité  élevée  à  la  puissance  s ,  sous  le  signe 
/,  et  si  l'on  observe  que  a-f-a'-f-a"-f-  etc.  a=  i ,  on  aura  pour 
ce  logarithme, 

far.y/ — i .  [av  -f-aV-f-aV'-f-  etc. — fi] 
s  *  L-(o*+oV+  aV-hetc.)*  J'""elC* 

On  fera  disparaître  la  première  puissance  de  <tr ,  en  faisant 

fi  ?=  a*  •+•  «V-f- a'V'H-  etc.  j 

Si  l'on  suppose  ensuite 

aA* = *,*-HiV-f-a  V-f-  etc.— (aF-f-a'/-4-a"r"-f-  etc.)», 

et  si  l'on  observe  que  s  étant  supposé  un  grand  nombre,  on  peut  • 
négliger  les  puissances  de  <w  supérieures  au  carré  ;  on  aura ,  en  re-  . 
passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

[C-^^.(a.c''^4-«^C''•^^-o''.c•"•V/^-hetC.)]'=c*-*A■•,: 
ce  qui  change  l'intégrale  (c)  dans  celle-ci , 

■ 

qui  devient  en  intégrant  comme  dans  le  numéro  précédent , 

/• 


En  la  multipliant  par  arf/,  et  intégrant  le  produit  depuis  /=o, 
©n  aura  la  probabilité  que  le  béuéttce  réel  de  A ,  sera  compris  dans 

les 
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les  limites 

s .  (  at  -f-  «V  H-  aV  -f-  etc.)=fc  /  ; 

en  faisant  donc 

cette  probabilité  sera ,  en  prenant  l'intégrale  depuis  ^=0, 

■ 

—p=r.fdr,.o 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède ,  les  probabilités  des 
événemens,  connues;  examinons  le  cas  où  elles  sont  inconnues. 
Supposons  que  sur  m  événemens  semblables  attendus ,  n  soient 
arrivés ,  et  que  A  attende  5  pareils  événemens  dorit  chacun  lui 
procure  par  son  arrivée ,  le  bénéfice  9,  la  non-arrivée  lui  causant 

la  perte  fi.  Si  Ton  représente  par  ^.s  •+•  *,  le  nombre  d'événe- 

mens  qui  arriveront  sur  les  *  événemens  attendus,  la  probabilité 
que  z  sera  contenu  dans  les  limites  =fcfo,  sera  par  le  n*  5ot 

'fdt'c  > 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  =  o  ;  k*  étant  égal  à 

anj.(w  — n).(m+j) 
m3 

Mais  -.«-f-a  étant  le  nombre  des  événemens  arrivés,  le  bénéfice 

771 

réel  de  A  est 

l'intégrale  précédente  est  donc  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel 
de  A  sera  compris  dans  les  limites 

k  est  de  l'ordre  ^>  si  m  et  n  sont  d'un  ordre  égal  ou  plus  grand 
que  «;  ainsi  quelque  petite  que  soit  l'espérance  mathématique , 
relative  à  chaque  événement,  le  bénéfice  réel  devient  à  l'infini, 
certain  et  infiniment  grand ,  lorsque  le  nombre  des  événemens 
passés  ,  est  supposé  infini ,  comme  celui  des  événemens  futurs. 
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4o.  Nous  allons  maintenant  déterminer  les  bénéfices  des  éta- 
blissemons  fondes  6ar  les  probabilités  de  ta  vie  humaine.  La  ma- 
nière la  plus  simple  de  calculer  ces  bénéfices ,  est  de  les  réduire 
en  capitaux  actuels.  Prenons  pour  exemple ,  les  rentes  viagères. 
Une  personne- -de  Page  A  veut  constituer  sur  sa  tête ,  Une  rentes 
viagère  h  ;  on  demande  le  capital  qu'elle  doit  pour  cela ,  donner 
à  la  caisse  de  rétablissement  qui  lui  fuit  cette  rente. 

Si  l'on  nomme  y,  le  nombre  des  individus  de  l'âge  A ,  dans  la  . 
lu  Me  de  mortalité  dont  on  fuit  usage,  et  y,  le  nombre  des  individus 
de  l'ago  A  -f-je  ;  la  probabilité  de  payer  la  rente  à  la  fia  de- l'année 

A  +  x,  sera  ^  ;  par  conséquent  ,  la  valeur  du  paiement  sera 
Mais  si  l'on,  désigne  paF  r  l'intérêt  annuel  de  l'unité,  ensorte 

que  le  capital  i  devienne  i-f-r  après  un  an;  il  devienuYa  (i-f-r)* 
après  je  années  ;  ainsi  le  paiement  (i  •+-/•)*  fait  à  la- fin  de  la  x*'m' 
année,  réduit  en  capital  actuel,  devient  l'unité ,  ou  ce  même  paie- 

A  v 

ment  divisé  par  (  1  -f*r)*  ;  le  paiement       réduit  en  capital  actuel, 

h  *  -  '  y* 

est  donc^  (f+ry'  ^a  8ommc  de  tous  ^es  paiemens  faits  pendant 

la  durée  de  la  vie  de  la  personne  qui  constitue  la  rente ,  ctmul- 
tipliés  par  leur  probabilité,  équivaut  donc  à  un  capital  actuel  repré- 
senté par  l'intégrale  finie 

la  caractéristique  2  devant  embrasser  toutes  les  valeurs  de  la 
fonction  qu'elle  affecte.  s 

.  On  peut  déterminer  cette  intégrale  en  formant  toutes  ces  valeurs 
«"après  la  table  de  mortalité ,  et  en  les  ajoutant  ensemble  :  on  dé- 
duira ensuite  les  capitaux  les  uns  des  autres,  en  observant  que 
*i  l'on  nomme  /Me  capital-  relatif  à  l'àgc  A,  et/^'lc  capital  relatif 
à  l'Age  A+\,  on  a 

-       y°  1  + r  ■ 

"toaisce  procédé  se  simpUfie ,  lorsque  la  loi  de  mortalité  est  connue  , 
et  surtqut  lorsqu'elle  est  donnée  par  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de       ce  qui  est  toujours  possible,  en  considérant  les 
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tjombrcs  de  la  table  de  mortalité ,  comme  désordonnées  dont  les 
âges  correspondais  sont  les  abscisses,  et  en  faisant  passer  une 
courbe  parabolique  par  les  extrémités  des  deux  ordonnées  ex- 
trêmes, et  de  plusieurs  ordonnées  intermédiaires.  Les  différences 
qui  existent  entre  les  diverses  tatles  de  mortalité ,  permettent  de 
regarder  ce  moyen ,  comme  aussi  exact  que  ces  tables ,  et  même 
de  s'en  tenir  à  un  petit  nombre  d'ordonnées. 
Faisons 

'  y*  

reprenons  la  formule  (16)  du  n*  11  du  premier  Livre,  qui  donne 


f  étant  une  constante  arbitraire.  Il  faut  dans  le  déreloppement 
du  premier  terme  du  second  membre  de  cette  équation,  par 

rapport  aux  puissances  de  ^ ,  changer  une  puissance  quelconque 
(îc)'  ^ans  5?  »  et  mu^'P^er  Par  w>  le  premier  terme  qui  est  in- 

dît 

dépendant  de       On  a  ainsi 

x4-i  du 

^'Fu—J     —p     J^py      1.2.(1-^)1  '  c& +  elc; 

Pour  déterminer  fy  on  observera  que  l'intégrale  l.jfu  est  nulle, 
lorsque  x=i ,  et  qu'elle  se  termine,  lorsque  x  =  »-f-i,  J+n 
étant  la  limite  de  la  vie  ;  car  alors  elle  embrasse  les  termes  cor- 
respondes à  tous  les  "nombres  1 ,  a  ,  3, . . Désignons  donc  par 

(a) ,  (3^)»  etc.  ;  u'y  (^r) ,  etc. ,  les  valeurs  de  u  ,  ^ ,  etc.  corres- 
pondantes àa:=i,ctàa:  =  /i-J-i;on  aura 


(  t^-[(»)-/>--(»')] 
JE*-*.  +TT^r-fê)-i>--(^)][.  „ 


etc. 
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Si  u  ou  &  est  constant  et  égal  à  J'unité,  depuis  Jt=  1  jusqu'à 

x  =  »  j  alors  la  rente  viagère  doit  être  payée  certainement  pen- 
dant le  nombre  n  d'années ,  et  elle  devient  une  annuité.  Dans  ce 

cas ,  ^  est  nul ,  et  la  formule  précédente  donne  —  *1^^>"  Pour  k 
capital  équivalent  à  l'annuité  h. 

Si  m  =  1  —  ?  j  alors  la  probabilité  de  la  vie  décroît  en  progres- 
sion arithmétique  ,  et  la  formule  précédente  donne 

JE-  (x    ,  ^ 

1—  p'\  B.(l— />)/ 

pour  le  capital  équivalent  à  la  rente  viagère  h ,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  constituer  une  rente 
viagère  h  ,  sur  plusieurs  individus  des  âges  A  ,  A  •+-  a  , 
^  -f-  «  ■+-  a'>  etc. ,  de  sorte  que  la  rente  reste  au  survivant.  Dé- 
signons par  yx,  .y» +«,  .y* etc.,  les  nombres  de  la  table  de 
mortalité,  correspondais  aux  âges  A^  A-{-a>  A -f-  a+a1,  etc.  ; 
la  probabilité  qu'a  le  premier  individu,  de  vivre  k  l'âge  A  +  x , 

étant la  probabilité  qu'à  cet  âge,  il  aura  cessé  de  vivre,  est 

y» 

j  — Pareillement,  la  probabilité  qu'a  le  second  individu ,  de 
vivre  à  l'âge  A  -f-  a  -f-  x ,  ou  à  la  fin  de  la  x1""  année  de  la  consti- 
tution de  Ja  rente ,  étant        la  probabilité  qu'il  aura  cessé  de  vivre 

«y* 

alors,  est  i— ;  la  probabilité  que  le  troisième  individu  aura 
cessé  de  vivre ,  à  la  même  époque  de  la  constitution  de  la  rente, 
est  î  — -Zi±±t^,  et  ainsi  de  suite.  La  probabilité  qu'aucun  de  ces 
individus  n'existera  à  cette  époque,  est  donc 

(i  —.*A ,  (X  —  Xi±i\  .  ( !  _Xl±î±i'\  elc# 
\     y*/  \       y»  /  \       y*+«  / 

En  retranchant  ce  produit,  de  l'imité;  la  différence  sera  la  probabilité 
qu'un  de  ces  individus  au  moins,  sera  vivant  à  la  fin  de  la 
année  de  la  constitution  de  la  renie.  Nommons  u  cette  probabi- 
lité j  l.hp'u  sera  le  capital  actuel  équivalent  à  la  rente  viagère  h. 
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Mais  on  doit  observer  en  prenant  cette  intégrale,  que  les  quantités 
Jmi etc.  sont  nulles,  lorsque  leurs  indices  a-,  .r-f-a,  etc. 
surpassent  le  nombre  n ,  A+n  étant  la  limite  de  la  vie. 

Si  .y,  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x,  et  d'exponen- 
ticljes,  telles  que  q*,  r*,  etc.  ;  on  aura  facilement,  par  les  formules 
du  premier  Livre,  l'intégrale  h.l.p'u.  Mais  on  peut  dans  tous 
les  cas,  former  au  moyen  d'une  table  de  mortalité,  tous  les  termes 
de  cette  intégrale,  en  prendre  la  somme,  et  construire  ainsi  des 
tables  de  rentes  viagères ,  sur  une  ou  plusieurs  têtes. 

L'analyse  précédente  sert  pareillement  à  déterminer  la  rente 
viagère  que  l'on  doit  faire  à  un  établissement ,  pour  assurer  à 
ses  héritiers  un  capital  après  sa  mort.  Le  capital  équivalent  à  la 
rente  viagère  h ,  faite  à  une  personne  de  l'âge  A ,  est  par  ce  qui 

précède,  h.3.p''^' ,  le  signe  S  comprenant  tous  les  termes  inclu- 

sivement ,  depuis  x=  1  jusqu'à  la  limite  de  la  vie  de  la  personne. 
Nommons  hq  cette  intégrale ,  et  imaginons  que  l'établissement 
reçoive  de  cette  personne  la  rente  A,  et  lui  donne  en  échange, 
le  capital  hq.  Concevons  enouito  que  la  miW  personne  place  ce 
capital  à  intérêt  perpétuel  sur  l'établissement  lui-même  ;  l'intérêt 

annuel  de  l'unité  étant  r  ou  -î-^.  11  est  clair  que  l'établissement 

doit  rendre  le  capital  hq,  aux  héritiers  de  la  personne.  Mais  elle 
a  fait  pendant  sa  vie,  la  rente  h  à  l'établissement,  et  elle  en  a 

reçu  la  rente  hq  ;  la  rente  qu'elle  a  faite  réellement  est  donc 

—  ?  ^'p~~P^]>  cest  ^onc  ce  <ïu>cNu  doit  donner  annuelle- 
ment à  l'établissement,  pour  assurer  à  ses  héritiers  le  capital  hq. 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  ces  objets ,  ainsi  que  sur  ceux 
qui  sont  relatifs  aux  ctablissumens  d'assurance  de  tout  genre,  parce 
qu'ils  ne  présentent  aucunes  difficultés.  J'observerai  seulement  que 
tous  ces  etablissemens  doivent,  pour  prospérer,  se  réserver  un 
bénéfice,  et  multiplier  considérablement  leurs  affaires  ;  afin  que 
leur  bénéfice  réel  devenant  presque  certain ,  ils  soient  exposés  le 
moins  qu'il  est  possible  ,  à  de  grandes  pertes  qui  pourraient  les  dé- 
truire. En  effet,  si  le  nombre  des  aftâires  est  s,  et  &i  l'avantage  d« 
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l'établissement  dans  chacune  d'elles,  est*;  alors  il  devient  extrê- 
mement probable  que  le  bénéfice  réel  de  rétablissement  sera  sb, 
s  étant  supposé  un  très-grand  nombre. 

Pour  le  feirc  voir,  supposons  que  s  personnes  de  l'âge  A  cons- 
tituent ,  chacune  sur  sa  tète ,  une  rente  viagère  h  ;  et  considérons 
une  de  ces  personnes  que  nous  désignerons  par  C.  Si  C  meurt 
dans  l'intervalle  de  la  fin  de  l'année  x  écoulée  depuis  la  constitu- 
tion de  sa  rente ,  à  la  fin  de  l'année  af  -f- 1  j  l'établissement  lui  aura 
payé  la  rente  h  pendant  x  années,  et  la  somme  de  ces  paicmero, 
réduite  en  capital  actuel ,  sera  h.(p-+-p*. . .  *-{-p*)  ou  2.Ap*"M;  or 

la  probabilité  que  C  mourra  dans  cet  intervalle,  est  **~y*"  >  ou 
—  i  la  valeur  de  la  perte  que  l'établissement  doit  alors  sup- 
porter,  est  donc  —      ,  s .  hp9**.  La  somme  de  toutes  ces  pertes  es; 

y°  * 

-2.(^.2.^*-);  (r) 

c'est  le  capital  que  C  doit  verser  à  la  caisse  de  l'établissement, 
pour  en  recevoir  la  rente  viagère  h.  On  peut  observer  ici  que  l'on  a 

—A  .y,.  2  .p*+l  =— ym+, .  2  .p*+'+y, .  2  .p*  +ys  .f  : 

en  intégrant  le  second  membre  de  cette  équation  ,  la  fonction  (r)  st 
réduit  a 

— .  2 .  V-h  +  constante  ; 

or2.j7*  se  réduit  à  zéro,  lorsque  x=o)  et  lorsque  x  =  /i+i. 
y,  ^st  nul  par  ce  qui  précède  ;  la  fonction  (r),  ou  le  capital  que  C 

doit  payer  à  l'établissement ,  est  donc  z  hy'  ?  ;  ce  qui  est  conforme 

y» 

à  ce  qui  précède.  Mais  sous  la  forme  de  la  fonction  (r) ,  on  peut 
appliquer  au  bénéfice  de  l'établissement,  l'analyse  du  n*  3g.  En  ellèl» 
on  a  dans  ce  cas,  par  le  numéro  cité, 

at  ■+■  aV-f-  a V'-f-  etc.  =  —  2 .        .  2 .  hp~%S)  ; 
ensuite  a,  a',  etc.  étant  les  valeurs  successives  de  — -i^>  on 

y* 
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aura 

+  aV  +  etc.  =  2 .  [-      .  (2 ,  hf+'f]  , 

ensorte  que 

^ =2 .  [-  ^5.  (2 .  -  [2.(^5. 2 .  A^')]' • 

En  supposant  que  chacune  des  s  personnes  qui  constitue  la 
rente  h  sur  sa  tête  ,  verse  à  la  caisse  de  rétablissement,  outre  le 
capital  correspondant  à  cette  rente,  une  somme  by  pour  subvenir 
aux  frais  de  l'établissement  ;  on  aura  par  le  n*  09, 

-^=r.fdr.c  , 

pour  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel  de  rétablissement  sera 
compris  dans  les  limites 

Ainsi  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'affaires ,  le  bénéfice  réel  de 
rétablissement,  rlo.vient  certain  et  infini.  Mais  alors  ceux  qui  traitent 
avec  lui ,  ont  un  désavantage  mathématique  qui  doit  être  compensé 
par  un  avantage  moral,  dont  Tappréciation  va  être  l'objet  du  chapitre 
suivant. 
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CHAPITRE  X. 

,  r 

De  V espérance  morale. 

4i.  On  a  vu  dans  le  n'  a,  la  différence  qui  existe  entre  l'espérance 
mathématique  et  l'espérance  morale.  L'espérance  mathématique 
résultante  de  l'attente  probable  d'un  ou  de  plusieurs  biens,  étant 
le  produit  de  ces  biens ,  par  la  probabilité  de  les  obtenir ,  elle 
peut  être  évaluée  par  l'analyse  exposée  dans  ce  qui  précède. 
L'espérance  morale  se  règle  sur  mille  circonstances  qu'il  est  presque 
impossible  de  bien  évaluer.  Mais  nous  avons  donné  dans  le  numéro 
cité,  un  principe  qui  s'appliquant  aux  cas  les  plus  communs,  con- 
duit à  des  résultats  souvent  utiles,  et  dont  nous  allons  développer 
les  principaux. 

D'après  ce  principe,  x  étant  la  fortune  physique  d'un  individu', 
l'accroissement  dx  qu'elle  reçoit ,  produit  à  l'individu  un  bien 
moral  réciproque  à  cette  fortune;  l'accroissement  dé  sa  fortune 

h  dx 

morale  peut  donc  être  exprimé  par       ,  A  étant  une  constante. 

Ainsi  en  désignant  par  y  la  fortune  morale  correspondante  à  la 
fortune  physique  x,  on  aura  * 

^=*.log*-f-log  A, 

/*  étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  déterminera  au  moyen 
d'une  valeur  dey  correspondante  à  une  valeur  donnée  de  x.  Sur 
cela ,  nous  observerons  que  l'on  ne  peut  jamais  supposer  x  et  y 
nuls  ou  négatifs ,  dans  l'ordre  naturel  des  choses;  car  l'homme  qui 
ne  possède  rien  regarde  son  existence,  comme  un  bien  moral  qui 
peut  être  comparé  à  l'avantage  que  lui  procurerait  une  fortune 
physique  dont  il  est  bien  difficile  d'assigner  la  valeur ,  mais  que 
Ton  ne  peut  fixer  au-dessous  de  ce  qui  lui  serait  rigoureusement 

nécessaire 
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nécessaire  pour  exister  ;  car  on  conçoit  qu'il  ne  Consentirait  point  à 
recevoir  une  somme  modique,  telle  que  cent  francs,  avec  la  con- 
dition de  ne  prétendre  à  rien ,  lorsqu'il  l'aurait  dépensée. 

Supposons  maintenant  que  la  fortune  physique  d'un  individu 
soit  a ,  et  qu'il  lui  survienne  l'expectative  d'un  des  accroissemens 
et,  C,  y,  etc.,  ces  quantités  pouvant  être  nulles  ou  même  négatives, 
ce  qui  change  les  accroissemens  en  diminutions.  Représentons  par 
/>,  qy  r,  etc., les  probabilités  respectives  de  ces  accroissemens ,  la 
somme  de  ces  probabilités  étant  supposée  égale  à  l'unité.  Les  for- 
tunes morales  correspondantes  de  l'individu ,  pourront  être 

Ar.log(o-f-«H-logA,   it.log(a-K>+-I6gA,  k . log (a-h>)H-Iog h ,  etc. 

En  multipliant  ces  fortunes  respectivement  par  leurs  probabilités 
p ,  q ,  r,  etc.  j  la  somme  de  leurs  produits  sera  la  fortune  morale 
de  l'individu ,  en  vertu  de  son  expectative  ;  en  nommant  donc  Y 
cette  fortune ,  on  aura 

Y=ty .  log(/iH_a)  -j-fy .  log  (a+C)  ■+*  Ir.  log  (a+y)  +  etc.-f-  log  // . 

Soit  X  la  fortune  physique  qui  correspond  à  cette  fortune  morale , 
on  aura 

r=*.logX-f-log  h. 

La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  Y  donne 

X  =  (  a  +a.y.  (a+  £)♦ .  (a  -+->  )' .  etc. 

Si  l'on  retranche  la  fortune  primitive  a,  de  cette  valeur  de  X;  la 
différence  sera  l'accroissement  de  la  fortune  physique  qui  procu- 
rerait à  l'individu,  le  même  avantage  moral  qui  résulte  pour  lui, 
de  son  expectative.  Cette  différence  est  donc  l'expression  de  cet 
avantage,  au  lieu  que  l'avantage  mathématique  a  pour  expression 

pot  -f-  q€  H-  ry+  etc. 

De  là  résultent  plusieurs  conséquences  importantes.  L'une  d'elle* 
est  que  le  jeu  mathématiquement  le  plus  égal,  est  toujours  désa- 
vantageux. En  effet,  si  l'on  désigne  par  a  la  fortune  physique  du 
joueur  avant  de  commencer  le  jeu  ;  par  p,  sa  probabilité  de  gagner , 


434  /HlfoRIE  ANALYTIQUE 

et  par  fi  sa  mise;  celle  de  son  adversaire  doit  être,  pour  l'égalité 
du  jeu  ,  i!—&£  ;  ainsi  le  joueur  gagnant  la  partie,  sa  fortune  phy- 
sique devient  «  +  et  la  probabilité  de  cela  est  p.  S'il 

perd  la  partie,  sa  fortune  physique  devient  a  —  /t*,et  la  probabi- 
lité dè  cela  est  1  —  p;  en  nommant  donc  X  sa  fortune  physique, 
en  vertu  de  son  expectative ,  orr  aura  par  ce  qui  précède , 

or  cette  quantité  est  plus  petite  que  a ,  c'esUi-dire  que  l'on  a 
ou  en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques, 

J,.l0g.(l+i^.^  +  (l-.p).l0g(l-.j)<n. 

Le  premier  membre  dé  cette  équation  peut  être  mis  sous  la 
forme  •  J 

quantité  qui  est  évidemment  négative. 

Il  résulte  encore  de  l'analyse  précédente,  qu'il  vaut  mieux  ex- 
poser sa  fortune ,  par  parties ,  à  des  dangers  indépendans  les  uns 
des  autres  ,  que  de  l'exposer  toute  entière  au  même  danger.  Pour 
le  faire  voir ,  supposons  qu'un  négociant  ayant  à  faire  venir  par 
nier ,  une  somme  t ,  l'expose  sur  un  seul  vaisseau ,  et  que  l'obser- 
vation ait  fait  connaître  la  probabilité  p  de  l'arrivée  d'un  vaisseau 
du  même  genre,  dans  le  port;  l'avautage  mathématique  du  négo- 
ciant ,  résultant  de  son  expectative  ,  sera  pe.  Mais  si  l'on  représente 
par  l'unité  sa  fortune  physique ,  indépendamment  de  son  expecta- 
tive; sa  fortune  morale  sera  par  ce  qui  précède , 

fy.log(i  +  0~M°gA> 
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et  son  arantage  moral  sera,  en  vertu  de  son  expectative, 

quantité  plus  petite  que  pt;  car  on  a 

(i+É)'<i+/w, 

-puisque  Iog(i-f-«>«  ou^.log  (i+s)  est  moindre  que  log(i-f-p«)» 
xe  qui  est  évident,  lorsqu'on  met  ces  deux  logarithmes  sous  les 

formes  T-^i-,  et  A^- 
J  1  -t-  * 1    J  i  +  p* 

Supposons  maintenant,  que  le  négociant  expose  la  somme  e  par 
-parties  égales ,  sur  r  vaisseaux.  Sa  fortune  physique  deviendra  i+i, 
si  tous  les  vaisseaux  arrivent ,  et  la  probabilité  de  cet  événement 
est  p'.  Si  r— i  vaisseaux  arrivent,  la  fortune  physique  du  négo- 
ciant devient  i  +  (r""f')  >,  et  la  probabilité  de  cet  événement  est 
rP^~t '{^"—p)-  Si  r- —  a  vaisseaux  arrivent ,  la  fortune  physique  du 
négociant  devient  î  +  1=12. .  £,  ct  la  probabilité  de  cet  événement 

est  Va'  et  ainsi dcauitcj  la  fortune  morale  du  négo- 

ciant est  donc  par  ce  qui  précède 

i   ^(1+0+^^(1-^(1  +  ^. €)1  . 

(+^.i/--.(i-jP)-.log(iH-I=-9.c)+etc.j  ' 

f 

expression  que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme , 

L      ,+— »•»{»+—.«)  J 

Si  l'on  retranche  de  cette  expression ,  celle  de  la  fortune  morale 
du  négociant,  lorsqu'il  expose  ia  sommée  sur  uii/sçul  vaisseau,  ct 
que  l'on  obtient  en  faisant  /•=  1  dans  la  précédente  ,  «q  qui  réduit 

celle-ci  à  kpf  ~~ ,  qui  est  égal  à 
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la  différence  sera 

cette  différence  étant  positive  ,  on  voit  qu'il  y  a  moralement  Je 
l'avantage  à  partager  la  somme  t  sur  plusieurs  vaisseaux.  Cet  avan- 
tage s'accroît  à  mesure  que  l'on  augmente  le  nombre  r  des  vais- 
seaux; et  si  ce  nombre  est  très-grand,  l'avantage  moral  devient  à 
peu  près  égal  à  l'avantage  mathématique. 

Pour  le  foire  voir,  reprenons  la  formule  (a),  et  donnons-lui 
cette  forme, 

kp.ffdx.de.  c  V    7J  X.(p.c   '4-1— p)'--HogA;  (a*) 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini 
Dans  cet  intervalle ,  le  coefficient  de  dx  sous  les  signes  ff,  n'a 
ni  maximum  ni  minimum  car  sa  différentielle  prise  par  rapport 
à*,  est 

cette  différentielle  est  constamment  négative  depuis  x  =o  jusqu'à 
x  infini  ;  ainsi  le  coefficient  hii-méme  diminue  constamment  dans 
cet  intervalle.  C'est  donc  ici  le  cas  de  faire  usage  de  la  formule  (A) 
du  n*  aa  du  premier  Livre,  pour  avoir,  par  une  approximation  con- 
vergente ,  l'intégrale  fydx,y  étant  égal  à 

La  quantité  que  nous  avons  nommée  v  dans  ïe  numéro  cité, 
devient  alors 

„  _  _yrf*  p~~+  >  — p 

y—    âçr  377  s 

p.O+O-c  r+o-p).(n-i) 
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V=  1~  

»  +  p«  +  0  —  p)- 

+  P'  +  C«Ï-P);J 

etc.  'y 

If,  -ggi  etc.  étant  ce  que  deviennent  f>;n.>  etc.,  lorsque  *  est 
nul.  Cela  posé,  la  formule  (A)  citée,  donnera 


/f  +  «N 

fdx.c~"    ~rJ'*.(p.c~~  r+  1  — 

>  H — ~  ^-f-ctc 


la  formule  (a')  devient  ainsi ,  à  trés-peu  près ,  lorsque  r  est  un  grand 
nombre, 


ou 


Alog(i-f-/w)-r-IogA. 


Maintenant  soit  X  la  fortune  physique  correspondante  à  cette 
fortune  morale  ;  on  a  par  ce  qui  précède , 

A.logX+logà, 

pour  la  fortune  morale  correspondante  à  X;  en  comparant  donc 
ces  deux  expressions,  on  aura 

X=  i 

Dans  ce  cas  ,  l'avantage  moral  est  pi  ;  il  est  donc  égal  à  l'avantage 
mathématique. 

Souvent  l'avantage  moral  des  individus  est  augmenté  par  le 
moyen  des  caisses  d'assurance ,  en  même  tems  que  ces  caisses 
produisent  aux  assureurs  un  bénéfice  certain.  Supposons,  par 
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exemple,  qu'un  négociant  ait  une  partie  e.  de  sa  fortune  sur  un 
vaisseau  dont  la  probabilité  de  l'arrivée  est  p  ;  et  qu'il  assure  celte 
partie ,  en  donnant  une  somme  à  la  compagnie  d'assurance.  Pour 
l  égalité  parfaite  eutre  les  sorts  mathématiques  de  la  compagnie  et 
du  négociant ,  celui-ci  doit  donner  (  1  — p).e  pour  prix  de  l'assu- 
rance. En  représentant  par  l'unité ,  la  fortune  du  négociant ,  indé- 
pendamment de  son  expectative  « ,  sa  fortune  morale  sera  par  co 
qui  précède , 

*p.log(i4-.i)  +  log/i, 

dans  le  cas  où  il  n'assure  pas  -,  et  dans  le  cas  où  il  assure ,  elle 
sera 

or  on  a 

log(iH-77É)>i,.log(i  +  0, 
ou,  ce  qui  revient  au  même , 

p  étant  moindre  quo  l'unitc  -y  la  fortune  morale  du  négociant  est 
donc  augmentée,  au  moyen  de  6on  assurance.  Il  peut  ainsi  faire 
à  la  compagnie  d'assurance ,  un  sacrifice  propre  à  subvenir  aux 
irais  de  l'établissement  et  au  bénéfice  qu'elle  doit  faire.  Si  l'on 
nomme  a,  ce  sacrifice ,  c'est-à-dire ,  si  l'on  suppose  que  le  négo- 
ciant donne  à  la  compagnie ,  pour  prix  de  son  assurance,  la  somme 
(i — />).€+  *>  on  aura  dans  le  cas  de  l'égalité  des  fortunes 
morales,  lorsque  le  négociant  assure,  et  lorsqu'il  n'assure  point, 

log  (l )s=/>.log(l -H); 

ce  qui  donne 

«=l+/K-(l+l)f. 

c'est  tout  ce  que  le  négociant  peut  donner  à  la  compagnie ,  sans 
désavantage  moral;  il  aura  donc  un  avantage  moral,  en  faisant  un 
sacrifice  moindre  que  celte  valeur  de  a,  et  en  même  tems,  la 
compagnie  aura  un  bénéfice  qui ,  comme  on  l'a  vu ,  devient  cer- 
tain ,  quand  ses  relations  sont  très-nombreuses.  On  voit  par  la  , 
conunçut,  des  établisscinens  de  oc  genre ,  bien  conçus  et  sagement 
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ûclministrés ,  peuvent  s'assurer  un  bénéfice  réel,  en  procurant  des 
avantages  aux  personnes  qui  traitent  avec  eux  :  c'est  en  général 
le  but  de  tous  les  écîiangcs  ;  mais  ici ,  par  une  combinaison  par- 
ticulière, l'échange  a  lieu  entre  deux  objets  de  même  nature,  dont 
l'un  n'est  que  probable,  tandis  que  Puutre  est  certain. 

4a.  Le  principe  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour  calculer 
l'espérance  morale,  a  été  proposé  par  Daniel  Bernoulti ,  pour  expli- 
quer la  différence  entre  le  résultat  du  calcul  des  probabilités  et 
l'indication  du  sens  commun,  dans  le  problème  suivant.  Deux' 
joueurs  A  et  B  jouent  à  croix  et  pile,  avec  la  condition  que  A 
paie  à  B,  deux  francs,  si  croix  arrive  au  premier  coup  ;  quatre 
francs,  s'il  arrive  au  second  coup  ;  huit  francs  ,  s'il  arrive  au  troi- 
sième coup ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  ni,mt  coup.  On  demande  ce  , 
que  B  doit  donner  à  A,  en  commençant  le  jeu. 

11  est  visible  que  l'avantage  de  B,  relatif  au  premier  coup,  est 
un  franc  ;  car  il  a  \  de  probabilité  de  gagner  deux  francs  à  ce  coup. 
Son  avantage  relatif  «u  second  coup ,  est  pareillement  un  franc  ; 
car  il  a  7  de  probabilité  de  gagner  quatre  francs  a  ce  coup ,  et  ainsi 
de  suite  ;  ensorte  que  la  somme  de  tous  ses  avantages  relatifs  aux 
n  coups,  est  n  francs.  Il  doit  donc  pour  l'égalité  mathématique  du 
jeu,  donner  à  A ,  cette  somme  qui  devient  infinie ,  si  l'on  suppose 
que  le  jeu  continue  à  l'infini. 

Cependant  personne,  à  ce  jeu,  ne  risquera  avec  prudence ,  une 
somme  même  assez  modique  ,  telle  que  cent  francs.  Pour  peu  que 
l'on  réfléchisse  à  cette  espèce  de  contradiction  entre  le  calcul ,  et 
ce  qu'indique  le  sens  commun  ;  on  voit  facilement  qu'elle  tient  à 
ce  que  si  l'on  suppose ,  par  exemple ,  n  =  5o ,  ce  qui  donne  a5* 
pour  la  somme  que  B  peut  espérer  au  cinquantième  coup ,  cette 
somme  immense  ne  produit  point  à  B,  un  avantage  moral  pro- 
portionnel à  sa  grandeur  ;  de  manière  qu'il  y  a  pour  lui  un  désa- 
vantage moral  à  exposer  un  franc  pour  l'obtenir  avec  la  proba- 
bilité excessivement  petite  ^  de  réussir.  Mais  l'avantage  moral  que 

peut  procurer  une  somme  espérée ,  dépend  d'une  infinité  de  cir- 
constances propres  à  chaque  individu,  et  qu'il  est  impossible  d'éva- 
luer. La  seule  considération  générale  que  l'on  puisse  employer  à 
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cet  égard ,  est  que  plus  on  est  riche ,  moins  une  somme  très-petite 
peut  être  avantageuse  ,  toutes  choses  égales  d'ailleurs.  Ainsi  la 
supposition  la  plus  naturelle  que  l'on  puisse  fùirc ,  est  celle  d'un 
avantage  inoral  réciproque,  au  bien  de  la  personne  interessce. 
C'est  à  cela  que  se  réduit  le  principe  de  Daniel  Bcrnoulli ,  prin- 
cipe qui ,  comme  on  vient  de  le  voir ,  fait  coïucidcr  les  résultats 
du  calcul  avec  les  indications  du  sens  commun ,  et  qui  donne  le 
moyen  d'apprécier  avec  quelque  exactitude,  ces  indications  tou- 
jours vagues.  Son  application  au  problème  dont  on  vient  de  parler, 
va  nous  en  fournir  un  nouvel  exemple. 

Nommons  a  la  fortune  de  B  avant  le  jeu ,  et  x  ce  qu'il  donne 
au  joueur  A.  Sa  fortune  devient  a  —  os-f-a ,  si  croix  arrive  au  pre-  I 
mier  coup  ;  elle  devient  a  —  x  -f-  a",  si  croix  arrive  au  second  coup, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'au  coup  n  ,  où  elle  devient  a  —  jc-f-a*,  si 
croix  n'arrive  qu'au  coup  ninu.  La  fortune  de  B  devient  a—  x 
si  croix  n'arrive  point  dans  les  n  coups,  après  lesquels  la  partie  e& 

supposée  finir  ;  mais  la  probabilité  de  ce  dernier  événement  est 

En  multipliant  les  logarithmes  de  ces  diverses  fortunes  par  leurs 
probabilités  respectives  et  par  on  aura  par  ce  qui  précède, la 
fortune  morale  de  B  en  vertu  des  conditions  du  jeu ,  égale  à 

£.*.log(a— Jc-f-a)  -h  £-*.log  (a-ror-f  a')-  •  • 
. .  .-f-^.*.log  («— x-f-a')  -f-  -'„.*. log (a—x)  +  log  A. 

Mais  avant  le  jeu ,  sa  fortune  morale  était  A.logaM-log h  ;  en  éga- 
lant donc  ces  deux  fortunes ,  pour  que  B  conserve  toujours  la 
même  fortune  morale ,  et  repassant  des  logarithmes  aux  nombres, 

on  aura  ,  a  —  x  étant  supposé  égal  à  a',  et  faisant  ^==«» 

I  i  1 

i     «x = (î-f-a . ctf .  ( i  +a* . a)3*. . . .  (1  -+•  a" . a)a"  j  (o) 

i_  t_ 

les  facteur»  (i+aaf,  (î-N**)*"  vont  en  diminuant  sans  cesse, 
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et  leur  limite  est  l'unité  ;  car  on  a 

(i-f-a'.a)^  (H-a"".*)8*'- 

En  eflèt ,  si  l'on  élève  à  la  puissance  a""',  les  deux  membres  de 
cette  inégalité,  elle  devient 

!  4.  9«-« .  a  -f  a*1 .  **  >  1  H-  a"" .  *  ; 
et  sous  cette  forme,  l'inégalité  devient  évidente.  De  plus,  le  loga- 

rithme  de  (î-ha'.a)0'  est  égal  à  *'  °f  a  «+-  ^j.log  (*-f-  ^j);  et  il  est 

visible  que  cette  fonction  est  nulle  dans  le  cas  de  *  infini ,  ce  qui 

i 

a^ 

exige  que  dans  ce  cas ,  (î  -M'**)   soit  Punité. 

Si  l'on  suppose  n  infini  dans  l'équation  (o),  on  a  le  ras  où  la 
partie  peut  se  prolonger  à  l'infini,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  avantageux 
à  B.  a'  et  par  conséquent  *  étant  supposés  connus;  on  prendra 
la  somme  des  logarithmes  tabulaires  d'un  assez  grand  nombre  »— i, 
des  premier^  facteurs  du  second  membre ,  pour  que  a'ct  soit  au  moins 
égal  à  dix.  La  somme  des  logarithmes  tabulaires  des  facteurs  sui- 
vans,  jusqu'à  l'infini,  sera  à  très-peu  près  égale  à 

a—  "i  a7^  «t.  a*-' 

L'addition  de  ces  deux  sommes  donnera  le  logarithme  tabulaire  de 
a'+x  ou  de  a.  Ainsi  l'on  aura  pour  une  fortune  physique  a ,  supposée 
a  B  avant  le  jeu,  la  valeur  de  x  qu'il  doit  donner  à  A  au  commen- 
cement du  jeu,  pour  conserver  la  même  fortune  morale.  En  sup- 
posant ,  par  exemple ,  a!  égal  à  cent ,  on  trouve  a  =  io7f,8Q,  ;  d'où 
il  suit  que  la  fortune  physique  de  B  étant  primitivement  107^89 , 
il  ne  doit  alors  risquer  prudemment  à  ce  jeu ,  que  7^89,  au  lieu" 
de  la  somme  infinie  que  le  résultat  du  calcul  indique,  lorsqu'on 
fait  abstraction  de  toutes  considérations  morales.  Ayant  ainsi  la 
valeur  de  a  relative  à  a'  =  100,  il  est  facile  d'en  conclure  de  la 
manière  suivante ,  sa  valeur  relative  à  a'  =  aoo  ;  en  effet  on  a ,  dans 
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vc  dernier  cas, 

«= (200+2)*.  (200-f-  a»)* .  ctc.=a .  (ioo-r-i)\  (100+2)*.  (ioo-f-4)*.etC. 
Mais  on  vient  de  trouver 

(îoo-M)*.  (100-4-4)*.  etc.  =(107,89)*; 

donc 

a  =  a  .I/101  •  107, 89  =  208,78. 

Ainsi  la  fortune  physique  -de  B  étant  primitivement  208,78,  il 
ne  peut  risquer  prudemment  à  ce  jeu,  au-delà  de  8f,78. 

43.  Nous  allons  maintenant  étendre  le  principe  exposé  ci-dessus, 
aux  choses  dont  l'existence  est  éloignée  et  incertaine.  Pour  cela, 
considérons  deux  personnes  A  et  B ,  qui  veulent  placer  chacune , 
en  viager,  un  capital  q.  Elles  peuvent  le  bure  séparément  :  elles 
peuvent  s'associer  et  constituer  une  rente  viagère  sur  leurs  têtes, 
de  manière  que  la  rente  sott  réversible  à  celle  qui  survit  à  l'autre. 
Examinons  quel  est  le  parti  le  plus  avantageux. 

Supposons  les  deux  personnes  du  même  âge ,  et  ayant  la  même 
Fortune  annuelle  que  nous  représenterons  par  l'unité,  indépen- 
damment du  capital  qu'elles  veulent  placer.  Soit  Ç  la  rente  viagère 
que  ce  capital  leur  produirait  à  chacune,  si  elles  plaçaient  leurs 
capitaux  séparément ,  ensorte  que  leur  fortune  annuelle  devienne 
1  +€.  Nous  exprimerons,  conformément  au  principe  dont  il  s'agit, 
leur  fortune  morale  annuelle  correspondante,  par  Ar.log(i  -f-6)-f-logA. 
Mais  cette  fortune  n'aura  heu  que  probablement,  à  la  x""  année  ; 
ainsi  en  désignant  par  yx  la  probabilité  que  A  vivra  à  la  fin  de  la 
x""'  année,  on  doit  multiplier  sa  fortune  morale  annuelle  relative  à 
cette  année ,  par  ;  en  ajoutant  donc  tous  ces  produits,  leur  somme 
mie  nous  désignerons  par  ([A.log(i  -+-£)-f-log h].1.yM ,  sera  ce 
que  je  nomme  ici ,  fortune  morale  viagère. 

Supposons  maintenant  qoe  A  et  B  placent  la  somme  2g  de  leurs 
capitaux ,  sur  leurs  tètes ,  et  que  cela  produise  une  rente  viagère  6', 
réversible  au  survivant.  Tant  que  A  et  B  vivront,  chacun  d'eux 
ne  touchera  que  £  C  de  rente  viagère,  et  leur  fortune  morale  an- 
nuelle sera  Ar.log(i -f-f  €')  -+-Iog  h.  En  la  multipliant  par  la  proba- 
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Mité  qu'ils  vivront  tous  deux  à  la  fin  de  l'année  .r,  probabilité  égale 
à  (/**)';  la  somme  de  ces  produits  pour  toutes  les  valeurs  de  x  , 
sera  la  fortune  morale  viagère  de  A ,  relative  à  la  supposition  de 
leur  existence  simultanée  ;  cette  fortune  est  donc 


[*.iog(n-f)H-!o6*].X.(^)' 


La  probabilité  que  A  existera  seul  à  la  fin  de  la       année,  est 
y u — (j'«)*;sa  fortune  morale  viagère  relative  à  son  existence 
après  la  mort  de  B ,  qui  rend  sa  fortune  morale  annuelle  égale  à 
1  •+-  S',  est  doac 

(>.log(i  +£')-Hog  h].2.[y.—  (y,yi 
La  somme  de  ces  deux  fonctions , 

l  .log  (i    0 .  S .  {y.y+k .  log(i-K') .  [2  ov-* .  W]+log  h .  2  .y,t 

sera  la  fortune  morale  viagère  de  A  dans  l'hypothèse  où  A  et  B 
placent  conjointement  leurs  capitaux. 

Si  l'on  compare  cette  fortune  à  celle  que  nous  venons  de  trouver 
dans  le  cas  où  ils  placent  séparément  leurs  capitaux  ;  on  voit  qu'il 
y  aura  pour  A  de  l'avantage  ou  du  désavantage  à  placer  conjoin- 
tement ,  suivant  que 

iog  (  t  + 1)  •  *  •  {y.y+  log  (  i  +  tf) .  [2  .ym-2 .  (/,)•] 

sera  plus  grand  ou  moindre  que  log(i  +€).2.yM.  Pour  le  savoir, 
H  faut  déterminer  le  rapport  de  C  à  G  j  or  on  a  par  le  n*  4o, 

qtstC.Z.py., 

~£  étant  l'intérêt  annuel  de  l'argent  :  on  a  ensuite  par  le  même 
numéro, 

jyssÉ'.S./Afajv-  (y,)']} 

on  a  donc 


Les  tables  de  mortaJité  donneront  les  valeurs  de  *.ym,  *.(y,f, 
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2  .pya ,  2  .p*  {yay-f  on  pourra  ainsi  juger  lequel  des  deux  placeracns 
dont  il  s'agit ,  est  le  plus  avantageux. 

Supposons  £  et  €  '  de  très-petites  fractions  ;  la  quantité  log(i-f€)-2^. 
devient  a  très-peu  près  C.2.^,.  La  quantité 

log  (i  +      2  •  (*.)'+  log  (i+tf) .  [2        2 .  {>„)•] 
devient 

et  en  substituant  pour  C  sa  valeur  précédente,  elle  devient 

il  y  a  donc  de  l'avantage  à  placer  conjointement,  si 

02./,— 2.  (/,)•].  2.^. 

remporte  sur 

[a2  .pTy.  —  2  .p'  (>.)•] .  2 , 

ou  si  l'on  a 

Z./ty,    -f    X..y.  » 

c'est  en  effet  ce  qui  a  lieu  généralement ,  p  étant  plus  petit  que 
l'unité. 

L'avantage  de  placer  conjointement  les  capitaux  ,  s'accroît 

par  la  considération  que  l'augmentation  -  de  revenu  arrive  au 

survivant ,  à  un  âge  ordinairement  avancé  dans  lequel  de  plus 
grands  besoins  qui  se  font  sentir,  la  rendent  beaucoup  plus  utile. 
Cet  avantage  s'accroît  encore  de  toutes  les  affections  qui  peuvent 
attacher  les  deux  individus  l'un  à  l'autre,  et  qui  leur  font  désirer 
le  bien-être  de  celui  qui  doit  survivre.  Les  établissemens  dan» 
lesquels  on  peut  ainsi  placer  ses  capitaux,  et  par  un  léger  sacrifice 
de  son  revenu ,  assurer  l'existence  de  sa  famille  pour  un  tems  ou 
l'on  doit  craindre  de  ne  plus  suffire  à  ses  besoins ,  sont  donc  très- 
avantageux  aux  mœurs ,  en  favorisant  les  plus  doux  penchans  de 
la  nature.  Ils  n'offrent  point  l'inconvénient  que  nous  avons  remar- 
qué dans  les  jeux  même  les  plus  équitables ,  celui  de  rendre  la 
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perte  plus  sensible  que  le  gain  ;  puisqu'au  contraire,  ils  offrent  les 
moyens  d'échanger  le  superflu  ,  contre  des  ressources  assurées 
dans  l'avenir.  Le  Gouvernement  doit  donc  encourager  ces  établis- 
semens,  et  les  respecter  dans  ses  vicissitudes;  car  les  espérances 
qu'ils  présentent,  portant  sur  un  avenir  éloigné,  ils  ne  peuvent 
prospérer  qu'à  l'abri  de  toute  inquiétude  sur  leur  durée. 
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■  ...  ■        l  i.     

CHAPITRE  XI. 

De  la  probabilité  des  témoignages. 

44.  Je  vais  d'abord  considérer  un  seul  témoin.  La  probabilité,  de 
son  témoignage  se  compose  de  sa  véracité ,  de  la  possibilité  de  son 
erreur,  et  delà  possibilité  du  fait  en  lui-même.  Pour  fixer  les  idées, 
concevons  que  Ton  ait  extrait  un  numéro  d'une  urne  qui  en  renferme 
le  nombre  n  ;  et  qu'un  témoin  du  tirage  annonce  que  le  n*  i  est  sorti. 
L'événement  observé  est  ici  le  témoin  annonçant  la  sortie  du  n"  i. 
Soit p  la  véracité  du  témoin ,  ou  la  probabilité  qu'il  ne  cherche  point 
à  tromper  :  soit  encore  r  la  probabilité  qu'il  ne  se  trompe  point 
Cela  posé. 

On  peut  former  les  quatre  hypothèses  suivantes.  Ou  le  témoin  ne 
trompe  point  et  ne  se  trompe  point  ;  ou  il  ne  trompe  point  et  se 
trompe  ;  ou  il  trompe  et  ne  se  trompe  point  ;  enfin ,  ou  il  trompe 
et  se  trompe  à  la  fois.  Voyons  quelle  est ,  à  priori  ,  dans  chacune 
de  ces  hypothèses,  la  probabilité  que  le  témoin  annoncera  la  sortie 
du  n°  /. 

Si  le  témoin  ne  trompe  point  et  ne  se  trompe  point,  le  n°  i  sera 
sorti  5  mais  la  probabilité  de  cette  sortie ,  est  à  priori ,  £  ;  en  la  multi- 
pliant par  la  probabilité  pr  de  l'hypothèse ,  on  aura  £C  pour  la 

probabilité  entière  de  l'événement  observé ,  dans  cette  première 
hypothèse. 

Si  le  témoin  ne  trompe  point  et  se  trompe ,  le  n"  /  ne  doit  point 
être  sorti,  pour  qu'il  annonce  sa  sortie  ;  la  probabilité  de  cela  est 

Mais  l'erreur  du  témoin  doit  porter  sur  l'un  des  numéros  non 

sortis.  Supposons  qu'elle  puisse  également  porter  sur  tous  :  la 

probabilité  qu'elle  portera  sur  le  n°  / ,  sera        ;  la  probabilité 
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que  le  témoin  ne  trompant  point  et  se  trompant,  annoncera  le  n"  i , 

est  donc--^.^-^  ou  l-.  En  la  multipliant  par  la  probabilité 

p.(i  —  r)  de  l'hypothèse  elle-même,  on  aura  p'^l~r^  pour  la 
probabilité  de  l'événement  observé  dans  cette  seconde  hypothèse. 
Si  le  témoin  trompe  et  ne  se  trompe  point  ,  le  n°  /  ne  sera  point 

sorti ,  et  la  probabilité  de  cela  est  ;  mais  le  témoin  doit  choisir 
parmi  les  n  —  >  numéros  non  sortis ,  le  n*  i.  Si  l'on  suppose  que 
son  choix  puisse  également  porter  sur  chacun  d'eux ,  sera 

la  probabilité  que  son  choix  se  fixera  sur  le  n°  i  ;  ^— - .  — • —  on  i 

est  donc  la  probabilité  que  le  témoin  annoncera  le  n*  1.  En  la  mul- 
tipliant par  la  probabilité  (1  —  p).r,  de  l'hypothèse;  on  aura 

i^l^.  pour  la  probabilité  entière 'de  l'événement  observé  dans 

cette  troisième  bypo  thèse. 

Enfin,  si  le  témoin  trompe  et  se  trompe,  la  probabilité  qu'il  no 

croira  pas  le  n»  i  sorti ,  sera  ,  et  la  probabilité  qu'il  le  choisira 
parmi  les  n  —  1  numéros  qu'il  ne  croira  pas  sortis ,  sera  ~ — •  ; 
^-î- .  — —  ou  -  sera  donc  la  probabilité  qu'il  annoncera  la  sortie 

n      n  —  1  n 

du  n°  i.  En  la  multipliant  par  la  probabilité  (1 — p).(i  —  r)  de 
l'hypothèse,  on  aura  0  ~ f  ^'~r>  pour  k  probabi|j|té  de  p^véne- 

ment  observé ,  dans  cette  quatrième  hypothèse. 

Cette  hypothèse  renferme  un  cas  dans  lequel  le  n*  i  est  sorti  ; 
savoir,  le  cas  dans  lequel  le  n*  /  étant  sorti,  le  témoin  ne  le  croit 
pas  sorti ,  et  le  choisit  parmi  les  n — 1  numéros  qu'il  ne  croit  pas 

sortis.  La  probabilité  de  cela  est  le  produit  de  -  par  — — .  En 
multipliant  ce  produit,  par  la  probabilité  (ir*\p)-(i—  r)  dc  hy- 
pothèse ,  on  aura  ^^fi-i'  Pour  la  probabilité  du  cas  dont 
il  s'agit. 

On  peut  arriver  aux  mêmes  résultats,  de  celte  manière.  Soient 
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a  ,  b  ,  c,d,  i ,  etc. ,  les  n  numéros.  Puisque  le  témoin  se  trompe , 
il  ne  doit  point  croire  sorti,  le  numéro  sorti;  et  puisqu'il  trompe r 
il  ne  doit  point  annoncer  comme  sorti ,  le  numéro  qu'il  croit  sorti. 
Mettons  donc  à  la  première  place,  le  numéro  sorti;  à  la  seconde, 
le  numéro  que  le  témoin  croit  sorti;  et  à  la  troisième,  le  numéro 
qu'il  annonce.  Parmi  toutes  les  combinaisons  possibles  des  nu- 
méros trois  à  trois ,  sans  exclure  celles  où  ils  sont  répétés ,  il  n'y 
a  de  compatibles  avec  l'hypothèse  présente ,  que  celles  où  le  numéro 
qui  occupe  la  seconde  place ,  n'occupe  ni  la  première ,  ni  la  troi- 
sième ;  telles  sont  les  combinaisons  aba ,  abc,  etc.  Or  il  est  facile 
de  voir  que  le  nombre  des  combinaisons  qui  satisfont  aux  deux 

conditions  précédentes*,  est  n.n —  i*j  car  la  combinaison  ab  peut 
se  combiner  avec  les  n  —  1  noi  autres  que  b  ;  et  le  nombre  des 
combinaisons  ab,  ba,  ac>  est  n.n —  1.  Maintenant  les  combinai- 
sons dans  lesquelles  le  n*  i  est  annoncé ,  sans  être  sorti ,  sont  de 
la  forme  abi,  bai,  aci>  etc.,  et  le  nombre  de  ces  combinaisons 
est  n  —  i -îï —  a  ;  aiusi  la  probabilité  qu'une  de  ces  combinaisons 

aura  lieu,  est  "~a  .  Les  combinaisons  dans  lesquelles  le  numéro  i 

n.n  -*—  l 

étant  sorti,  il  est  annoncé,  sont  de  la  forme  lai  ,  ibi,  etc.,  et 
le  nombre  de  ces  combinaisons  est  visiblement  n — i  ;  la  probabilité 

qu'une  de  ces  combinaisons  aura  lieu ,  est  donc    —  11  faut 

n.n—  i 

multiplier  toutes  ces  combinaisons,  parla  probabilité  (i— p).(i — r) 
de  l'hypothèse  ;  et  alors  on  aura  les  résultats  précédens. 

Maintenant,  pour  avoir  la  probabilité  de  la  sortie  du  n°  /,  on  doit 
faire  une  somme  de  toutes  les  probabilités  précédentes ,  relatives 
à  cette  sortie,  et  la  diviser  par  la  somme  de  toutes  ces  probabi- 
lités; ce  qui  donne  pour  celte  probabilité, 

pr  ,  P— p)-P— 3 

n  n.(n—  i)  

pr     p.Q  — r)     (i  —  p).r     (i-p),Q— r)» 
nT       »       '        n       ~  n 
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Si  r  est  égal  à  l'unité,  ou  si  le  témoin  ne  se  trompe  point,  la 
probabilité  de  la  sortie  du  n*  i,  sera  p  ;  c'est-à-dire  la  probabilité 
de  la  véracité  du  témoin. 

Si  n  est  un  très-grand  nombre ,  cette  probabilité  sera  à  très- 
peu  prés,  pr,  ou  la  probabilité  de  la  véracité  du  témoin,  multipliée 
par  la  probabilité  qu'il  ne  se  trompe  point. 

Nous  avons  supposé  que  l'erreur  du  témoin,  lorsqu'il  se  trompe , 
peut  également  tomber  sur  tous  les  numéros  non  sortis;  mais  cette 
supposition  cesse  d'avoir  lieu ,  si  quelques-uns  d'eux  ont  plus  de 
ressemblance  que  les  autres,  avec  le  numéro  sorti  ;  parce  que  la 
méprise  à  leur  égard ,  est  plus  facile.  Nous  avons  encore  supposé 
que  le  témoin ,  lorsqu'il  trompe ,  n'a  pas  de  motif  pour  choisir  un 
numéro  plutôt  qu'un  autre  ;  ce  qui  peut  ne  pas  avoir  lieu.  Mais  il 
serait  très-difficile  de  foire  entrer  dans  une  formule,  toutes  ces 
considérations  particulières. 

45.  Supposons  maintenant  que  l'urne  contienne  n  —  1  boules 
noires ,  et  une  boule  blanche  ;  et  qu'en  ayant  extrait  une  boule ,  un 
témoin  du  tirage  annonce  la  sortie  d'une  boule  blanche.  Détermi- 
nons la  probabilité  de  cette  sortie.  Nous  formerons  les  mêmes 
hypothèses  que  nous  venons  de  foire.  Dans  la  première ,  la  pro- 
babilité de  la  sortie  de  la  boule  blanche,  est,  comme  ci-dessus , 

p-.  Dans  la  seconde  hypothèse ,  le  témoin  se  trompant  sans  tromper , 

une  boule  noire  doit  être  sortie  ,  et  la  probabilité  de  cela  est  "  ~  ' , 

et  comme  le  témoin  supposé  véridique,  doit  énoncer  la  sortie 
d'une  boule  blanche ,  par  cela  seul  qu'à  se  méprend  ;  la  probabilité 

de  cette  annonce  sera  donc  —-—y  probabilité  qu'il  fout  multiplier 

par  la  probabilité />.(i-r)  de  l'hypothèse,  ce  qui  donne  Mi=£JEÏ 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé ,  dans  cette  hypothèse. 
Dans  la  troisième  hypothèse,  le  témoin  étant  supposé  tromper  et 
ne  point  se  tromper ,  une  boule  noire  doit  être  sortie ,  «t  la  proba- 
bilité de  cela  est  t~.  En  la  multipliant  par  la  probabilité  (1— />).r 
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de  cette  hypothèse ,  on  aura  O—pV-"— 1  pour  la  probabilité  de 

l'événement  observé ,  dans  cette  hypothèse.  Enfin ,  dans  la  qua- 
trième hypothèse ,  le  témoin  trompant  et  se  trompant ,  ne  peut 
annoncer  la  sortie  de  la  boule  branche ,  qu'autant  qu'elle  sera  sortie. 

La  probabilité  de  cette  sortie  est  l-.  En  la  multipliant  par  la  pro- 
babilité (1—  p)  >(i—  r)de  l'hypothèse ,  on  aura  (  '         '  ~~r} 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé ,  dans  cette  hypothèse. 

Présentement,  si  l'on  réunit  parmi  les  probabilités  précédentes, 
celles  dans  lesquelles  la  boule  blanche  est  sortie  j  on  aura  la  pro- 
babilité de  cette  sortie ,  en  divisant  leur  somme ,  par  la  somme  de 
toutes  les  probabilités ,  ce  qui  donne 

 y+O  — p)(  t  —  r)   

pr+  (i  —  p)  (i  — r)  +  0(i  —  r)  +  (,_p).r].(«-i) 

pour  la  probabilité  de  la  sortie  de  la  boule  blanche  ;  par  conséquent 

[p.(i-r)  +  (i-p).r].(ii-0  

est  la  probabilité  que  le  fait  attesté  par  le  témoin  du  tirage ,  n'a 
pas  eu  lieu. 

On  peut  observer  ici,  que  si  Ton  nomme  q,  la  probabilité  que 
le  témoin  énonce  la  vérité ,  on  aura 

Î=F  +  (i  — —  r)', 

car  il  est  visible  qu'il  dit  vrai ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  soit  qu'il 
ne  trompe  point  et  ne  se  trompe  point ,  soit  qu'il  trompe  et  se  trompe . 
Cette  expression  de  q  donne 

i—  q  =  p(i  —  r)  -f-  (i  —  p).r. 

En  effet ,  la  probabilité  1  —  q  qu'il  n'énonce  pas  la  vérité ,  est  la 
probabilité  qu'il  ne  trompe  point  et  se  trompe,  plus  la  probabilité 
qu'il  trompe  et  ne  se  trompe  point.  L'expression  précédente  de  la 
probabilité  que  le  fait  attesté  est  faux ,  devient  ainsi 

(,_<,).(„_.,) 
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Si  le  nombre  n  —  1  des  boules  noires  est  très-grand  ;  cette  pro- 
babilité devient ,  à  très-peu  prés ,  égale  à  l'unité  ou  à  la  certitude , 
pour  peu  que  l'erreur  ou  le  mensonge  du  témoin  soient  probables. 
Alors  le  fait  qu'il  atteste,  devient  extraordinaire.  Ainsi  J'on  voit  com- 
ment les  faits  extraordinaires  affaiblissent  la  croyance  due  aux 
témoins  ;  le  mensonge  ou  l'erreur  devenant  d'autant  plus  vraisem- 
blable ,  que  le  fait  attesté  est  plus  extraordinaire  en  lui-même. 

46.  Considérons  présentement  deux  urnes  A  et  B,  dont  la  pre- 
mière contienne  un  grand  nombre  n  de  boules  blanches  ;  et  la 
seconde ,  le  mémo  nombre  de  boules  noires.  On  tire  de  l'une  de 
ces  urnes ,  une  boule  que  l'on  remet  dans  l'autre  urne  ;  ensuite  on 
tire  une  boule  de  cette  dernière  urne.  Un  témoin  du  premier  tirage , 
atteste  qu'une  boule  blanche  est  sortie  :  un  témoin  du  second  tirage , 
atteste  pareillement  qu'il  a  vu  extraire  une  boule  blanche.  Chacun 
de  ces  témoignage»,  considéré  isolément,  n'offre  rien  d'invraisem- 
blable. Mais  la  conséquence  qui  résulte  do  leur  ensemble ,  est  que 
la  même  boule  sortie  au  premier  tirage,  a  reparu  au  second  ;  ce  qui 
est  un  phénomène  d'autant  plus  extraordinaire,  que  n  est  un  plus 
grand  nombre.  Voyons  comment  la  valeur  de  ces  témoignages,  en 
est  affaiblie. 

Nommons  q  la  probabilité  que  le  premier  témoin  énonce  la 
vérité.  On  voit  par  le  numéro  précédent,  que  dans  le  cas  présent, 
cette  probabilité  se  compose  de  la  probabilité  que  le  témoin  ne 
trompe  point  et  ne  se  trompe  point,  ajoutée  à  la  probabilité  qu'il 
trompe  et  se  trompe  à  la  fois  ;  car  le  témoin ,  dans  ces  deux  cas , 
énonce  la  vérité.  Soit  q'  la  même  probabilité  relative  au  second 
témoin.  On  peut  former  ces  quatre  hypothèses  :  ou  le  premier  et  le 
second  témoin  disent  la  vérité  ;  ou  le  premier  dit  la  vérité ,  le  second 
ne  la  disant  point  ;  ou  le  second  témoin  dit  la  vérité ,  le  premier 
ne  la  disant  point  ;  ou  enfin  aucun  des  deux  ne  dit  la  vérité.  Dé- 
terminons à  priori ,  dans  chacune  de  ces  hypothèses ,  la  proba- 
bilité de  l'événement  observé. 

Cet  événement  est  l'annonce  de  la  sortie  d'une  boule  blanche  à 
chaque  tirage.  La  probabilité  qu'une  boule  blanche  est  sortie  au 
premier  tirage,  est  £ ,  puisque  la  boule  extraite  peut  être  également 
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sortie  de  l'urne  A  ou  de  l'urne  B.  Dans  le  cas  où  elle  a  été  extrait 
de  l'urne  A ,  et  mise  dans  l'urne  B,  n  -h  1  boules  sont  contenue 
dans  cette  dernière  urne  ;  et  la  probabilité  d'en  extraire  la  bou* 

blanche  est  — î—  ;  le  produit  de  -  par  — ^—  est  donc  la  probable 

n  -j-  1  a  r      n  -f-  1  * 

à  priori ,  de  l'extraction  d'une  boule  blanche ,  dans  les  deux  tira» 
consécutifs.  En  la  multipliant  par  la  probabilité  qq'  que  les  deu 
témoins  disent  la  vérité  ;  on  aura 


pour  la  probabilité  de  l'événement  observe,  dans  la  première;; 
pothése. 

Dans  la  seconde  hypothèse ,  la  boule  a  été  extraite  de  l'orne  J 
et  mise  dans  l'urne  B  :  la  probabilité  de  cette  extraction  est;' 
plus,  puisque  le  second  témoin  ne  dit  pas  la  vérité,  une  boulet 
a  été  extraite  de  l'urne  B,  et  la  probabilité  de  cette  extracuW 

En  multipliant  donc  f  par  ^77,  et  le  produit  par  la  1 

babilité  q.(i  —  q')>  que  le  premier  témoin  dit  la  vérité,  taudis 
le  second  ne  la  dit  pas,  on  aura 

pour  la  probabilité  de*  l'événement  observé  ,  dans  la  second 
pothèse. 

Dans  la  troisième  hypothèse ,  une  boule  noire  a  été  extrait? 
l'urne  B,  et  mise  dans  l'urne  A  :  la  probabilité  de  cette  extracû1 
est  7.  De  plus,  une  boule  blanche  a  été  ensuite  extraite  de  l'urne  - 

et  la  probabilité  de  cette  extraction  est  en  multipliant  & 

ï  par  ^77*  et  le  produit  par  la  probabilité  (1—  q)>q\W* 

second  témoin  dit  la  vérité ,  tandis  que  le  premier  ne  la  M  P3*' 
on  aura 

(1  —  q).q'.n 
a.(n+i) 

pour  la  probabilité  relative  à  la  troisième  hypothèse, 
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Enfin ,  dans  la  quatrième  hypothèse ,  une  boule  noire  a  d'abord 
été  extraite  de  l'urne  2?,  et  la  probabilité  de  cette  extraction  est  f. 
Ensuite  cette  boule  noire  mise  dans  l'urne  4. ,  en  a  été  extraite  au 

second  tirage ,  et  la  probabilité  de  cette  extraction  est  -  ,  —  ;  en 

multipliant  donc  le  produit  de  ces  deux  probabilités ,  par  la  pro- 
babilité (  1  —  q)  .  (î  —  q')  qu'aucun  des  témoins  ne  dit  la  vérité, 
on  aura 

a.(n-r-i) 

pour  la  probabilité  relative  à  la  quatrième  hypothèse. 

Maintenant  la  probabilité  du  fait  qui  résulte  de  l'ensemble  des 
deux  témoignages,  savoir,  qu'une  boule  blanche  extraite  au  pre- 
mier tirage  a  reparu  au  second  tirage ,  est  visiblement  égale  à  la 
probabilité  relative  à  la  première  hypothèse ,  divisée  par  la  somme 
des  probabilités  relatives  aux  quatre  hypothèses  j  celte  probabilité 
est  donc 

 T_Sl  , 

Le  phénomène  de  la  réapparition  d'une  boule  blanche  au  second 
tirage,  devient  d'autant  plus  extraordinaire ,  que  le  nombre  n  des 
boules  de  chaque  urne  est  plus  considérable  ;  et  alors  la  probabilité 
précédente  devient  très-petite.  On  voit  donc  que  la  probabilité  du 
lait  résultant  de  l'ensemble  des  témoignages  est  extrêmement  aflài- 
blie,  lorsqu'il  est  extraordinaire. 

* 

47.  Considérons  les  témoignages  simultanés  :  supposons  deux 
témoins  d'accord  sur  un  fait,  et  déterminons  sa  probabilité.  Pour 
fixer  les  idées ,  supposons  que  le  fait  soit  l'extraction  du  n'  i ,  d'une 
urne  qui  en  renferme  le  nombre  n  ;  ensorte  que  l'événement  ob- 
servé soit  l'accord  de  deux  témoins  du  tirage,  à  énoncer  la  sortio 
du  n"  i.  Nommons  p  et  p'  leurs  véracités  respectives  ;  et  supposons, 
pour  simplifier,  qu'ils  ne  se  trompent  point.  Cela  posé ,  on  ne  peut 
former  que  ces  deux  hypothèses.  Les  témoins  disent  la  vérité  :  les 
témoins  trompent. 

Daus  la  première  hypothèse,  le  n°  i  est  sorti ,  et  la  probabilité  de 

58 
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cet  événement  est    En  la  multipliant  par  le  produit  des  véracité 

p  et  p'  des  témoins  ;  on  aura  ^  pour  la  probabilité  de  1  événement 

observé ,  dans  cette  hypothèse. 
Dans  la  seconde ,  le  n*  i  n'est  pas  sorti ,  et  la  probabilité  de  cet 

événement  est        :  mais  les  deux  témoins  s'accordent  à  choisir 

n 

le  n*  i  parmi  les  n  —  1  numéros  non  sortis.  Or  le  nombre  des 
combinaisons  différentes  qui  peuvent  résulter  de  leur  choix  est 
(  n  —  i  )* ,  et  dans  ce  nombre ,  ils  doivent  choisir  celle  où  le  n'  » 
est  combiné  avec  lui-même;  la  probabilité  de  ce  choix,  est  donc 

(n~i)''  ^n  'a  mull,pl'ant  Par  I*1  probabilité  précédente  , et 
par  les  produits  des  probabilités  i—  p  et  i  —  que  les  témoin» 
trompent j  on  aura  jlizg^1  ~P>  p0Ur  la  probabilité  de  l'évéue- 


n.n 


ment  observé ,  dans  la  seconde  hypothèse. 

Maintenant,  on  aura  la  probabilité  de  la  sortie  du  n*  /,  en  divi- 
sant la  probabilité  relative  à  la  première  hypothèse ,  par  la  somme 
des  probabilités  relatives  aux  deux  hypothèses  j  on  aura  donc  pour 
cette  probabilité, 


si  n  =  s ,  alors  la  sortie  du  n*  i  est  aussi  probable  que  sa  non 
sortie  ;  et  la  probabilité  de  sa  sortie ,  résultante  de  l'accord  des  té- 
moignages, est 




C'est  généralement  la  probabilité  d'un  fait  attesté  par  deux  témoins, 
lorsque  l'existence  du  fait  est  aussi  probable  que  sa  non  existence. 
Si  les  deux  témoins  sont  également  véridiques,  ce  qui  donne  p'~b 
cette  probabilité  devient 

y 

En  général,  si  un  nombre  r  de  témoins  également  véridiques, a» 
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l'existence  d'un  fait  de  ce  genre  ;  sa  probabilité  résultante  des 
témoignages  sera 

 fL  

Mais  cette  formule  n'est  applicable  qu'au  cas  où  Fexistence  du  fiait 
et  sa  non  existence  sont  en  elles-mêmes,  également  probables. 

Si  le  nombre  n  des  numéros  de  l'urne  est  très-grand,  la  formule 
(o)  devient  à  très-peu  près  l'unité  ;  et  par  conséquent  la  sortie  du 
n'  i  est  extrêmement  probable.  Cela  tient  à  ce  qu'il  est  très-peu 
vraisemblable  que  les  témoins  voulant  tromper ,  s'accordent  à  énon- 
cer le  môme  numéro ,  lorsque  Furne  en  contient  uu  grand  nombre. 
Le  simple  bon  sens  indique  ce  résultat  du  calcul  ;  mais  on  voit  en 
même  temps  que  la  probabilité  de  la  sortie  du  n*  i  est  beaucoup 
diminuée ,  si  les  deux  témoins  cherchant  à  tromper ,  ont  pu 
s'entendre. 

Supposons  maintenant  que  le  premier  témoin  affirme  la  sortie 
du  n*  i ,  et  que  le  second  témoin  affirme  la  sortie  du  n*  i'.  On  peut 
former  alors  les  trois  hypothèses  suivantes.  Le  premier  témoin 
dit  la  vérité  et  le  second  trompe.  Dans  ce  cas,  le  n*  i  est  sorti,  et 

la  probabilité  de  cet  événement  est  K  De  plus ,  le  second  témoin 

qui  trompe ,  doit  choisir  parmi  les  autres  numéros  non  sortis ,  le 

n*  i\  et  la  probabilité  de  ce  choix  est        Le  produit  de  ces  deux 

probabilités ,  par  le  produit  des  probabilités  p  et  i  —  j/>  que  le 

premier  témoin  ne  trompe  pas  et  que  le  second  trompe ,  sera  la 

probabilité  de  l'événement  observé ,  ou  de  renonciation  de  la  sortie 

des  n«  i  et  **',  dans  cette  hypothèse  j  probabilité  qui  est  ainsi 

p-O-p') 
— . 

n.n—  i 

Dans  la  seconde  hypothèse ,  le  premier  témoin  trompe ,  et  le 
second  ne  trompe  pas.  Alors  le  n°  i'  est  sorti  ;  et  la  probabilité  de 

cet  événement  est     De  plus,  le  premier  témoin  choisit  le  n»  i  sur 
les  n  —  i  numéros  non  sortis ,  et  la  probabilité  de  ce  choix  est 
En  multipliant  le  produit  de  ces  deux  probabilités ,  par  le 
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produit  des  probabilités  1  — p  et  p\  que  le  premier  témoin  trompe 

et  que  le  second  ne  trompe  pas ,  on  aura  iLz^IÙJr-. 

Enfin,  dans  la  troisième  hypothèse,  les  deux  témoins  trompent 
à  la  fois.  Alors  aucun  des  deux  numéros  i  et  i!  n'est  sorti.  La 

probabilité  de  cet  événement  est  ——■  De  plus ,  le  premier  témoin 

doit  choisir  le  n*  z,  et  le  second  doit  choisir  le  n*  i',  parmi  les 
71  —  i  numéros  non  sortis ,  et  la  probabilité  de  cet  événement 

composé  est  ^n^_l  y  En  multipliant  le  produit  de  ces  deux  pro- 
babilités, par  le  produit  des  probabilités  i  —  p  *t  *  — p'  qoe  •« 
premier  et  le  second  témoin  trompent  j  on  aura 
pour  la  probabilité  de  l'événement  observé,  dans  cette  hypothèse. 

Maintenant,  on  aura  la  probabilité  de  la  sortie  du  n*  /',  en 
divisant  la  probabilité  relative  à  la  première  hypothèse,  parla 
somme  des  probabilités  relatives  aux  trois  hypothèses  ;  la  probabi- 
lité de  cette  sortie  est  donc 


,.^.(.-p).(-^ 

1 

SÏ3^=  a ,  c'est-à-dire  si  l'existence  de  chaque  fait  attesté  par  les 
deux  témoins  est,  à  priori,  aussi  probable  que  sa  non  existence; 
alors  la  probabilité  précédente  devient  £  ,  lorsque  p  =  p'\  ce  qui 
est  visible  d'ailleurs ,  les  deux  témoignages  se  détruisant  récipro- 
quement. En  général ,  si  un  fait  de  ce  genre  est  attesté  par  r  témoins, 
et  nié  par  f  témoins,  tous  également  véridiquesj  Û  est  facile  de 
voir  que  sa  probabilité  sera 

c'est-à-dire ,  la  même  que  si  le  fait  était  attesté  par  r  — .  r7  témoins. 

48.  Considérons  présentement  une  chaîne  traditionnelle  de  r 
témoins ,  et  supposons  que  le  fait  transmis  soit  la  sortie  du  n'  ' 
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d'une  urne  qui  renferme  n  numéros.  Désignons  par  y,  sa  proba- 
bilité. L'addition  d'un  nouveau  témoin  changera  celte  probabilité 
enj%+, ,  probabilité  qui  sera  formée ,  i*.  du  produit  de  y,  par  la  véra- 
cité du  nouveau  témoin,  véracité  que  nous  désignerons  par 
a°.  du  produit  de  la  probabilité  1 — pr+,  que  ce  nouveau  témoin 
trompe  ,  par  la  probabilité  1  — y,  que  le  témoin  précédent  n'a  pas 

dit  la  vérité,  et  par  la  probabilité  ——^  que  le  nouveau  témoin 

choisira  le  numéro  sorti ,  dans  le  nombre  des  n  —  1  numéros 
autres  que  celui  qui  lui  a  été  indiqué  par  le  témoin  précédent  j  on 
aura  donc 

y,+>  =     .yr  4-  ^ .  (1  — /w.  ) .  (  1  —  y,  )  j 

équation  dont  l'intégrale  est 

1      c  Qy.— Q.(iy.-Q  (*/>,-«) 

J*      »  ^  (  n  —  1  y  9 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer,  on  obser- 
vera que  la  probabilité  du  fuit ,  d'après  le  premier  témoignage ,  est , 
par  ce  qui  précède,  égale  à  pt  j  on  a  donc  yt  ==p,  5  ce  qui  donne 

C=^~-;  partant 

v  1   ,   (»—  »  )   Oy.— O-Oy.—  0  («Pr-i) 

^'"P      ~-  ol-iy   * 

Si  n  est  infini ,  on  a 

7r  =  pt.p*  Pr 

Si  n  =  a  ,  c'est-à-dirCffc  l'existence  du  fait  est  aussi  probable  que 
sa  non  existence  5  on  a 

y,  =  7  H-  i  •  (  a/> .  —  1  ) .  (  ap.  —  1  )  •  •  •  •  (a/v- 1  ) . 
En  général,  à  mesure  que  la  chaîne  traditionnelle  se  prolonge, 
y,  approche  indéfiniment  de  sa  limite  x-  ,  limite  qui  est  la  probabi- 
lité à  priori  t  de  la  sortie  du  n°  i.  Le  terme  ~^"'("^Er")  •  e*c' 
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l'expression  de  y, ,  est  donc  ce  que  la  chaîne  des  témoins  ajoute 
à  celte  probabilité.  On  voit  ainsi  comment  la  probabilité  s'affaiblit 
à  mesure  que  la  tradition  se  prolonge.  A  la  vérité,  les  monumens, 
l'imprimerie  et  d'autres  causes  peuvent  diminuer  cet  effet  iné- 
vitable du  temps  ;  mais  ils  ne  peuvent  jamais  entièrement  le 
détruire. 

Si  Ton  a  deux  chaînes  traditionnelles,  chacune  de  r  témoins; 
si  l'on  suppose  les  témoins  de  ces  chaînes,  également  véridiques , 
et  si  le  dernier  témoin  de  l'une  des  chaînes,  s'accorde  avec  le 
dernier  de  Fautre  ,  à  affirmer  la  sortie  du  n*  *  ;  on  aura  la  pro- 
babilité de  cette  sortie ,  en  substituant  y,  pour  p  et  //,  dans  la 
formule  (o)  du  n»  précédent,  qui  devient  par  là, 

y' 


4g.  Considérons  deux  témoins  dont  p  et  p'  soient  les  véracités 
respectives.  On  sait  que  tous  deux ,  ou  du  moins  l'un  d'eux ,  sans 
être  contredit  par  l'autre  qui ,  dans  ce  cas ,  n'a  point  prononcé , 
affirment  que  le  n'  i  est  sorti  d'une  urne  qui  en  renferme  le  nombre 
n.  En  supposant  toujours  qu'on  n'a  extrait  qu'un  seul  numéro,  on 
demande  la  probabilité  de  la  sortje  du  n*  i. 

Soient  r  et  r'  les  probabilités  respectives  que  les  témoins 
prononcent.  On  ne  peut  faire  ici  que  les  quatre  hypothèses  sui- 
vantes :  i°.  les  deux  témoins  prononcent  et  disent  la  vérité  ;  a*,  les  • 
deux  témoins  prononcent  et  trompent  ;  3*.  l'un  des  témoins  pro- 
nonce et  dit  la  vérité,  et  l'autre  témoin  ne  prononce  pas;  4°.  l'un 
des  témoins  prononce  et  trompe ,  et  l'autre  ne  prononce  point. 

Dans  la  première  hypothèse,  le  n#  i  est  sorti,  et  la  probabilité 

de  cet  événement  est  II  faut  la  multiplier  par  le  produit  des  pro- 
babilités r  et  r*  que  les  deux  témoins  ont  prononcé,  et  par  le 
produit  des  probabilités  p  et  p'  qu'ils  disent  la  vérité  ;  on  aura  ainsi 

pf/.r/ 


pour  la  probabilité  de  l'événement  observé ,  dans  cette  hypothèse. 
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Dans  la  seconde,  le  n*  i  n'est  pas  sorti,  et  la  probabilité  de 

cet  événement  est  "~  '.  Mais  ai  les  deux  témoins  trompent  sans 
s'entendre ,  la  probabilité  qu'ils  s'accorderont  à  énoncer  le  même 
n"  '»  est  (n  L  Ay  11  faut  muWpwer  Ie  produit  de  ces  probabilités 
par  la  probabilité  rr'  que  les  deux  témoins  prononcent  à  la  fois , 
et  par  la  probabilité  (  1  —/>).( 1  —  p')  qu'Us  trompent  tous  deux. 
On  aura  ainsi 

(i-jQ.(i— p').r/ 
n.n — i 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé  dans  la  seconde  hy- 
pothèse. 

Dans  la  troisième ,  le  n'  i  est  sorti ,  et  la  probabilité  de  cet 

événement  est  i.  Il  faut  la  multiplier  parla  probabilité  pr.(i—  r*) 

H-pV.(i — r),  que  l'un  des  témoins  prononce  en  disant  la  vérité, 
tandis  que  l'autre  témoin  ne  prononce  point.  On  aura  ainsi 

pr.Q  -/)-t-pY.(,-  r) 
n 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé  dans  celte  hypothèse. 
Enfin,  dans  la  quatrième,  le  n*  i  n'est  pas  sorti,  et  la  probabilité 

de  cet  événement  est^^^j  mais  le  témoin  qui  trompe,  doit  le 

choisir  dans  les  n  —  i  numéros  non  sortis,  et  la  probabilité  de  te 

choix  est  n      .  Il  faut  multiplier  le  produit  de  ces  probabilités  par 

la  probabilité  (i—  p).r.{\  —  r')-f-(i — p').r'.\\  —  r)  que  l'un 
des  témoins  prononçant ,  trompe ,  tandis  que  l'autre  témoin  ne  pro- 
nonce point.  On  a  ainsi 

(,-p),r.(i  -Q-K,-p')./,(,-r) 

n 

pour  la  probabilité  correspondante  à  la  quatrième  hypothèse. 

Maintenant  on  aura  la  probabilité  de  la  sortie  du  n*  /,  en  divi- 
sant la  somme  des  probabilités  relatives  à  la  première  et  à  la 
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troisième  hypothèse ,  par  la  somme  des  probabilités  relatives  à  toutes 

les  hypothèses  ;  ce  qui  donne  pour  cette  probabilité 

pp'.r/  +pr.(i-r')+p'.ï.(i-r) 

Ces  exemples  indiquent  suffisamment  la  méthode  d'assujétir  au 
calcul  des  probabilités ,  les  témoignages. 

5o.  On  peut  assimiler  le  jugement  d'un  tribunal  qui  prononce 
entre  deux  opinions  contradictoires ,  au  résultat  des  témoignages 
de  plusieurs  témoins  de  l'extraction  d'un  numéro  d'une  urne  qui 
ne  contient  que  deux  numéros.  En  exprimant  par  p  la  probabilité 
que  le  juge  prononce  la  vérité  ;  la  probabilité  de  la  bonté  d'un 
jugement  rendu  à  l'unanimité  sera,  par  ce  qui  précède, 

p'  +  O  -/>)" 

r  étant  le  nombre  des  juges.  On  peut  déterminer  p  par  l'observa- 
tion du  rapport  des  jugemens  rendus  à  l'unanimité  par  le  tribunal , 
au  nombre  total  des  jugemens.  Lorsque  ce  nombre  est  très-grand; 
en  le  désignant  par  n ,  et  par  i  le  nombre  des  jugemens  rendus  à 
l'unanimité  ;  on  aura  à  fort  peu  près 

la  résolution  de  cette  équation  donnera  la  véracité  p  des  juges. 
Cette  équation  se  réduit  à  un  degré  de  moitié  moindre ,  en  faisant 
p  =  1  -f-  \/u.  Elle  devient  alors 

(i  +  v/ily-Mx-v^)'^; 

équation  qui  développée  est  du  degré  r-,  ou  ~-^->  suivant  que  r  est 
pair  ou  impair. 

La  probabilité  de  la  bonté  d'un  nouveau  jugement  rendu  à  l'una- 
nimité ;  sera 

Si 
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Si  l'on  suppose  le  tribunal  formé  de  trois  juges ,  on  aura 

Nous  adopterons  le  signe  -f-;  car  il  est  naturel  de  supposer  à  chaque 
juge ,  une  plus  grande  probabilité  pour  la  vérité  que  pour  l'erreur. 
Si  la  moitié  des  jugemens  rendus  par  le  tribunal,  a  été  rendue  à 

l'unanimité;  alors  -  =  f ,  et  l'on  trouve  p= 0,769.  La  probabilité 

d'un  nouveau  jugement  rendu  à  l'unanimité,  sera  0,981.  Si  ce 
jugement  n'est  rendu  qu'à  la  pluralité ,  sa  probabilité  sera  p  ou 
0,789. 

En  général ,  on  voit  que  la  probabilité  1  —  " .  (1  —  p  )'  de  la 

bonté  d'un  nouveau  jugement  rendu  à  l'unanimité ,  est  d'autant 
plus  grande,  que  r  est  un  plus  grand  nombre  ,  et  que  les  valeurs 

de  p  et  de  £  sont  plus  grandes ,  ce  qui  dépend  des  lumières  des 

juges.  Il  y  a  donc  un  grand  avantage  à  former  des  tribunaux  d'appel, 
composés  d'un  grand  nombre  de  juges  choisis  parmi  les  personnes 
les  plu»  éclairées. 


ADDITIONS. 
I. 

Nous  avons  intégré  par  une  approximation  très-convergente, 
dans  le  n#  34  du  premier  livre,  l'équation  aux  différences  finies , 

• 

Il  est  facile  de  conclure  de  notre  analyse ,  l'expression  du  rapport 
de  la  circonférence  au  rajon ,  en  produits»  infinis ,  donnée  par 
Wallis.  En  eftet ,  cette  analyse  nous  a  conduits  dans  le  numéro 
cité  ,  à  l'expression  générale 

) •  (»' +/»+*)■ . . .  (n'-h)  —  /uW-vH-.  êu . (,_u.y»-H«—  »  ^  ' 

les  intégrales  étant  prises  depuis  u=o  jusqu'à  u=  i.  En  faisant 

d'abord  /i/==o,«=T,/*=i,et  observant  que  fda .  (  i  — m  *)•=  ~>k  7 
*  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon  ;  on  aura 

4  3.5  as — i 

*  _  4.6. .  ..as.fdu.Ci—  ' 

En  supposant  donc  généralement 

fJu.o-wy  —  ^ 

on  aura 

4     3.5.. .  .a*— i  3.5  Â7+7 

ce  qui  donne 

Si  l'on  fait  ensuite  dans  la  formule  (a)  ,    =  —    72  =  0  et  jt*=i , 
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elle  donne   

3.5. . . .as — i 

s  a. 4.  ...as — a 

d'où  Ton  tire 

  2^ 

fi-*  —  aT+TV'î 

équation  qui  coïncide  avec  la  précédente  entre  yt-i  et  yt+i; 
en  y  changeant  s  dans  $-+-7;  ensorte  que  cette  équation  a  lieu, 
s  étant  entier,  ou  égal  à  un  entier  plus 

Les  deux  expressions  de  y,-,  et  de  -  donnent 


4  3.3    5.5  *s — i.as — t      —  i . 

~~  ■  .  •    .   S  ••••••  '  •  J 

*      a. 4  4-b  a*— a.sw      y,— 1 

les  équations  aux  différences  en  y,  et  yt  _  1  donnent 


y*  —  \      aj.fli-f-a    %  a*. a.» +a  *  as -f-a.a.i-J-4  y*+i 


=  etc. 


Le  rapport  -  est  plus  grand  que  l'unité  :  il  diminue  sans  cesse  ,• 

y$ — 1 

à  mesure  que  s  augmente j  et  dans  le  cas  de  s  infini,  il  devient 
l'unité.  En  effet ,  ce  rapport  est  égal  à 


■'0—7 


S   I 


Or  l'élément  du.(i — u*)'~l  est  plus  grand  que  l'élément*/*/ .(1 — 

1 

ou  du.(i — u*)'"1 .  (1 — u')1  ;  l'intégrale  du  numérateur  de  la  fraction 

précédente  surpasse  donc  celle  du  dénominateur  ;  cette  fraction 

est  donc  plus  grande  que  l'unité.  Lorsque  s  est  infini ,  ces  intégrales 

n'ont  de  valeur  sensible  que  lorsque  u  est  infiniment  petit  j  car  u 

étant  fini,  le  facteur  (1  —  u*)'-1  devient  une  fraction  ayant  un 

j 

exposant  infiniment  grand;  on  peut  donc  alors  supposer  (1— tt*)*=i, 
ce  qui  rend  le  rapport  -^—^  égal  à  l'unité. 

y» — 1 
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Ce  rapport  est  égal  au  produit  d'une  suite  infinie  de  fractions 

dont  la  première  est  ,  et  dont  les  autres  s'en  déduisent , 

1  as.  as  a 

en  augmentant  successivement  s  d'une  unité ,  il  devient  — — , 


en  y  changeant  s  dans  $4-7,  et  la  fraction   as  +  l  devient 

ai  .as  ■+-  a 

•— — — » 


a;  -f-  a 


aj  -f-  i.aj  +  3 


;  -or  on  a  ,  quel  que  soit  s  , 


a*  .  as     »       a*  -(-  î  .a*  -f-  3 
oû  a  donc  cette  inégalité 

y—À>  y* 


y.-i  v,_i 
En  y  changeant  s  en  s —  i»  on  aura 

y,-*  y—k 
y—l^y,-*' 

Ces  deux  inégalités  donnent 

y>-\  ^  » /_vi  ^  fc  /y— 

y*-i 

y  V,_  • 

Substituant  au  Ueu  des  rapports  —  et  - — leurs  valeurs  données 

y* — i  y  s — i 

par  les  équations  aux  différences  en  y, ,  on  aura 


y.- 

y 

on  aura  donc 


4     3.3   5.5  ™  —  i   as  —  i      /    ;  r 

*>TÂ'-Ç* I7=ï.as   '  V  lH"o7 
4     3.3   5.5  aj—  î  .  aj  —  î    .  /  î 


(A). 
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WaïKs  publia  en  1657 ,  dans  son  Arythmetica  infini torum  ,  ce 
beau  théorème,  l'un  des  plus  curieux  de  l'analyse,  par  lui-même ,  et 
par  la  manière  dont  l'inventeur  y  est  parvenu.  Sa  méthode  renfer- 
mant les  principes  de  la  théorie  des  intégrales  définies ,  que  les 
géomètres  ont  spécialement  cultivée  dans  ces  derniers  temps  ;  je 
pense  qu'ils  enverront  avec  plaisir,  une  exposition  succincte ,  dans 
le  langage  actuel  de  l'analyse. 
Wallis  considère  la  suite  des  fractions  dont  le  terme  général  est 

 — —  ,  n  et  s  étant  des  nombres  entiers,  en  commençant 

par  zéro.  Eu  développant  le  binôme  renfermé  sous  le  signe  inté- 
gral ,  et  intégrant  chaque  terme  du  développement,  il  obtient  pour 
une  même  valeur  de  n ,  les  valeurs  numériques  de  la  fraction 
précédente,  correspondantes  às  =  o,  5=1,  j  =  a,  etc.j  ce  qui 
lui  donne  une  série  horizontale  dont  s  est  l'indice.  En  supposant 
successivement  n  =  o ,  n  =  1 >  n  =  a ,  etc. ,  il  a  autant  de  séries 
horizontales.  Par  là  il  forme  mie  table  à  double  entrée ,  dont  s  est 
l'indice  horizontal ,  et  71  l'indice  vertical. 

Dans  cette  table ,  les  séries  horizontales  et  verticales  sont  les 
mêmes  ;  ensorte  qu'en  désignant  par  y.t ,  le  terme  correspondant 
aux  indices  n  et  * ,  on  a  cette  équation  fondamentale, 

Wallis  observe  ensuite  que  la  première  série  est  l'unité  ;  que  la 
seconde  est  formée  des  nombres  naturels  ;  que  la  troisième  est 
formée  des  nombres  triangulaires,  et  ainsi  de  suite;  de  manière 
que  le  terme  général  y,,,  de  la  série  horizontale  correspondante 
à  n  est  • 

s  -\-  1  .  s  -f-  3  s  -+■  n 

i.a.3  n  7 

cette  fraction  étant  égale  à 

n  -f-  1  .n  -f-  a  s  -f-  n 

i.fl.3  j  T 


on  voit  clairement  que/.,,  est  égale  à  7,,;, 
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Maintenant  si  l'on  parvenait  à  interpoler  dans  la  table  précé- 
dente, le  terme  correspondant  à  n  et  s  égaux  à  on  aurait  le 
rapport  du  carré  du  diamètre  à  la  surface  du  cercle  ;  car  le  terme 

dont  il  s'agit  est  l-  r ,  ou  i  Wallis  cherche  donc  à  faire 

/<£r.(i  —  x*)a  w 
cette  interpolation.  Elle  est  facile  dans  le  cas  où  l'un  des  deux 
nombres  n  et  s  est  un  nombre  entier.  Ainsi  en  faisant  succes- 
sivement «  égal  à  un  nombre  entier  moins  r,  dans  la  fonction 

s  +   s  +  n   y  obtient  tous  les  termes  des  suites  hori- 

i.a.3  n  7 

zontales,  correspondans  aux  valeurs  de  s  ,  —  7,  |,  etc  ;  «t  en 
faisant  n  égal  à  un  nombre  entier  moins  i  >  dans  la  fonction 

""^  "T? n  +  J>  11  obtient  tous  les  termes  des  suites  verti- 

I .3 .0.  . . .  s 

cales ,  correspondans  aux  valeurs  de  n ,  —  { ,  1 ,  etc.  Mais  la 
difficulté  consiste  à  trouver  les  termes  correspondans  à  n  et  s  égaux 
tous  deux ,  à  des  nombres  entiers  moins  4. 

Wallis  observe  pour  cela  que  l'équation 


_  s  4-  I     -H  a  s  H-  n 

1.0.3  » 

donne 

J  ,f  -f-  '  J  -f-  n  —  1 

y*-      —  i.a.5....n 

et  qu'ainsi  l'on  a 


ensorte  que  chaque  terme  d'une  série  horizontale  est  égal  au  pré- 
cédent, multiplié  par  la  fraction  ^-y-2;  d'où  il  suit  que  tous  les 

*awmna  «l'nrw»  ft»n"p  hrkri*nnt»fp  .  à  nftrtir  i\e.  .ç  =  — .  i     x  rrmunnnt 


sont  les  produits  de  ^„t. ,  par  les  fractions  '^~y  ,  etc. 
Il  suppose  que  les  même  lois  subsistent  dans  le  cas  de  n  fraction- 
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naire ,  et  égal  à  i  j  ensorte  que  l'on  a  tons  les  termes ,  à  partir 
de  j=  —  ±t  en  multipliant^       par  la  suite  des  fraction» 

***** 

7,  h  f ,  etc.  En  désignant  donc  par  □  le  terme  correspondant  à 
B=ictj=i,  terme  qui,  comme  on  l'a  vu,  est  égal  à  4,  on  a 

ce  qui  donne  "  * 

y  i  _  i  ■—  »•  •  □ . 

A  partir  de^  ^  ou  de  l'unité ,  il  obtient  les  termes  successifs  de 
[a  série,  corrc«pondans  à  s  entier,  en  multipliant  successivement 
lun.tç,  par  les  fractions  |,  r,etc.  Il  forme  ainsi  la  série  hori- 
zontale suivante  qui  correspond  à  „  =  ±,  et  à  s  successivement 
égal  a     T , o ,  j ,  1 ,  f ,  etc. 

ï-O,  i,  □,  S,  î.q,  H>  3-f-Q,  ele;  (i) 
série  qui  représente  celle-ci, 

 !   ..  ' 

i«r.(«-*r*  '  /^C—*-)"  ^Z^I'  etC' 
La  série  (/)  donne  généralement,  s  étant  un  nombre  entier, 

X       =i.|  ^1- 

d'où  l'on  tire 


Waffis  considère  ensuite  que  dans  la  série  («),  le  rapport  de 
chaque  terme  à  celui  qui  le  précède  d'une  unité,  est  plus  grand 
que  I  unité,  et  diminue  sans  cesse  ;  ensorte  que  Ton  a 
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Cela  résulte  en  effet  de  l'équation 


Il  suppose  que  cela  a  également  lieu  pour  tous  les  termes  con- 
sécutifs de  la  série  ;  ensortc  que  Ton  a  les  deux  inégalités 

yï.-n' 

d'où  il  tire,  comme  on  Ta  feit  ci-dessus , 

par  là ,  il  change  la  formule  (B)  dans  la  formule  (A). 

Cette  manière  de  procéder  par  voie  d'induction,  dut  paraître, 
et  parut  en  cflèt ,  extraordinaire  aux  géomètres  accoutumes  à  U 
rigueur  des  anciens.  Aussi  voyons  -nous  que  de  grands  géomètres 
contemporains  de  Wallis ,  en  furent  peu  satisfaits  jet  Fermât,  dans 
sa  correspondance  avec  Digby ,  fit  des  objections  peu  dignes  de 
lui ,  contre  cette  méthode  qu'il  n'avait  pas  suffisamment  approfon- 
die. Elle  doit  être,  sans  doute,  employée  avec  une  circonspection 
extrême  :  Wallis  dit  lui-même ,  en  répondant  à  Fermât ,  que  c'est 
ainsi  qu'il  s'en  est  servi  ;  et  pour  en  confirmer  l'exactitude ,  il 
l'appuie  sur  un  calcul  par  lequel  milord  Brouncker  avait  trouvé , 
par  le  moyen  de  la  formule  (A),  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  compris  entre  les  limites 

5,  i4i59  a6535  69, 
3,  i4i5g  a6536  96, 

Umites  qui  coïncident  dans  les  dix  premiers  chiffres ,  avec  ce  rapport 
que  l'on  a  porté  au-delà  de  cent  décimales.  Nonobstant  ces  confir- 
mations ,  il  est  toujours  utile  de  démontrer  en  rigueur ,  ce  que  l'on 
obtient  par  ces  moyens  d'invention.  WaUis  observe  que  les  anciens 
en  avaient,  sans  doute,  de  semblables  qu'ils  n'ont  point  fait  con- 
naître ,  se  contentant  de  donner  leurs  résultats  appuyés  de  démons- 
trations 
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trations  synthétiques.  Il  regrette  avec  raison ,  qu'ils  nous  aient  celé 
leurs  moyens  d'y  parvenir;  et  il  dit  à  Fermât ,  qu'on  doit  lui  savoir 
gré  de  ne  les  avoir  pas  imités  ,  et  de  n'avoir  pas  détruit  le  pont 
après  avoir  passé  le  fleuve.  Il  est  digne  de  remarque  que  Newton 
qui  avait  profité  de  cette  méthode  d'induction  de  Wallis  et  de  ses 
résultats ,  pour  découvrir  son  théorème  du  binôme  ,  ait  mérité  les 
reproches  que  Wallis  fait  aux  anciens  géomètres ,  en  cachant  les 
moyens  qui  l'avaient  conduit  à  ses  découvertes. 
Reprenons  la  formule  (B)  de  Wallis.  Si  l'on  suppose 


"     '  =  u, , 

yi.—i 


cette  formule  donnera 


as  —  1 

=====  -U,f 

us  —  a. « 


ou 


O  =  2S.2S—2.(U,—  U,_,)  +  U,.  (/) 

Soit 

u,  =  jf*  -f-  -7-  -4-   ,     L  -f-  —  —  =  -f-  etc.  i 

et  considérons  ce  que  produit  daas  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (  /  ) ,  le  terme 

*-f- 1  *  +  »■ 

En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme  dans  un  on  aura 


j.î  |  î.j  +  â  *4"r 


le  terme  aj.a*— a. («,—  «,_,)  de  l'équation  (/)  devient  ainsi, 

— 4r.^r>.f  — 1 
*  4-  »  *  +  r* 

OU 

*  +  1  j-|-r  — 1      J-f-i  J  +  r' 

60 
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Le  terme  de  u,  dépendant  de  A?+*\  produira  des  termes 
blables,  et  ainsi  des  autres.  En  comparant  donc  dans  l'é< 

tion  (/)  les  termes  qui  ont  le  même  dénominateur  s+\...&+-ri  on 
aura 

o  =  4r.7Tï-^0— 4.(r-f-  ■>+„/<'>, 
ce  qui  donne 

"       ~~     *.<r+i)  * 

Il  est  visible ,  par  ce  qui  précède ,  que  u,  se  réduit  à  l'unité,  lorsque 
s  est  infini ,  ce  qui  donne  ^*}=  1.  De  là ,  on  tire 

t*      ,           iV3l          ,            i».3\5»  ,    ,  yt^i 

2/  —  j  j    ______  ,  i  ,  _  _____________   i   i  ç tc  — —        »  . 

^.j+i  T  f  i.sJ+I.j+a  4li.s.3^+i,7f"j.j4_T 

,  Le  rapport  du  terme  moyen  du  binôme  (14-1)",  au  binôme 
entier,  est  

j-f" 1  ■<  ~t~a  _ 

a"  »  1 . a . 3> . . . ■ s 

OU   

1 .3.5  as —  i 


a~4-6  

En  nommant  donc  T  ce  terme  moyen,  la  formule  (B)  donnera 


Ce  théorème  et  l'expression  précédente  de  u,  en  série,  sont  dus 
à  Stirling  ;  et  l'on  voit  comme  ils  se  rattachent  au  théorème  et  à 
l'analyse  de  "Wallis.  Cette  valeur  de  T*  peut  servir  à  déterminer 
par  approximation,  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre ,  ce 
qui  était'  l'objet  de  Wallis;  ou  ce  rapport  étant  supposé  connu, 
elle  donne  le  terme  moyen  du  binôme,  ce  qui  était  l'objet  de 
Stirling. 

II. 

L'expression  de  A".*'  donnée  par  la  formule  (/te')  du  n'  4o  du 
premier  livre,  a  été  conclue  de  l'expression  de  A\^,  en  changeant 
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dans  celle-ci,  ien  —i.  Ce  passage  du  positif  au  négatif,  est  ana- 
logue aux  inductions  que  Wallis  et  d'autres  géomètres  ont  si  heu- 
reusement employées.  Tous  ces  moyens  d'invention,  qui  tiennent 
à  la  généralité  de  l'analyse,  exigent  dans  leur  usage,  une  grande 
circonspection ,  et  il  est  toujours  bon  d'en  démontrer  directement 
les  résultats.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  relativement  à  la  for- 
mule (/£'). 

Considérons  l'intégrale 

J  (.— v^y4-'  ' 

prise  depuis  «ss-oo,  jusqu'à  «r  =  oe.  Cette  intégrale  est 
égale  à 

^C-Zl.S  V—  +  % .  fdr  c  +  constante. 

Cette  constante  est 

)ŒL  c — v~x 

i   •<,+•-.  i/^ry' 
«•«tant  supposé  infini.  En  la  réunissant  au  terme 

(l — ■■•  V/— ») 

dans  lequel  on  doit  pareillement  supposer  «•  infini ,  on  aura 
f     «*_(<««-). v/~)'-(i-f--.  V^)^ 

le  numérateur  de  cette  fraction  est  réel ,  ainsi  que  son  dénomina- 
teur; et  il  est  visible  qu'elle  devient  nulle,  en  y  faisant  <w  infini  j 
on  a  donc 

/'dw.c—'-  V^    _  as    rdw.  c-^V" 
De  là  il  est  facile  de  conclure  qu'en  faisant  t  ==  r  —  -,  r  étant 
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un  nombre  entier  positif,  on  aura 

Soit  as**"  =  <w',  et  faisons  oj  =  ç  j  nous  aurons 

les  intégrales  étant  prises  depuis  <v  et  •»•'  égaux  à  —  oo ,  jusqu'à 
et<a-'  égaux  à  -f-co.  Désignons  par  k  l'intégrale 

on  aura 

J  (9 


^•^^  -  rd'c^vZ- + constante- 

On  verra  comme  ci-dessus,  que  ce  dernier  membre  se  réduit 
au  terme  affecté  du  signe  intégral,  terme  qui  est  égal  à  —  k  j  on 
a  donc 


m 
n 


ce  qui  donne ,  en  intégrant  r 

*  =  A.cr*, 


H,    —   rt.fc  , 

A  étant  une  constante  arbitraire  indépendante  de  q.  II  est  visible 
que  cette  équation  suppose  q  positif  ;  car  en  faisant  q  infini  posi- 
tif ou  négatif,  k  est  infiniment  petit.  On  a  donc 

J  o-^.v^r'  ~~  iml=ri  
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Cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  pourvu  que 
as  soit  positif.  En  faisant  s  =  1 ,  et  changeant  a  dans  une  autre 
constante  a',  on  aura 

J  0— r*  i.i=r  

on  aura  donc 

dr.C     v  r  7 

(,_-.  v^rxy+* 

ce  qui  donne 


Pour  avoir  en  séries ,  les  intégrales  j  nous  supposerons 

nous  aurons  en  prenant  les  logarithmes, 

—a**.  v/r^H-Ti.log^i+^-Cc-**^"— 1)] 
—  (t-t-a).log.(i— V=ï)  =  — 

Déterminons  a,  de  manière  que  dans  le  développement  du  premier 
membre  de  cette  équation ,  la  première  puissance  de  disparaisse , 
et  supposons  ce  développement  égal  à 

— /.a'.**- /'.as.4r*~ etc.=s— t", 

nous  aurons  d'abord 

o  —  *  + 1    T,  j       n'c*  - 


474  ADDITIONS.  . 

ensuite 

*        aa»       a  *  c*—  i      â  '  \c* —  i)  ' 

etc. 

On  a  ensuite ,  par  le  retour  des  séries , 

on  a  donc ,  en  prenant  les  intégrales  depuis  tst  et  t  égaux  à  —  w , 
jusqu'à  t  et  «•  égaux  à  -f-  oo , 

Si  l'on  suppose  j  =  i ,  «==o,  et  si  l'on  change  a  en  «',  on  aura 

a'=ï-M,  /=î^pi)»  /,s=s3.(^+iV'  •^N.tf+O*'  etc* 
on  aura  donc 

■ 

De  là  il  est  aisé  de  conclure 

V—  "'c?^ 
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formule  qui  coïncide  avec  la  formule*  (p')  du  n*  4o  du  premier 
livre. 

Cette  formule  suppose  a  positif,  et  c'est  ce  qui  a  lieu ,  lorsque 
î-f-  1  surpasse  n.  En  effet,  si  dans  l'équation 

a  c'-~  t  » 

on  suppose  a  infiniment  petit,  le  second  membre  est  positif  et 

égal  à  1    *a~~  n  ;  ensuite  a  étant  positif  et  infini ,  ce  second  membre 

devient  négatif  et  égal  à  -—s  —  n;  il  y  a  donc  une  valeur  posi- 
tive de  a  qui  satisfait  à  cette  équation.  Mais  il  n'y  en  a  qu'une-; 

car  s'il  y  en  avait  deux,  la  fonction  i-^-i-  —  s  aurait  un 

a  c* — i 

maximum  entre  ces  deux  valeurs ,  on  aurait  donc  à  ce  maximum , 

ce  qui  ne  se  peut,  a  étant  positif  En  effet,  (C—  î  y  est  plus 
grand  que  a*.C,  ou  C—  î  >  a.<?-}  ce  qui  est  visible  ;  car  on  a 

2         -*-  a3 

on  a  donc 

n.c'    ^  n  ^  i :  -f-  \ 
(C—  0*      a'  ^    a»  * 

Ainsi  la  formule  (fi')  peut  être  employée,  tant  que  r'-f-i  sur- 
passe n  ;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  l'on  a  dit  dans  le  n*  4i 
du  premier  livre ,  d'après  la  considération  des  passages  du  réel 
à  l'imaginaire,  passages  que  l'analyse  précédente  confirme. 

III. 

La  formule  (p  )  du  n*  4a  du  premier  livre ,  est  fort  remarquable  : 
elle  peut  se  démontrer  de  la  manière  suivante,  qui  montre  distinc- 
tement la  raison  pour  laquelle  la  série  des  différences  doit  être 
arrêtée,  lorsque  la  quantité  sous  l'exposant  de  la  puissance,  de- 
vient négative. 
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Considérons  l'intégrale 

fx~  ?.  dx .  cos  (zx  —  jjf) .  (9-^)\ 
et  donnons-lui  cette  forme 

cos ï£  .fx-î  dx.cos zx. (îi^)" 
+  sin^./x-."^.8in«c.(^y, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini.  Supposons 
d'abord  n  pair  et  égal  à  ai;  on  aura  par  les  formules  connues, 


cos  nx—n.cQ8(n-2).x+?^~-.cos(n-Q  je— etc.) 

i    n.«— î.n— a  n — H-i  I 


a  *  ~        i.a.3. . . . .i 


le  signe  -f-  ayant  lieu ,  si  /  est  pair ,  et  le  signe  — ,  si  i  est 
impair,  En  multipliant  cette  équation  par  cos  zx,  on  aura 


a  (w)<  f  cos  (w=fc  z) .  y — n .  cos  {n— a  -4-z) .  x  =fc  etc.| 

a  i,a.o....t 

où  l'on  doit  observer  que  par  cos  (tz—  ar±z).x,  je  comprends 
la  somme  des  cosinus,  cos  (n~zr-\-z).x  et  cos  (tz—  ar— z).x, 
ar  étant  ici  égal  moindre  que  n  ou  ai.  Multiplions  le  second  membre 

m  • 

de  cette  équation  par  x'7 -dx ;  on  a  généralement 
fx"  n     .  dx  .cos  (n — ar=fcz)  .X 

cos  (n  —  8f±i).J 
^  I        (n  —  ar±:  z).»in(n  —  ar  ±z).x 
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(n—  ar  ±  z)".cot  (/i-?t±i).j  


—  etc. 


On  a  donc 


A  «.rfx.co3zx.(î^)"S 


(-.y 


co8  (n±z).x— tz.(cos(ti— a=fcz).x 


•  m 


(—  etc. 


5  ,.«.3....;  .COS(=b2X) 


^  f  (/z=fcz).sin(/i=fcz).x 

7  ^  v  /«,  m — \  *i— «-(»-a=fcz).8in(ji— aifcz).: 


 x3  .  j(7l=fcz)\C08(/2zfcz).X 

(-+=-i).(.+=-.);("+;-s)'l-ete-. 

I— etc. 

(n  ±  z)" .  cos  (ndzz).x 
1 — 7i.(/i— a=bz)\cos    — a=fcz).x 


a"V+— V''*  1-etc. 

i  .  n.n-,     .n+x-»  &.  cos(=fc 
^     a        i.3.o....t  x  ' 

4-  constante. 

Cette  constante  doit  être  déterminée  de  manière  que  le  second 

6i 
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membre  de  cette  équation  soit  nul,  lorsque  x  est  nul  :  t>r  on  a  , 
par  ce  qui  procède, 

cos(«  dbz).x— n .  cos  (n — a=fcz).#-f-  etc.= (— i)Va".  (sin  *)• .  cos  zx. 

En  diâerentiant  cette  équation  par  rapport  à  x,  on  a 

— [(fli:z).sin(/i=bz).x— n.{n—  a=fcz).sin(«  —  a=fcz).x-r»etc.] 

différentiant  encore ,  on  a 

—  [7i=fcz)*.cos(/ï=fcz).x — 3=bz)*.cos(/i — a=fcz).x+etc] 
et  ainsi  de  suite  :  or  on  a  aux  deux  limites  x  =  o  et  x  infini, 


m 

•  n  —  ■ 


k       "     .(sin  x)m.  coszjc  =  o, 

-"-«'"***  <f.C(siHj)".coigx] 

*         •  s  —  °> 

etc. 

On  a  donc,  en  intégrant  depuis  x  nul  jusqu'à  *  infini, 

m 


fx  "  .  dx.co8  zx . (^3^)  = 


*(•+  =  ->•■ 

(72=fcz)".COS («=h  Z).X 

n.{n— arfcz)*.cos(« — a=bz).x 
x/x  ".</*.^-|-etc. 

Maintenant  on  a,  en  faisant  («  —  ar=fc z).x  =  x', 

fx  "".<fx.(/z  — 2rd=z)".  cos(«  — ard=z).x 
=  («  —  a^±z)',~,","  ".fdx'.x'~'".cosx'. 
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On  a  de  plus,  comme  nous  le  démontrerons  ci-aprèr, 

fyT  n .  dxf .  cos  x'  =  kf .  sin  ^ , 

un 

m 

/^«.^sinx'^tf.cos^, 

Ml 

k'  étant  égal  à  ft  n  .dt.cr*,  l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul 
jusqu'à  t  infini.  Cela  posé ,  on  aura 


A  .sin.  


fx  ».dx.coszx.(a^)  =—  ,   ,  fln  

(n+  z)n~,+^ — n .  (n  +  z — a)"""*  5" 


i    n.n—  1  . .  .  .  n— t+f  m 
X\=fc3-       i.a.3....t  ,Z 

(rt— z)  —  7i.(/i— z— a)        »4- etc. 


1  run — !.. .  .n — i-fi  /     _yt  — i-f-  — 
a         i.a.3  *      v  ' 

Il  est*  facile  de  voir  par  l'analyse  précédente,  que  si  «  —  z —  ar 

m 

est  négatif,  il  faut  changer  la  puissance  (ti  — -z  —  ar  )"""**  «dans 
(ar-f-z  —  n)n  '  »,  parce  que  l'on  a 

cos  («— z^ar).x  =  cos  (ar-f-z— n). x. 
On  trouvera  par  la  même  analyse , 
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KxJ  *■(»+;-)  I 

i(7i-f-z)".sin  (n-hz).x 
—  n  (n  -f-  z—  o)- . sin (rt-f-Z— 2)  .X 
-f-elc. 
— (/z  —  z)".  sin  (n  —  z).x 
+  71.(71 — z— a)". sin  (/i—z— 2). x 
—  etc. 


Or  on  a 


m 


fx  n  .  (/i=fcz—  2r )". t/x. sin ( 71  =fcz  —  *r).x 
=  (  7Î  =b  z  -  2r)"   ' +  « .  A' .  cos 
Si  (71  —  z  —  2r)  est  négatif,  on  a 

m 

/je   ".(72 — z — 2r)\f/x.sin(n  —  z  — ar).x 

m 

=  —  /*   "  .</x.(ar-Hz—  r)".sin(î2r-f-z— 7i).x 
==  — (ar+z  —  7i)',~',+  »./V.cos  — : 
De  là  on  tire 

m 

cos — .fx  n  .tfx.coszx.f — ) 

an  J  \  x  / 

m 

,  mie     r  — ,  /s  111 X  \" 

4- sin  —  .fx  n  .  dx.sw  zxA  —  ) 


h'. un. —  .[(n+2)  n.<ft+*-ï.a)       "H  —  .(n-fz— 4)  -««•. 

»  1.»   . 


•  •        ■ . 

la  série  étant  continuée  jusqu'à  ce  que  dans  la  puissance 

(71  H- z —  àT7)""*  "j  la  quantité  7Z-f-z —  27-'  devienne  négative. 
27^  pouvant  ici  s'étendre  jusqu'à  272.  En  effet ,  il  est  visible  que 
dans  les  expressions  des  deux  termes  du  premier  membre  de 
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l'équation  (  *  ) ,  les  termes  relatifs  à  la  puissance  (n  -»-  *  —  ar)"  '  » , 
sont  les  mêmes .  et  s'ajoutent.  Les  termes  relatif  à  la  puissance 

(71 — z —  ar)  n  ,  sont  les  mêmes  et  de  signes  contraires, 
tant  que  n — z — ar  est  positif;  mais  ils  ont  le  même  signe,  lors- 
que n  —  z  —  ar  est  négatif  ;  et  la  puissance  précédente  doit,  par 

ce  qui  précède ,  être  changée  dans  (ar-f  -  z— •  n)*  '  n .  La  somme 
des  termes  relatifs  à  cette  puissance  est 


,      .    n.n—  1 . . .  .n— r-f-i  ,    .  sn— i-t — 

(""^-  TT^  ;       •  (*+ar—n) 

i.a.o....r  1.    .  tnw 

  .A.sin  — -, 

or  ce  terme  se  rencontre  dans  la  série  du  second  membre  de 
l'équation  (  i  ).  Cette  série  contient  le  terme 


m 


t  .a 


.S7. 


.  f     ,  rn        \  m 


.if.sin-, 


7i  +  z  —  ar7  étant  supposé  positif.  Si  l'on  fait  tz  —  ar/=ar—  « 
ce  qui  donne  fz=n  —  r,  ce  terme  devient  égal  au  précédent  j  car 
alors  on  a  (—  1  )"  =  (—  1  )',  et 

n.n — 1 . .  ..n — /-{-t    n.n — 1 . . .  .n — r-f-i 

1.3.3.../        "  1 .3.3. . .r  ' 

La  formule  (T)  du  n°  a4  du  premier  livre ,  donne 

-±-St'-ldt.c-.fV-'dt.c-  =  .  ,*  -  » , 

r—iJ  sm  (r —  i).sr  ' 

les  intégrales  étant  prises  depuis  *nul  jusqu'à  î  infini.  Si  l'on  suppose 
r  — 1  =  -,  on  aura 


'  -  '  .  m» 

Jm  
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Ce  que  nous  avons  nommé  k  dans  la  formule  (p)  du  n*  4a  du 
premier  livre,  est  égal  à  fP+m-,dt.<r,n1  et  il  est  facile  de  voir 
que  les  intégrales  étant  prises  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini,  on  a. 


on  a  donc 


ft-'+~  dt.c1'  =  frdt.c—. 


n.k.k'  =  ^- 


m 

—  .jr 


sin  — 
n 


En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (  i  )  par  "  _fl  , 
et  substituant  dans  le  second  membre  ainsi  multiplié ,  au  lieu  de 

m 

— .«■ 

nkk'  sa  valeur  n     ,  on*  aura  la  formuIe*(p)  citée. 


mit 

aia  

n 


La  même  analyse  s'applique  au  cas  où  n  est  un  nombre  impair. 
Elle  montre  distinctement  la  raison  pour  laquelle  la  série  des  diffé- 
rences doit  s'arrêter,  lorsque  la  quantité  élevée  à  la  puissance 

n  —  1  -t-  ^  devient  négative.  ■ 

Il  nous  reste  maintenant  à  démontrer  les  formules 

fx~^  dx' .cos  x1  =  #.sin~, 

fx'ï  dx'.  sin  x'  =  A'.cos  — . 
Pour  cela ,  considérons  l'intégrale  définie 

f  éL£l.(cos  rx  —         sin  rx) , 

J  x" 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini  ;  <w  étant 
moindre  que  l'unité.  En  la  développant  par  les  expressions  connues 
de  cos  rx  et  de  sin  rx,  en  séries,  elle  devient 

1      j.a       i.a.3.4  f 
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Or  on  a  généralement,  en  prenant  l'intégrale  depuis  x  nul  jusqu'à 
X  infini , 

fx<-.dx.c-"  =  M-j >•  •  :  -Or»  .fâ-~. 
En  faisant  ensuite  ax  =  f,  on  a 

l'intégrale  relative  à  £  étant  prise  depuis  £  nul  jusqu'à  2  infini ,  et 
k  étant  supposé  exprimer  l'intégrale  ft-~.dt.c-*,  prise  dans  ces 
limites.  On  aura  ainsi 

fx*dx.c-"^-^-jl- ■  >-y. 
d'où  l'on  tire 

f  ***  c~" .  (cos  rx  —         •  «in  rx) 

f       0->)  (»-^)   £  0— )-(a— Q.(3— )(4— )  r« 
=    y      l1  «Tâ   rà".3.7  ^  ^ 

.«  l-V^T.CC- >^-(-)  .^)  <3-')^^] 

Si  l'on  fait  £  =  $ ,  le  second  membre  de  celte  équation  deyient 



«'-.(i+jY^)1-' 
Soit  A  un  angle  dont  s  soit  la  tangente ,  on  aura 

sin  A  =  ,-L —  ,    cos  A  =  -—A,—  , 

ce  qui  donne   

cos  ^/  —  V—  1  .siA^/  =    ,    "V — , 

1+4.  v — * 

d'où  l'on  tire ,  par  le  théorème  connu , 

La  tangente  $  est  non-seulement  la  tangente  de  l'angle  A ,  mais 
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encore  celle  da  même  angle  augmente  d'an  multiple  quelconque 
de  la  demi-circonférence  ;  mais  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion devant  se  réduire  à  l'unité ,  lorsque  s  est  nul ,  U  est  clair  que 
l'on  doit  prendre  pour  A ,  le  plus  petit  des  angles  qui  ont  s  pour 
tangente. 

Maintenant ,  cette  équation  donne ,  en  y  restituant  T-  au  lies 
de  s, 

 £   K 

X  [cos(i  —  et). A— v^T.sinCi— •»)]: 

on  a  donc 

— .(cos  rx— y— ï.sinrx) 

=  —  .[cos  (1  — f»).A^y/ —  i.sin(i  —  <ê).A\ 

(<»•+  n~ 

En  comparant  séparément  les  quantités  réelles  et  les  imagi- 
naires ,  on  a 

 —  =   —  cos  (l   U).A  y 

X  •   

 —  =  j_.8in(i-.  »)A. 

Si  a  est  nul ,  r-  est  infini ,  et  le  plus  petit  angle  dont  il  est  la  tan- 
gente ,  est  |  j  on  a  donc 

/dx.cotrx         k'      .  mnt 
 =  - — .  S1H  —  , 

/dx.sio  rx  k'  
 =  .  COS  — . 
x-           r'—  a 

En  supposant  r  =  1  et  «  ss  ^,  on  aura*  les  équations  qu'il  s'agis- 
sait de  démontrer. 

FIN. 
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celle  d'une  suite  dont  le  terme  général  est  donné  par  une  équation  linéaire  aux 
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Théorèmes  sur  le  développement  des  fonctions  et  de  leurs  différences  ,  en  sé- 
ries  page  3g 

On  déduit  du  calcul  des  fonctions  génératrices ,  les  formules 
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'A',  y  s  dans  celle-ci, 


On  parvient  i  ces  formules , 


^  =  [log(.+A.^)]', 
f\y..dx*=  [  log  (  l  +  A .  y,)}"-. 
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u  étant  une  fonction  de  deux  \ariables  /  et  t',  et  yI<x>  étant  le  coefficient  de t 
dans,  le  développement  de  cette  fonction  ;  u  est  fonction  génératrice  de  yI%  z,. 

Si  l'on  multiplie  u  par  une  fonction  s  de  y  et  p ,  le  coefficient  de  Pt'**  dans  le 

développement  de  ce  produit,  sera  une  fonction  de  yx,xi,  y*+t,  *>>  y*,s>+\i  rte-'» 
en  la  désignant  par  v.yx>xt,  us'  sera  la  fonctiou  génératrice  de  v'-yx, 
  n"  ia  ,  page  5o 

De  t  interpolation  des  suites  à  deux  variables  ,  et  de  l'intégration  des  équations 
linéaires  aux  différences  partielles   paga  5a 

Formule  générale  de  l'interpolation  des  suites  dont  la  dernière  ra '■»""'  des  ternies 
celle  d'une  aérir  dont  le  terme  général  »'«*           P;tr  "ne  équation  linéaire  aux 
différences  partielle*,  à  coetticiens  constans   n*  i5,  page  5a 

La  formule  a'arrète  ,  lorsque  la  raison  des  tenues  est  celle  d'une  série  semblable  , 
et  alors  elle  donne  l'intégrale  des  équations  linéaires  aux  différences  finies  par- 
tielle», dont  les  coefRciens  sont  constans.  Cette  intégrale  suppose  que  l'on  con- 
naît, on  que  l'on  peut  déduire  des  conditions  du  problème  ,  n  valeurs  arbitraires 
de  yx,  xr ,  en  donnant ,  par  exemple  à  x ,  les  n  valeurs  o,  t,a....n  —  î, 
.t'  étant  d'ailleurs  quelconque.  Expression  très-simple  de  ys,i/  .  lorsque  ces 
fonctions  arbitraires  en  x~'  sont  données  par  des  équations  linéaires  aux  diffé- 
rences ,  à  coefliciens  constans   n°  14,  page  56 

Expression  générale  de  yIt  %!  sous  la  forme  d'intégrale  définie  ;  remarque  irapor- 
tante  sur  le  nombre  de-,  fonctions  arbitraires  que  renferme  l'intégrale  des  équa- 
tions à  différences  partielles  ,   n°  i5  ,  page  58 

Examen  de  quelques  cas  qui  échappent  à  la  formule  générale  d'intégration  ,  donnée 
dans  ce  qui  précède-,  dans  ce  cas  ,  les  caractéristiques  des  différences  unies,  que 
renferment  les  intégrales  ,  ont  pour  exposans  ,  les  indices  variables  des  équations 
aux  différences  partielles  n°  16,  page  6a 

Intégration  de  l'équation 

o  =  A" .  yti  x,  +  fj .  A—  /A .  yx,t,  +  A .  A— .  'A' .  yx,xl  +  etc. , 


A  se  rapportant  à  la  variabilité  de  x  dont  l'unité  est  la  différence ,  et  'A  se 
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Rapportant  à  la  variabilité  de  x'  dont  m  est  la  différence.  On  en  déduit  l'inté- 
grale de  l'équation  aux  différences  partielles  infiniment  petites  et  Unies  ,  que 
l'on  obtient  en  changeant  dans  la  précédente  ,  m  en  dj/,  et  la  caractéristique 
'A  en  ri   n°  17,  page  fe'5 

Tlieorèmes  sur  le  développement  en  séries  ,  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables  Pagc  67 

Ce»  théorèmes  sont  analogues  à  ceux  qui  ont  été  donnés  précédemment ,  sur  lea 
fonctions  à  nne  seule  variable ,  et  l'on  y  retrouve  l'analogie  observée  entre  les 
puissances  positives  et  les  différences ,  et  entre  les  puissances  négatives  et  les  inté- 
grales  n°  1 8 ,  page  67 

Considérations  sur  Us  passages  du  Jini  à  F  infiniment  petit   page  70 

La  considération  de  ces  passades  est  très-propre  à  éclaircir  les  points  les  plu» 
délicats  du  calcul  infinitésimal.  Elle  montre  avec  évidence  ,  que  les  quantités 
négligées  dans  ce  calcul,  notent  rien  .à  sa  rigueur.  En  l'appliquant  au  pro- 
blème des  cordes  vibrantes  ,  elle  prouve  la  possibilité  d'introduire  des  fonc- 
tions arbitraires  discontinues  dans  les  intégrales  des  équations  aux  différence» 
partielles  limo.  ..f  infiniment  petites  ,  et  elle  donne  les  conditions  de  cette  dis- 
continuité    n"  iq  ,  page  70 

Considérations  générales  sur  Us  fonctions  génératrices   page  80 

Trouver  la  fonction  génératrice  d'une  quantité  donnée  par  une  équation  linéaire 
aux  différences  finies  ,  dont  les  coefliciens  sont  les  fonctions  rationnelles  et 
entières  de  l'indice   n"  ao,  page  80 

E.\pressiona  des  intégrales  de  ces  éqnations,  en  intégrales  définies.  Les  fonctions 
sous  le  signe  intégral  /,  sont  de  la  même  nature  que  les  fonctions  génératrices 
des  quantités  données  par  ces  équations.  Ainsi  tous  les  théorèmes  déduits  pré- 
cédt  mment  de  l'analogie  des  puissances  et  des  différences  ,  s'appliquent  à  ces 
intégrales.  Leur  principal  avantage  est  de  fournir  une  approximation  aussi  com- 
mode que  convergente ,  de  ces  quantités  ,  lorsque  leur  indice  est  un  très-grand 
nombre.  (Jette  méthode  d'approximation  acquiert  une  grande  extension  par  les 
passages  dn  positif  au  négatif ,  et  du  réel  à  l'imaginaire ,  passages  dont  j'ai  donné 
les  premières  traces  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  1782.  Il 
parait  par  les  ouvrages  posthumes  d'Euler,  que  vers  le  même  tenis,  ce  grand 
géomètre  a'occupait  du  même  objet   n°  21  ,  page  85 


>ogie 
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SECONDE  PARTIE. 

Hiéorie  des  approximations  des  formules  qui  sont  fonctions  de 
grands  nombres  page  88 

CHAP.  I.  De  l'intégration  par  approximation  des  différentielles 
qui  renferment  des  facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances. 
 >  page  88 

Expression  en  série  convergente  ,  de  leur  intégrale  prise  entre  deux  limites  données: 
la  série  cesse  d'être  convergente  près  du  maximum  de  la  fonction  soin  le  *ipie 

intégral   n*  aa  f  page  88 

Expression  en  série  convergente ,  de  l'intégrale  dans  ce  dernier  cas  ,  n*  a5,  page  91 
Ce  que  devient  cette  série ,  lorsque  l'intégrale  est  prise  entre  deux  limites  qui  rendent 
nulle  la  fonction  sous  le  signe  intégral.  Sa  valeur  dépend  alors  d'intégrales  de 
la  forme  ftdt.c—i'  ,  et  prises  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini.  On.  établit  ca 
théorème . 

n*fl'-*dt,c— f.  ff-'dt.c— f  =■ 


sin 


w  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité.  On  en  déduit  ce  résultat 

remarquable ,  

~~fdt.c—t*  =     }/v  n"  a4,  page  91 

Ce  denier  résolut  donne  par  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire , 

1/7  «r. 

/djf.cosrr.e—  «•*•  r=-^-.c 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini.  Méthode  directe  qui  con- 
duit à  cette  équation ,  et  de  laquelle  on  tire  la  valeur  de  l'intégrale ,  lors- 
que la  quantité  sous  le  signe  /  est  multipliée  par  x"  :  valeur  de  l'intégrale 

fx**-1  dx.s'w  rx.tr-*'**  n*  a5,  page  9$ 

On  parvient  aux  formules 

/dx.coa  rx  _    f*xdx .  sin  rx 
i+x*  ="-^> 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  =;  —  00  jusqu'à  x  ^  -f"  00  ;  et  l'on  en  dédu:t 

les  intégrales  Ç       dx.°?9  rx  .  prises  dans  les  mêmes  limites.  N  étant  une 

  J   A  sui  l__  

fonction  rationnelle  et  entière  de  x,  d'un  degré  supérieur  à  AT,  et  n'ayant  pas 
de  facteur  réel  du  premier  de^ré   n"  a6 ,  pa^e  $3 
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■Expression  de  l'intégrale  fdt.ç—t'  pri^e  entre  des  limitej  données  ,  soit  en  séries  , 
'soit  en  fraction  cmiiiniic  n*  37,  page  lot 

Approximation  des  double,  triple,  etc.  intégrales  do  différentielles  multipliées 
par  des  facteurs  élevés  à  de  hautes  puissances.  Formulas  en  séries  conver- 
gentes ,  pour  intégrer  dans  de»  limites  données ,  la  double  intégrale  ffydxdx, 
y  étant  une  fonction  de  x~  et  de  x'.  l-'-xamen  du  cas  où  l'intégrale  est  prise 
très -près  du  maximum  de  y.  Expression  de  l'intégrale  en  séries  conver- 
gentes  :   n"  u8  ,  page  io4 

CH  AP.  II.  De  l'intégration  par  approximation,  des  équations  linéaire» 
aux  différences  finies  et  infiniment  petites  page  110 

Intégration  de  l'équation  aux  différences  finies 

S  =  A. y,  +  B.à.y,  +  C.A'.y,  -f-  etc., 

A  ,  B ,  C ,  etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  s.  Si  la  variable  y, 
est  exprimée  par  l'intégrale  définie  fxJ$dx ,  ou  parcelle-ci  fc~'sçdjc ,  ç  étant 
fonction  de  x;  on  a  par  les  formules  du  chapitre  précédent,  la  valeur  de  y,  en 
séries  très-convergentes  ,  lorsque  l'indice  s  est  un  grand  nombre.  Pour  déterminer 
p ,  un  anVutitue  pour  y,  son  expression  en  intégrale  définie ,  dans  l'équation  aux 
différence*,  en  y, ,  qui  r»-racc  ,-ri  faux  autres  ,  dont  l'une  est  une  équation 
différentielle  en  ç,  qui  sert  à  déterminer  cette  lm.onnuu  -,  l'antre  équation  donne 
les  limites  de  l'intégrale  définie   n«  33  t  page  uo 

Intégration  d'un  nombre  quelconque  d'équations  linéaires  à  un  seul  indice,  et  ayant 
un  dernier  terme  ;  les  coefficient  de  ces  équation;»  étant  des  fonctions  rationnelles 
et  entières  de  cet  indice.  Cette  méthode  peut  être  étendue  aux  équations  linéaires 
à  différences  ou  infiniment  petites,  ou  en  partie  finies,  et  eu  partie  infiniment 
petites   n*  5o ,  page  u6 

La  principale  difficulté  de  cette  analyse  ,  consiste  à  intégrer  l'équation  différentielle 
en  ? ,  qui  n'est  intégrable  généralement ,  que  dans  le  cas  où  l'indice  s  n'est  qu'à 
la  première  puissance  dans  l'équation  aux  différences  en  y,,  qui  alors  est  de 
la  forme  o  —  V-\-s.T,  f  et  T  étant  des  fonctions  linéaires  de  y,  et  de  ses 
différences  soit  finies,  soit  infiniment  petites.  Intégrale  de  cette  dernière  équa- 
tion ,  par  une  série  très-convergente,  lorsque  s  est  un  grand  nombre.  Remarque 
importante  sur  l'étendue  de  cette  série  ,  qui  est  indépendante  des  limites  dû 
l'intégrale  définie  par  laquelle  y,  est  exprimé,  et  qui  subsiste  dans  le  cas  rué'me 
où  l'équation  aux  limites  n'a  que  dfs  racines  imaginaires.  Lorsque  dans  l'éqïïâ^ 
tion  en  ,  s  surpasse  le  premier  degré;  on  peut  quelquefois  la  décomposer 
en  plusieurs  équations  qui  ne  renferment  que  la  première,  puissance  de  s.  On 
peut  encore  dans  plusieurs  cas  ,  intégrer  par  une  approximation  très-conver^ente  , 
l'équation  différentielle  en    n'  5i  ,  page  130 

Intégration  de  l'équation 

o  =  F+  s.T+  /.R, 
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y,  T,  R  étant  des  fonctions  quelconques  linéaires  de  y,,  „ ,  et  de  ses  différences 
ordinaires  et  partielles,  finies  et  infiniment  petites   n*  3a,  page  ia3 

CHAP.  III.  Application  des  méthodes  précédentes ,  à  l'approxima- 
tion de  diverses  fonctions  de  très-grands  nombres  page  ia6 

De  r  approximation  des  produits  composés  d'un  grand  nombre  de  facteurs  ,  et 
des  termes  des  polynômes  élevés  à  de  grandes  puissances   page  ia6 

L'intégrale  de  l'équation  o  =  (*+  t  )._y,  —  y,_, ,  approchée  par  les  méthodes 
da  chapitre  précédent ,  et  comparée  à  son  intégrale  finie  ,  donne  par  une  série 

trèa-cenvergente ,  le  produit  0.+  i  ).  (^4.  3  )  s.  En  faisant  *  négatif,  et 

passant  du  positif  au  négatif,  et  du  réel  à  rimaginajre;  on  parvient  à  cette 
remarquable 

.ar.(— î)»   *  fdx.c— 


la  première  intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini ,  et  la  dernière 
intégrale  étant  prise  entre  les  limites  imaginaires  de  x,  qui  rendent  miH»  1* 


r. 

fonction  — —  ;  ce  qui  donne  un  moyen  facile  d'avoir  l'intégrale  f  — —  7 

prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini.  Cette  équation  donne  encore  la  valeur  des 

,     /""  dtr .  cos  w     f  w.dw .  sinv  «  .  .  .  „  .  _ 

intégrales J  -j-qj^j-»  J  — t  ^<rn  pnse  depuis  w  nul  jusqu  a  *  infini.  Oa 

trouve  ^  pour  ces  intégrales  ;  leur  accord  avec  les  résultats  du  n°  a6,  prouve 

la  justesse  de  ces  passages  du  positif  au  négatif ,  et  du  réel  à  l'imaginaire  :  ces 
divers  résultats  ont  été  donnés  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  , 

pour  l'année  178a   n"  33,  page  ia6 

Intégrale  approchée  de  l'équation  o  =  (a'-f-  Vs). y,+, —  (a  -f-  bs).y,,  d'où  l'on 
tire  par  une  série  simple  et  très-convergente ,  le  terme  moyen  ou  indépendant 

de  a,  du  binôme  (a  +   n»  34,  page  i?5 

Méthode  générale  pour  avoir  par  une  série  convergente ,  le  terme  moyen  ou  indépen- 
dant de  a,  dans  le  développement  du  polynôme  a-"«T-a-n"4",-r-a— ,H"'....-f-an-'-f-a" 
élevé  à  une  très-haute  puissance   n°  55,  page  i38 

Expressions  en  série  convergente ,  du  coefficient  de  tr^  ',  dans  le  développement 
de  cette  puissance ,  et  de  la  somme  de  ces  coefficiens ,  depuis  celui  de  a~'  jusqu'à 
celui  de  a'   n*  36  ,  page  146* 

Intégration  par  approximation ,  de  l'équation  aux  différences p'=s .  y,+{s — i)_yJ4.,. 
On  en  déduit  l'expression  de  la.  somme  des  termes  de  la  puissance  très-élcvée 


j  cos 
dx  .  x 


Digitized  by  Google 
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d'un  binôme  ,  en  arrêtant  son  développement  à  un  terme  quelconque  fort  éloigné 
du  premier   n*  37  ,  page  i49 


De  l approximation  des  différences  infiniment  petites  etjinies  très-élevées  des 
fonctions   page  i5i 

Approximation  des  différences  infiniment  petites  très-élevées  des  puissances  d'un 
polynôme.  Expression  très-approchée  de  la  différentielle  très-élevée  d'un  angle , 
prise  par  rapport  à  son  sinus  n*  38,  page  i5i 

Expressions  en  intégrales  définies,  des  différences  finies  et  infiniment. petites  f 
de  y, ,  lorsqu'on  est  parvenu  à  lui  donner  l'une  ou  l'autre  des  formes  Jx'çdx , 
fc-"çdx   n*  39,  page  i56 

Approximation  en  séries  très-convergente»  de  n étant  un  grand  nombre.  On 

en  déduit ,  au  moyen  des  passages  du  positif  au  négatif,  et  du  réel  à  l'ima- 
ginaire, l'approximation  de  ù.m.s'.  La  convergence  de  la  série  exige  que  i  surpasse. 

b,  et  que  la  différence  i  —  n  ne  soit  pas  fort  petite  par  rapport  i  *  + 

Expression  en  série  de  ùï.s*,  dans  ce  dernier  cas   n»  4o,  page  i$7 

ExpressiouA.  U  différence  A".*',  lorsque  i  est  plus  petit  que  n....  n°  41,  page  16» 
Expression  de  la  somme  des  mu».  Ae.  b'.s1,  en  arrêtant  son  développement  au 
terme  dans  lequel  la  quantité  élevée  à  la  puissance  1,  commence  à  devenir  néga- 
tive. Approximation  en  série  très-convergente  ,  de  la  fonction 

1.3 

dans  laquelle  on  rejette  les  termes  où  la  quantité  élevée  à  la  puissance 
»±/  est  négative,  /  étant  un  nombre  entier  peu  considérable  par  rapport 

à  n  n*  43  »  page  1 65 

Extension  des  méthodes  précédentes  aux  différences  finies  très-élevées  de  la  forme 
AV(*-f-p)'-(*  +  pT.('+p')"-«*c   n°  43,  page  171 

Remarque  sur  la  convergence  des  séries  n°  44»  P*6e  '74 

livre  n. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  PROBABILITÉS. 

CHAP.  I.  Principes  généraux  de  cette  théorie  page  177 

Définition  de  la  probabilité.  Sa  mesure  est  le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables, 

à  celui  de  tous  les  cas  possibles. 
La  probabilité  d'un  événement  composé  de  deux  événement  simples ,  est  le  pro- 

63 
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doit  de  la  probabilité  d'un  de  ces  évémman» ,  par  la  probabilité  que  cet  évéW' 
meut  étant  arrivé  ,  l'autre  événement  aura  lieu. 

La  probabilité  d'un  événement  futur  ,  tirée  d'un  événement  observé ,  est  le  quotient 
de  la  division  de  la  probabilité  de  l'événement  composé  de  ces  deux  événement , 
et  déterminée  à  priori,  par  la  probabilité  de  l'événement  observé,  déterminée 
pareillement  à  priori. 

Si  un  événement  observé  peut  résulter  de  n  causes  différentes  ,  leurs  probabilité* 
sont  respectivement ,  comme  les  probabilités  de  l'événement ,  tirées  de  leur 
existence  ;  et  la  probabilité  de  ebacune  d'elles ,  est  une  fraction  dont  le  numéra- 
teur est  la  probabilité  de  l'événement  dans  l'hypothèse  de  l'existence  de  1» 
cause  ,  et  dont  le  dénominateur  est  la  somme  des  probabilités*  semblables  , 
relatives  à  tontes  les  causes.  Si  ces  diverses  causes  considérées  à  priori,  sont 
inégalement  probables  ;  il  faut,  au  lieu  de  la  probabilité  de  l'événement,  résul- 
tante de  chaque  cause  ,  employer  le  produit  de  cette  probabilité  par  celle  de 
la  cause  elfe-méme* 

La  probabilité  d'an  événement  futur ,  est  la  somme  des  produits  de  la  probabilité 
de  chaque  cause  ,  tirée  de  l'événement  observé,  par  1»  probabilité  que  cette 
cause  existant ,  l'événement  futur  aura  lieu. 

De  l'influence  que  doit  avoir  sur  les  résultats  du  calcul  des  probabilités  ,  la  **»tT<D~ 
rence  inconnue  qui  peut  exister  entre  des  événemens  simrtl'>"T"c  i  on  suppose  égale 
ment  possibles.  Cette  différent»  «- g—cme  ia  probabilité  des  événemens  composé» 
de  la  répétition  d'un  mtec  événement   n°  i  ,  page  177 

Des  espérances  mathématique  et  morale.  La  première  est  (e  produit  du  bien 
espéré  par  la  probabilité  de  l'obtenir  :  la  seconde  dépend  de  la  valeur  relative 
du  bien  espéré.  La  règle  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple ,  pour  apprécier  cette 
valeur ,  consiste  à  supposer  la  valeur  relative  d'one  somme  infiniment  petite ,  en 
raison  directe  de  sa  valeur  absolue ,  et  en  raison  inverse  du  bien  total  de  la  per- 
sonne intéressée  n»  a,  page  187 

CHAP.  II.  De  la  probabilité  des  événemens  composés  d'événement 
simples  dont  les  possibilités  respectives  sont  données      page  189 

Expression  do  nombre  de  combinaisons  de  n  lettres  prises  r  à  r,  lorsqu'on  a  égard 
on  non,  à  leur  situation  respective.  Application  aux  loteries. .. .  n*  3,  page  189 

Une  loterie  étant  composée  de  n  numéros  dont  r  sortent  à  chaque  tirage ,  on 
demande  la  probabilité  qu'après  i  tirages,  tous  les  numéros  seront  sortis. 
Solution  générale  du  problème.  Expression  très-simple  et  très-approchée  de  la 
probabilité ,  lorsque  n  et  i  sont  de  grands  nombres.  Application  au  cas  où 
n  —  10000  ,  et  r  r=  1 .  11  y  a  dans  ce  cas  ,  un  peu  moins  d'un  contre  un  à 
parier  que  tous  les  numéros  sortiront  dans  95767  tirages ,  et  un  peu  plus  d'un 
contre  un  à  parier  qu'ils  sortiront  dans  95768  tirage».  Dans  le  cas  de  la  loterie 
de  France,  où  n  =  90  et  r =5  ,  il  y  a  un  peu  moins  d'un  contre  un  à  parier , 
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que  ton  la  numéros  sortiront  dans  85  tirages,  et  un  peu  plus  à  parier  qu'flj 
sortiront  dans  86  tirages  n*  4,  page  191 

L'ne  urne  étant  supposée  renfermer  le  nombre  x  de  boules  ,  on  en  tire  une  partie 
ou  la  totalité  ;  et  ton  demande  la  probabilité  que  le  nombre  des  boules  extraites 
sera  pair.  Solution  do  problème.  Il  y  a  de  l'avantage  à  parier  pour  on  nombre 
impair   n*  5 ,  page  aot 

Expression  de  la  probabilité  d'amener  x  boni  es  Manche»  ,  jf  boules  noires , 
x*  boule»  rouges  ,  etc.  ,  en  tirant  une  boule  de  chacune  des  ornes  dont  le  nombre 
est  x-^-x*  -f-  x'-f-etc. ,  et  qui  renferment  chacune  p  boules  blanches ,  o  boule* 
noires  ,  r  boules  rouges ,  etc  n*  6  ,  pape  ao5 

Déterminer  la  probabilité  de  tirer  ainsi  des  urnes  précédentes  ,  x  boules  blanches  , 
avant  d'amener  soit  x'  boules  noires  ,  soit  x*  boules  rouges  ,  soit  etc.  Solution  du 
problème  par  la  méthode  des  combinaisons.  Identité  de  ce  problème  avec  celui 
qui  consiste  à  déterminer  les  sorts  d'un  nombre  n  de  joueurs  dont  les  adresse» 
respectives  sont  connues  ,  lorsqu'il  manque  pour  gagner  la  partie ,  x  coups  au 
premier,  x"  an  second  ,  x*  aa  troisième  ,  etc   n*  7  ,  page  ao5 

Solution  générale  du  problème  précédent ,  par  l'analyse  des  fonctions  génératrices. 
Dans  le  cas  de  deux  joueurs  A  et  B  dont  les  adresses  respectives  sont  égales  , 
l«  problème  est  celui  que  Pascal  proposa  à  Fermât,  et  que  ces  deux  grands 
géomètres  ré»oiui^u*  Tl  retient  à  imaginer  une  urne  qui  renferme  deux  boules  , 
l'une  blanche,  et  l'autrB  noire,  portant  i.\m^m»  1e  n*  1  ;  la  boule  blanche  étant 
pour  la  joueur  A,  la  boule  noire  pour  le  joucm  S.  On  tire  de  l'urne ,  nne 
bonle  que  l'on  y  remet  ensuite ,  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage  ,  et  l'on 
continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  la  somma  des  numéros  sortis ,  favorables  à  l'un 
des  joueur»  ,  atteigne  un  nombre  donné.  Après  an  certain  nombre  de  tirages , 
il  manque  encore  au  joueur  A,  le  nombre  x  ,  et  au  joueur  B  ,  le  nombre  3/. 
Les  deux  joueurs  contiennent  alors  de  se  retirer  du  jeu  ,  en  partageant  l'enjeu 
qu'ils  ont  mis  en  commençant  :  il  s'agit  de  connaître  comment  doit  se  faire  ca 
partage»  Ce  qui  revient  aux  joueurs  ,  doit  être  évidemment  proportionnel  à  leur» 
probabilités  respectives  de  gagner  la  partie.  Généralisation  et  solution  de  ce 
problème  ,  1*  en  supposant  dans  l'urne  ,  une  boule  blanche  favorable  à  A ,  et 
portant  le  n«  1  ,  et  deux  boules  noires  favorables  à  B  ,  et  portant  l'une ,  le  n*  1 , 
et  l'autre,  le  n»a;  chaque  boule  diminuant  de  son  numéro  ,  le  nombre  des 
points  qui  manquent  au  joueur  anqnel  elle  est  favorable  ;  a*  en  supposant  dans 
l'urne,  deux  boules  blanches  portant  les  n"  1  eta,  et  deux  boules  noires,  portant 
les  mêmes  numéros  n*  8,  page  aoj 

Concevant  dans  une  urne ,  r  boules  marquées  du  n*  1  ,  r  boules  marquées  du  n'a, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'au  n'  n  ;  ces  boules  étant  bien  mêlées  dans  l'urne ,  et  tirées 
toutes  successivement ,  on  demande  la  probabilité  qu'il  sortira  au  moins  s  boules 
au  rang  indiqué  par  leur  numéro.  Solution  générale  du  problème ,  et  de  celui  dans 
lequel ,  ayant  *  urnes  renfermant  chacune  le  nombre  n  de  boules  ,  toutes  de  cou- 
leurs différentes ,  et  que  l'on  tire  toutes  successivement  de  chaque  urne ,  eu 
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complétant  le  tirage  d'une  urne,  avant  de  passer  à  une  autre  umc  ;  on  demandé 
la  probabilité  qu'une  ou  plusieurs  boules  de  la  même  couleur  ,  sortiront  au  ruéme 

rang  dans  les  tirages  compléta  des  urnes   Il'  g,  page  âiy 

Deux  joueurs  A  et  B  dont  les  adresses  respectives  sont  y  et  g,  et  dont  le  premier 
a  le  nombre  a  de  jetons  ,  et  le  second  le  nombre  b,  jouent  a  cette  condition  , 
quer  celui  qui  perd  donne  un  jeton  à  .son  adversaire  ,  et  que  la  partie  ne  finisse 
que  lorsque  l'un  des  joueurs  aura  perdu  tous  ses  jetons  ;  on  demande  la 
probabilité  que  /* un  des  joueurs  gagnera  la  partie  avant  ou  au  n"°*  coup. 
Fonction  génératrice  de  cette  probabilité  ,  d'où  l'on  tire  l'expression  générale 
de  la  probabilité.  Expression  de  la  probabilité  que  la  partie  finira  avant  ou 
au  n"""  coup.  Ce  qu'elle  devient,  lorsqu'on  suppose  a  infini.  Valeur  très-appro- 
chée de  la  mémé expression  ,  lorsque  l'on  suppose  de  plus  p  et  q  égaux,  et  lorsque 
b  est  un  nombre  considérable.  Si  b  =  ico,  il  y  a  du  désavantage  à  parier  an 
contre  un  ,  que  A  gagnera  la  partie  dans  23780  coups  ;  mais  i)  y  a  de  l'avantage  à 

parier  qu'il  la  gagnera  dans  a3y8i  coups.   n'  10  ,  page  aa5 

Vn  nombre  n+  »  de  joueurs  jouent  ensemble  aux  conditions  suivantes.  Deuv 
dentre  eux  jouent  d'abord ,  et  celui  qui  perd  se  retire  après  avoir  mis  un  franc 
au  jeu  ,  pour  n'y  rentrer  qu'après  que  tous  les  autres  joueurs  ont  joué;  ce  qui 
a  lieu  généralement  pour  tous  les  joueurs  qui  perdent  ,  et  qui  par  là  dcvic""0"^ 
les  derniers.  Celui  des  deux  premiers  joueurs  qui  a  gnj"'  i         avec  le  troi- 
sième ,  et  s'il  le  gagne,  il  continue  d.>       ■  ^vec  le  quatrième,  et  ainsi  de  sultF, 
jusqu'à  ce  qu'il  perde  ,  ou  jusqu'à  ce  qu'il  ait  gagné  successivemenftous  les 
joueurs.  Dans  ce  dernier  cas ,  la  partie  est finie.  Mais  si  le  joueur  gagnant  au 
premier  coup  ,  est  vaincu  par  l'un  des  autres  joueurs  ;  le  vainqueur  joue  avec 
le  joueur  suivant  ,  et  continue  de  jouer  jusqu'à  re  qu'il  soit  vaincu ,  ou  jusqu'à 
ce  qu'il  ait  gagné  de  suite  tous  les  joueurs.  Lie  jeu  continue  ainsi  jusqu'à  ce 
qu'un  des  joueurs  gagne  de  suite  tous  les  autres ,  ce  quijlnit  la  partie  ;  et 
alors  le  joueur  qui  la   gagne  ,  emporte  tout  ce  qui  a  été  mis  au  jeu.  Cela 
posé,  on  demande,  1°  la  probabilité  que  le  jeu  finira  avant  ou  au  nombre  x 
de  coups  ;  3°  la  probabilité  que  lun  quelconque  des  joueurs  gagnera  la  partie 
dans  ce  nombre  de  coups  ;  3*  son  avantage.  Solution  générale  du  problème. 
Fonctions  génératrices  de  ces  trois  quantités  ,  d'où  l'on  tire  leurs  valeurs.  Ex-  • 
prenions  fort  simples  de  ces  quantités,  longue  x  est  infini,  ou  lorsque  le  jeu 

est  continué  indéfiniment   n'  11  ,  pa^e  a58 

q  étant  ta  probabilité  d'un  événement  simple  à  chaque  coup ,  on  demande  la 
probabilité  de  I  amener  i  fois  de  suite,  dans  le  nombre  x  de  coups.  Solution 
du  problème.  Fonction  génératrice  de  cette  probabilité,  d'où  l'on  tire  l'exprès- 
s'um  de  la  probabilité. 
Deux  joueurs  A  et  B ,  dont  les  adresses  respectives  sont  q  et  1  — -  q ,  jouent  à  cette 
condition ,  que  celui  des  deux  qui  aura  le  premier  vaincu  i  fois  de  suite  son 
adversaire ,  gagnera  la  partie;  on  demande  les  probabilités  respectives  des  joueurs 
pour  gagner  la  partie  ,  avant  ou  au  coup  x.  Solution  du  problème,  au  moyen 
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des  fonctions  génératrices.  Expressions  de  ces  probabilités  dans  le  cas  de  x  infini. 
Sorts  respectifs  des  joueurs  ,  en  supposant  qu'à  chaque  coup  qu'ils  perdent ,  ils 
déposent  un  franc  au  jeu  n'"  ia ,  page  247 

Vnc  urne  étant  supposée  contenir  n-\-i  boules  ,  distinguées  par  les  n"'  o,  1 ,2,3. ...n  ; 
on  en  tire  une  boule  que  fort  remet  dans  fume ,  après  le  tirage  ;  on  demande 
la  probabilité  qu'après  i  tirages  ,  la  somme  des  nombres  amenés  sera  égale  à  s. 
Solution  du  problème,  fondée  sur  un  artifice  singulier  qui  consiste  dans  l'emploi 
d'une  caractéristique  propre  à  faire  connaître  la  diminution  successive  qu'il 
faut  faire  subir  à  la  variable  ,  dans  chaque  terme  du  résultat  final  des  intégra- 
tions successives,  lorsqu'elles  sont  discontinues.  Application  de  la  solution  au 
problème  qui  consiste  à  déterminer  la  probabilité  d'amener  \ui  nombre  donné  , 
en  projetant  i  dés  chacun  ,  d'un  nombre  n  -f-  1  de  faces  ;  et  au  problème  où 
l'on  cherche  la  probabilité  que  la  somme  des  inclinaisons  à  l'écliptique  ,  d'un 
nombre  s  d'orbites,  sera  comprise  dans  des  limites  données,  en  supposant  toutes 
les  inclinaisons  depuis  zéro  jusqu'à  l'angle  droit  ,  également  possibles.  On  fait  voir 
que  l'existence  d'une  cause  commune  qui  a  dirigé  les  mouvemens  de  rotation  et 
de  révolution  des  planètes  et  des  satellites  ,  dans  le  sens  de  la  rotation  du  soleil  , 
est  indiquée  avec  une  probabilité  excessivement  approchante  de  la  certitude,  et 
bien  su^ô^;^.,rf>  à  celle  du  plus  grand  nombre  des  faits  historiques* ,  sur  lesquels  on 
ne  se  permet  aucun  doute.  mAme  solution  appliquée  au  mouvement  et  aux 
orbites  des  cent  comètes  observées  jusqu'à  ce  jour,  prouva  qu»  ri  on  n'ii;dique 
dans  ces  astres  ,  une  cauae  primitive  qui  ait  tendu  à  les  taire  mouvoir  dans  un 
sen-s  plutôt  que  dans  un  autre ,  ou  sous  une  inclinaison  plutôt  que  sous  une  autre  , 
au  plan  de  l'écliptique   11°  i3  ,  page  a55 

Solution  du  problème  e-xposé  au  commencement  du  numéro  précédent ,  dans  le  cas 
ou  le  nombre  des  boules  qui  portent  le  même  numéro  ,  n'est  pas  égal  à  l'unité ,  et 
varie  suivant  une  loi  quelconque   nQ  1^,  page  'jSï 

Application  de  l'artifice  expo<é  dans  le  n°  1  j  ,  à  la  solution  de  ce  problème.  Soient  i 
quantités  variables  dont  la  somme  est  s ,  et  dont  les  lois  de  possibilité  sont  con- 
nues, et  peinent  être  discontinues  ;  on  propose  de  trouver  la  somme  des  produits 
de  chaque  valeur  que  peut  rerevoir  une  fonction  quelconque  de  ces  variables  , 
multipliée  par  la  probabilité  correspondante  à  cette  valeur.  Application  de 
cette  solution  à  la  recherche  de  la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat  d'un 
nombre  quelconque  d'observations  dont  les  lois  de  f  acilité  des  er-enrs ,  sont 
exprimées  par  des  fonctions  rationnelle»  et  entières  de  ces  erreurs ,  sera  comprise 

dans  des  limites  données. 
Application  de  la  même  solution  à  la  recherche  d'une  règle  propre  i  faire  con- 
naître le  résultat  le  pins  probable  des  opinions  émises  par  les  divers  membres 
d'un  tribunal  *,  cette  règle  n'est  point  applicable  aux  choix  des  assemblées  élec- 
torales. Règle  relative  à  ces  choix ,  lorsqu'on  fait  abstraction  des  passions  dés 
électeurs,  et  des  considérations  étrangères  au  mérite,  qui  peuvent  les  déterminer* 
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Ces  diverses  causes  rendent  cette  règle  sujette  à  de  graves  inoonveniens  qui  l'ont 

fait  abandonner. 

Recherche  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  des  observation*,  moyenne  entra 
toutes  celle,  qui  satisfont  aux  conditions  que  les  erreurs  positives  soient  les 
mêmes  que  les  erreurs  négatives  ,  et  que  leur  probabilité  diminue  quand  elles 
augmentent  n*  i5,  page  a6a 

CHAP.  III.  Des  lois  de  la  probabilité ,  qui  résultent  de  la  multi- 
plication indéfinie  des  érénemens  page  975 

p  étant  la  probabilité  de  l 'arrivée  dun  événement  simple  à  chaque  coup,  et  i— p 
celle  de  sa  non-arrivée  ;  déterminer  la  probabilité  que  sur  un  très-grand  nombn 
n  de  coup* ,  le  nombre  de  fois  que  t  événement  aura  Heu ,  sera  compris  dans 
des  limites  données.  Solution  du  problème.  Le  nombre  de  fois  le  plus  pro- 
bable ,  est  np.  Expression  de  la  probabilité  que  ce  nombre  de  fois  sera  compris 
dans  les  limites  np  ±  l.  Les  limites  ±  /restant  les  mêmes  ,  cette  probabilité  aug- 
mente avec  le  nombre  n  de  coups  :  la  probabilité  restant  la  même  ,  le  rapport  de 
l'intervalle  al  des  limites  au  nombre  n ,  se  resserre  quand  n  augmente  ;  et  dans  le 
cas  de  n  infini ,  ce  rapport  devient  nul ,  et  la  probabilité  se  change  en  certitude 
La  solution  du  problème  précédent  sert  encore  a  déterminer  1»  j>»»»i'**»ttlté  que  la 
valeur  de  p  supposée  Inconnue ,  est  co^r-^--  d"uu  °«  limites  données ,  lorsque 
sur  un  trè»-gi«»d  nombre  »  de  coups ,  on  connaît  le  nombre  i  des  événemtna  cor- 

respondans  à  p  qui  sont  arrivés  :  p  est  alors  i  très-peu  pris  -  ;  et  généralement , 

lorsque  dans  un  coup  ,  il  doit  arriver  l'un  quelconque  de  plusieurs  événement 
simples  ,  les  probabilités  respectives  de  ces  événemens  sont  i  très-peu  prés 
proportionnelles  au  nombre  de  fois  qu'ils  arriveront  dans  un  très-grand  nombre 
n  de  coups.  P  étant  la  probabilité  de  l'arrivée  d'un  événement  composé  de  deux 
événemens  simples  dont  p  et  »  —  p  sont  les  possibilités  respectives ,  «t  1  —  P 
étant  la  probabilité  de  la  non-arrivée  de  cet  événement  composé;  si  sur  un  très- 
grand  nombre  n  d'arrivées  et  de  non-arrivées  du  même  événement,  on  connaît 
le  nombre  i  de  ses  arrivées  ;  on  a  la  probabilité  que  la  valeur  de  P  sera  com- 
prise dans  des  limites  données  ;  et  comme  P  est  une  fonction  connue  de  p ,  on 
en  conclut  la  probabilité  que  la  valeur  de  p  sera  comprise  dans  des  limites 

données   n»  iÇ ,  page  «75 

, 

Une  urne  A  renfermant  un  très-grand  nombre  n  de  boules  blanches  et  noires  ; 
à  chaque  tirage ,  on  en  extrait  une  que  ton  remplace  par  une  boule  noire  ; 
on  demande  la  probabilité  qu'après  r  tirages ,  le  nombre  des  boules  blanches 
sera  x. 

La  solution  du  problème  dépend  d'une  équation  linéaire  aux  différences  finies  par' 
tielles  du  premier  ordre,  a  coefficien»  variables.  Réduction  de  cette  équation  à 
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une  équation  aux  différences  partielle*  infiniment  petites.  Intégration  de  cette 
dernière  équation.  Application  de  la  solution  ,  au  cas  où  l'urne  est  remplie  pri- 
mitivement ,  de  cette  .manière  :  on  projette  un  prisme  droit  dont  la  base  étant  un 
polygone  régulier  de  p  -f-  q  côtés  ,  est  assez  étroite  pour  que  le  prisme  ne  re- 
tombe jamais  sur  elle  :  sur  les  p  -f*  q  faces  latérales  ,  p  sont  blanches,  et  q  sont 
noires ,  et  l'on  met  dans  l'urne  A  ,  à  chaque  projection ,  une  boule  de  la  couleur 
de  la  face  sur  laquelle  le  prisme  retombe. 

Deux  urnes  A  et  B  renferment  chacune  un  très-grand  nombre  n  de  boules  blanches 
et  noires ,  le  nombre  des  blanches  étant  égal  à  celui  des  noires,  dans  la  totalité 
an  des  boules;  on  tire  en  même  tenu  une  boule  de  chaque  urne ,  et  ton  remet  dans 
une  urne  la  boule  extraite  de  loutre.  En  répétant  un  nombre  quelconque  r  de 
fois  cette  opération ,  on  demanda  la  probabilité  qu'il  y  aura  x  boules  blanches 
dans  turne  A. 

Le  problème  dépend  d'une  équation  linéaire  aux  différences  finies  partielles  du 
second  ordre  ,  à  coefficiens  variables.  Réduction  de  cette  équation  ,  à  une  équa- 
tion aux  différences  partielles  infiniment  petites  du  second  ordre.  Intégration 
de  cette  dernière  équation ,  au  moyen  d'une  intégrale  définie.  Développement 
tic,  wtç  intégrale,  en  série».  Détermination  des  constantes  de  la  série,  au 
moyen  de  sa  valtur  h.uui.  Théorèmes  analytiques  relatifs  à  cet  objet.  Appli- 
cad»n  de  la  solution    au  cas  ou  Turne  y-u^riyenient  remplie  .  comme 

dans  le  problème  précèdent.  Valeur  moyenne  des  boule,  blanches  de  cliaque 
urne,  après  r  tirage».  Expression  générale  de  cette  valeur,  dans  le  cas  où  Ion 
a  un  nombre  e  d'urnes  disposées  circulainment  ,  et  renfermant  chacune  urî 
grand  nombre  n  de  boules  ,  les  unes  blanches  et  les  autres  noires  ;  chaqne  tira  <•» 
consistant  à  extraire  en  même  tems  ,  une  boule  de  chaque  urne ,  et  à  la 
remettre  dans  la  suivante,  en  partant  de  l'une  d'elles,  dans  un  sens  déter- 

'W   »'  '7,  P'fic  **4 

CHAP.  IV.  De  la  probabilité  des  erreurs  des  résultats  moyens 
d'un  grand  nombre  d'observations ,  et  des  résultats  moyens  les 
plus  avantagent  pagc  5^ 

Déterminer  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  d'un  grand  nombre  d'observa- 
tions, sera  comprise  dans  des  limites  données  ,  en  supposant  que  la  loi  de  possi- 
bilité des  erreurs  est  connue ,  et  la  même  pour  chaque  observation ,  et  que  les 
erreurs  négatives  sont  aussi  possibles  que  les  erreurs  positives  correspondantes. 
Expression  générale  de  cette  probabilité   n*  i%  ,  page  3o4 

Déterminer  dans  les  suppositions  précédentes ,  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  d" un  grand  nombre  d'observations ,  ou  la  somme  de  leurs  carrés  ,  de 
leurs  cubes,  etc.,  sera  comprise  dans  des  limites  données ,  abstraction  faite 
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du  signe.  Expression  générale  de  cette  probabilité ,  et  de  la  somme  la  plus 
probable  n»  ig  ,  page  309 

L'n  élément  étant  connu  à  fort  peu  près ,  déterminer  sa  correction'par  l'ensemble 
d  un  grand  nombre  d'observations.  Formation  des  équation*  de  condition.  En 
les  disposant  de  manière  que  dans  chacune  d'«l)cj  ,  le  coefficient  dp  la  cor- 
rection de  l'élément  ait  le  même  signe  ,  et  les  ajoutant  ,  on  forme  une  équation 
finale  qui  donne  une  correction  moyenne.  Expression  de  la  probabilité  que 
l'erreur  de  cette  correction  moyenne  est  comprime  dans  des  limites  donnée».  I.a 
manière  la  plus  générale  de  former  l'équation  finale,  est  de  multiplier  chaque 
équation  de  condition  ,  par  un  facteur  indéterminé  ,  et  d'ajouter  toi»  ces  pro- 
duits. Expression  de  la  probabilité  que  l'erreur  de  la  correction  donnée  par 
cette  équation  Gnale ,  est  comprise  dans  des  limites  données.  Expression  de 
l'erreur  moyenne  que  l'on  peut  craindre  en  plus  ou  en  moins.  Détermination, 
du  s\stème  de  facteurs,  qui  rend  cette  erreur  un  minimum.  On  est  conduit 
alors  au  résultat  que  donne  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  de» 
observation* .  Erreur  moyenne  de  ann  résultat.  Son  expression  dépend  de  la 
loi  de  facilité  des  erreurs  des  observations.  Moyen  de  l'en  rendre  indépen- 
dant  n°  ao,  paçe  5>'» 

Corriger  par  [ensemble  d'un  grand  nombre  d'observations  '"'"~'":"rs  ?li"u'ns 
déjà  connus  à  fort  peu  près.  Formation  'V*'"  ~**"a"oaa  de  condition^Kn  les  mul. 
tipllant  clmvutic  y+r  un  facteur  indéterminé  ,  et  ajoutant  les  produits,  011  forme 
une  première  équation  finale  :  un  second  système  de  facteurs,  donne  une  seconde 
équation  finale  ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  autant  d'équation» 
finales,  qu'il  y  a  d'élément  à  corriger.  Expression  des  erreurs  moyennes  que 
l'on  peut  craindre  sur  chaque  élément  corrigé  par  ces  équations  finales.  Déter- 
mination des  systèmes  de  facteurs ,  par  la  condition  que  ce»  erreurs  moyennes 
soient  des  rtunima.  On  retombe  dans  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs 
des  observations  ;  d'où  il  suit  que  cette  méthode  est  celle  que  le  calcul  des  pro-» 
habilités  indique  comme  étant  la  plus  avantageuse.  Expression  des  erreurs  moyennes 
qu'elle  laisse  encore  à  craindre  en  plm  on  en  moins  ,  sur  chaque  élément.  Ces 
expressions  sont  indépendantes  de  la  loi  de  facilité  dis  erreurs  de  chaque  oh*er^~ 
vation  ,  et  ne  renferment  que  des  données  des  observai  ions.  .Moyen  simple  de 
comparer  entre  elles  ,  du  côté  de  la  précision,  diverses  tables  astronomiques  d'un 
même  astre   "°     '  ,  page  5  'a 

Examen  du  cas  où  la  possibilité  des  erreurs  négatives,  n'est  pas  la  même  que  celle 
des  erreurs  positives.  Résultat  moyen  vers  lequel  converge  la  somme  des  produits 
des  erreurs  d'un  grand  nombre  d'observations ,  par  des  facteurs  quelconques  ; 
probabilité  de  cette  convergence   nu  an  ,  page  3flg 

Examen  du  cas  où  l'on  considère  les  observations  déjà  faites.  Alors  l'erreur  de  la 
première  ,  donne  les  erreurs  de  toutes  le»  autres.  La  prohabilité  de  cette  erreur , 
prise  à  posteriori ,  ou  d'après  les  observation»  déjà  faites  ,  est  le  produit  de* 
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probabilités  respectives ,  à  priori ,  des  erreurs  de  chaque  observa*5on.  En  conce- 
vant donc  une  courbe  dont  l'abscisse  soit  l'erreur  de  la  première  observation  , 
et  dont  ce  produit  soit  l'ordonnée  ;  cette  courbe  sera  celle  des  probabilité* ,  à 
posteriori,  des  erreurs  de  la  première  observation.  L'erreur  qu'il  faut  lui  supposer 
est  l'abscisse  correspondante  à  l'ordonnée  qui  divise  l'aire  de  la  courbe ,  en  deux 
parties  égalas.  La  valeur  de  cette  abscisse  dépend  de  la  loi  inconnue  des  probabi- 
lités, à  priori,  des  erreurs  des  observations  ;  et  dans  cette  ignorance  ,  il  convient 
de  s'en  tenir  au  résultat  le  plus  avantageux  ,  déterminé  ,  à  priori,  par  les  articles 
précédens.  Recherche  de  la  loi  des  probabilités  ,  à  priori ,  des  erreurs,  qui  donne 
constamment  la  somme  des  erreurs  ,  nulle  pour  le  résultat  qu'il  faut  choisir 
à  posteriori.  Cette  loi  donne  généralement  la  règle  du  minimum  des  carrés  des 
erreurs  des  observations.  Cette  dernière  règle  devient  nécessaire ,  lorsque  l'on 
doit  choisir  un  résultat  moyen  entre  plusieurs  résultats  donnés  chacun  ,  par  un 

grand  nombre  d'observations  de  divers  genres   n°  a3 ,  page  333 

Recherche  du  système  de  corrections  de  plusieurs  élémens  ,  par  un  grand  nombre 
d'observations  ,  qui  rend  un  minimum ,  abstraction  faite  du  signe ,  la  plus 
grande  des  erreurs  qu'il  leur  suppose.  Ce  système  est  celui  qui  rend  un  minimum , 
la  somme  des  puissances  semblables ,  très-élefrées  et  paires ,  de  chaque  erreur.  11 
«liflere  peu  du  système  donné  par  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  des 
observations.  n<*u.  historique  sur  les  méthodes  de  correction  des  élémens ,  par 
les  observations    n°  &4  ,  p^ge  343 

CHAP.  V.  Application  du  Calcul  des  Probabilités,  à  la  recherche 
des  phénomènes  et  de  leurs  causes  4.*page  34g 

On  peut  par  l'analyse  des  chapitres  précédens  ,  appliquée  à  un  grand  nombre 
d'observations ,  déterminer  la  probabilité  de  l'existence  des  phénomènes  dont 
l'étendue  est  assez  petite  pour  être  comprise  dans  les  limites  des  erreurs  de 
chaque  observation.  Formules  qui  expriment  que  les  probabilités  de  l'existence 
du  phénomène  et  de  son  étendue  ,  sont  comprises  dans  des  limites  données. 
Application  à  la  variation  diurne  du  baromètre ,  et  à  la  rotation  de  la  terre  , 
déduite  des  expériences  sur  la  chûte  des  corps.  La  même  analyse  est  applicable 
aux  questions  les  plus  délicates  de  l'astronomie ,  de  l'économie  politique ,  de  la 
médecine ,  etc. ,  et  à  la  solution  des  problèmes  sur  les  hasards ,  trop  compliqués , 
pour  être  résolus  directement  par  l'analyse.  Un  plancher  étant  divisé  en  petits 
carreaux  rectangles ,  par  des  lignes  parallèles  et  perpendiculaires  entre  elfes  ; 
déterminer  la  probabilité  qu'en  projetant  au  hasard ,  une  aiguille ,  elle  retombera 
sur  un  joint  de  ce f carreaux  n°  fl5,  page  34g 

CHAP.  VI.  De  la  probabilité  des  causes  et  des  événemens  futurs , 
tirée  des  événemens  observés  page  563 

Un  événement  observé  étant  composé  d événemens  simples  du  même  genre ,  et  dont 

64 
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la  poisibilité  est  inconnue  ;  déterminer  la  probabilité  que  cette  possibilité  est 
comprise  dans  des  limites  données.  Expression  de  cette  probabilité.  Formule 
pour  la  déterminer  par  une  série  très-convergente,  lorsque  l'événement  observé  est 
composé  d'un  grand  nombre  de  ces  évéoemens  simple*.  Extension  de  cette  for- 
joule  ,  au  cas  où  l'événement  observé  est  composé  de  plusieurs  genres  différena 

d'événemens  simples   n°  «6,  page  363 

Application  de  ces  formules  aux  problèmes  suivans.  Deux  joueurs  A  et  B  jouent 
ensemble  à  cette  condition  ,  que  celui  qui  sur  trois  coups  en  aura  gagné  deux , 
gagnera  la  partie ,  le  troisième  coup  n'étant  pas  joué  comme  inutile ,  si  le  même 
joueur  gagne  les  deux  premiers  coups.  Sur  un  grand  nombre  n  de  parties  gagnées, 
A  en  a  gagné  le  nombre  i  ;  on  demande  la  probabilité  que  son  adresse,  respec~ 
ùvement  au  joueur  B ,  est  comprise  dans  des  limites  données. 

On  demande  la  probabilité  que  le  nombre  des  coups  joués  est  compris  dans  des 
limites  déterminées.  Enfin  ,  ce  dernier  nombre  étant  supposé  connu  ,  ondemanda 
la  probabilité  que  le  nombre  des  parties  est  compris  dans  des  limites  données. 

Solutions  de  ces  divers  problèmes»...   n°  17,  page  36a 

Application  des  formules  du  n°  96 ,  aux  naissances  observées  dans  les  principaux 
lieux  de  l'Europe.  Partout  le  nombre  des  naissances  des  garçons  est  4 
celui  des  naissances  des  filles.  Déterminer  la  vrohnh-t^.-  HaU  existe  une  cause 
constante  de  cette  supéri»ritJ,  u^pres  tes  naissances  observées  dans  un  lieu 
donné.  Solution  du  problème.  Cette  probabilité  pour  Paris,  diffère  excessivement 

peu  de  laaccrtitude  n*  a8,  page  377 

a5 

A  Paris  ,  le  rapport  des  baptêmes  des  garçons  à  ceux  des  filles  ,  est  ^ ,  tandis  qu'à 

Londres ,  ce  rapport  est        Déterminer  la  probabilité  qu'il  existe  une  cause 

constante  de  cette  différence.  Solution  du  problème.  Cette  probabilité  est  très- 
grande.  Conjecture  vraisemblable  sur  cette  cause   n"  sg,  page  38 1 

Recherche  de  la  probabilité  des  résultats  fondés  sur  les  tables  de  mortalité  ou  d'assu- 
rance ,  construites  suf  un  grand  nombre  d'observations. 

Supposant  que  sur  un  grand  nombre  p  d'individus  de  tàge  A ,  on  ait  observé 
qu'il  en  existe  q  à  loge  A  -f-a,  r  à  tàge  A-f-a-f-a',  etc.,  déterminer  la 
probabilité  que  sur  un  grand  nombre  p'  d'individus  du  même  âge  A,  il  en  existera 

—  ±:  z  à  Page  A  -4- a  ,  ^1  ±.r!  à  Fâge  A-f-a',  etc.  Solution  du  problème.  II 
P  P 

en  résulte  qu'en  augmentant  le  nombre  p ,  on  approche  tans  cesse  de  la  vraie 
loi  de  mortalité ,  avec  laquelle  les  résultats  des  observations  coïncideraient ,  si 

p  était  infini  *     n*  3o ,  page  384 

Evaluer  au  moyen  des  naissances  annuelles  ,  la  population,  d'un  vaste  empire. 
Solution  du  problème.  Application  à  la  France.  Probabilité  que  l'erreur  de  cette 
évaluation  sera  comprise  oans  des  limites  données  n°  3i ,  page  3o  1 
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Expression  de  la  probabilité  d'un  événement  futur ,  tirée  d'un  événement  observé. 
Lorsque  l'événement  futur  est  composé  d'un  nombre  d'événemens  simples  ,  beau» 
coup  pins  petit  que  celui  des  événemens  simples  qui  entrent  dans  l'événement 
observé  ;  on  peut  sans  erreur  sensible ,  déterminer  la  possibilité  de  l'événement 
futur  ,  en  supposant  à  chaque  événement  simple ,  la  possibilité  qui  rend  l'événe- . 
ulM«rv{ ,  le  plus  probable  nd  3a ,  page  3g4 


Depuis  r époque  oit  f  on  a  distingué  à  Paris ,  sur  les  registres ,  les  naissances  de 
chaque  sexe,  on  à  observé  que  le  nombre  des  naissances  masculines  t emporte  sur 
celui  des  naissances  féminines  ;  déterminer  la  probabilité  que  cette  supériorité 
annuelle  se  maintiendra  dans  un  intervalle  de  tems  donné ,  par  exemple ,  dans 
d'un  siècle  n°  53,  page  397 


CHAP.  VII.  De  l'influence  des  inégalités  inconnues  qui  peuvent 
exister  entre  des  chauces  que  l'on  suppose  parfaitement  égales  , 
  page  4oa 


des  cas  dans  lesquels  cette  influence  est  favorable  on  contraire.  Elle 
est. contraire  à  celui  qui,  au  jeu  de  croix  et  pile,  parie  d'amener  croix  un 
nombre  împww  ^Vfo^,  A  dans  un  nombre  pair  de  coups.  Moyen  de  corriger  cette 

 n*  34,  page  4oa 

CHAP.  VIII.  Des  durées  moyennes  de  la  vie ,  des  mariages  et  des 
associations  quelconques  page  4o8 

Expression  de  la  probabilité  que  la  durée  moyenne  de  la  vie  d'un  grand  nombre 
n  d'enfans  ,  sera  comprise  dans  ces  limites ,  vraie  durée  moyenne  de  la  vie , 
plus  ou  moins  une  quantité  donnée  très-petite.  Il  en  résulte  que  cette  pro- 
babilité croît  sans  cesse  à  mesure  que  le  nombre  des  enfans  augmente ,  et 
que  dans  le  cas  d'un  nombre  infini ,  cette  probabilité  se  confond  avec  la  certi- 
tude, l'intervalle  des  limites  devenant  infiniment  petit  ou  nul.  Expression  de 
l'erreur  moyenne  que  l'on  peut  craindre  en  prenant  pour  durée  moyenne  de 
la  vie,  celle  d'un  grand  nombre  d'enfans.  Règle  pour  conclure  des  tables  de 
mortalité ,  la  durée  moyenne  de  ce  qui  reste  à  vivre  ,  à  une  personne  d'un  âge 
donné   n*  35 ,  page  408 

Expression  de  la  durée  moyenne  de  la  vie,  si  l'une  des  causes  de  mortalité  vient  i 
s'éteindre.  Expression  particulière  au  cas  où  l'on  parvient  à  détruire  une  maladie 
qu'on  ne  peut  contracter  qu'une  fois,  dans  la  vie.  L'extinction  de  la  petite  vérole, 
au  moyen  de  la  vaccine ,  accroîtrait  de  plus  de  trois  années,  la  durée  moyenne  de 
la  vie ,  si  l'accroissement  de  population  qui  en  résulterait,  n'était  point  arrêté  par 
le  défaut  de  subsistances  n°  36,  page  41* 

De  la  durée  moyenne  des  mariages.  Expression  de  leur  durée  moyenne  la  plus 
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probable  ,  et  de  la  probabilité  que  l'erreur  de  cette  expression  est  comprise  dans 
des  limites  données.  De  la  durée  moyenne  des  associations  formées  d'un  nombre 
quelconque  d'individus   n»  37,  page  41S 

CHAP.  IX.  Des  bénéfices  dépendans  de  la  probabilité  des  événe- 
mens  futurs  page  419 

Si  l'on  attend  un  nombre  quelconque  d'événement  simples  dont  les  probabilités 
soient  connues ,  et  dont  F  arrivée  procure  un  avantage,  leur  non-arrivée  causant 
une  perte  ;  déterminer  le  bénéfice  mathématique  résultant  de  leur  attente. 
Expression  de  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel  sera  compris  dans  des  limites 
données ,  quand  le  nombre  des  événemens  attendus  est  très-grand.  Quelque  peu 
d'avantage  que  produise  chaque  événement  attendu;  le  bénéfice  devient  infiniment 
grand  et  certain,  quand  le  nombre  des  événemens  est  supposé  infini.  n°  38 ,  p  4'9 

Si  les  diverses  chances  d'un  événement  attendu ,  produisent  des  avantages  et  des 
pertes  dont  les  probabilités  respectives  soient  données;  déterminer  le  bénéfice  ma~ 
thématique  résultant  de  f  attente  d'un  nombre  quelconque  d  événemens  semblables. 
Expression  de  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel  sera  compris  dans  des  limites 
données ,  lorsque  ce  nombre  est  très-grand  n*  3o ,  page  4*3 

Des  bénéfices  des  établissemens  fondés  sur  les  probabilités  de  la  vie.  p-rr>«—~i«n  du 
capital  qu'il  faut  donner  pour  constituer  une  rentf  wï-e^*'  sOT  nne  ou  plusieurs 
tête*.  Fxpwsion  de  la  ivtii.  -r-'-»  'namclu  doit  donner  à  un  établissement ,  pour 
assurer  à  ses  héritiers  un  capital  payable  à  sa  mort.  Expression  de  la  probabilité 
que  le  bénéfice  réel  de  l'établissement  sera  compris  dans  des  limites  données,  en 
supposant  qu'un  grand  nombre  d'individus ,  en  constituant  chacun  nne  rente  sur 
sa  tête,  versent  chacun  une  somme  déterminée  dans  la  caisse  de  l'établissement, 
pour  subvenir  à  ses  frais  n°  40,  page  4a6 

CHAP.  X.  De  l'espérance  morale   page  43a 

Expression  de  la  fortune  morale,  en  partant  de  ce  principe  ,  que  le  bien  moral 
procuré  à  un  individu  ,  par  une  somme  infiniment  petite ,  est  proportionnel  à 
cette  somme  divisée  par  la  fortune  physique  de  cet  individu.  Expression  de  la 
fortune  morale  résultante  de  l'expectative  d'un  nombre  quelconque  d'événe- 
iuens  qui  procurent  des  bénéGces  dont  les  probabilités  respectives  sont  connues. 
Expression  de  fortune  physique  correspondante  à  cette  fortune  morale.  L'accrois- 
sement de  cette  fortune  physique,  résultant  des  événemens  attendus  ,  est  ce  que 
je  nomme  avantage  moral  relatif  à  ces  événemens.  Conséquences  qui  résultent 
de  ces  expressions.  Le  jeu  mathématiquement  le  plus  égal ,  est  toujours  désa- 
vantageux. Il  vaut  mieux  exposer  sa  fortune  par  parties  ,  à  des  dangers  indé- 
peudans  les  un»  des  autres  ,  que  de  l'exposer  toute  entière  au  même  danger. 
En  divisant  ainsi  sa  fortune ,  l'avantage  moral  se  rapproche  «ans  cesse  de  l'avan- 
tage mathématique,  et  finit  par  coïncider  avec  lui,  lorsque  la  division  est 
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supposée  infinie.  L'avantage  moral  pent  être  augmenté  au  moyen  des  caisses 
d'assurance  ,  en  même  tenu  que  ces  causes  produisent  aux  assureurs  un  bénéfice 
certain   n°  41  ,  page  43a 

Explication ,  au  moyen  de  la  théorie  précédente ,  d'un  paradoxe  que  présente  le 
calcul  des  probabilités  n°  42  ,  page  439 

tompaifai«on  de  l'avantage  moral  du  placement  d'un  même  capital ,  sur  une 
tête ,  avec  celui  du  placement  sur  deux  têtes.  On  peut  à  la  fois ,  par  de 
semblables  placemens,  accroître  son  propre  avantage,  et  assurer  dans  l'avenir 
le  sort  des  personnes  qui  nous  intéressent  n°  43  ,  page  44a 

CHAP.  XI.  De  la  probabilité  des  témoiguages   page  446 

On  a  extrait  un  numéro  d'une  urne  qui  en  renferme  le  nombre  n  ;  un  témoin  de 
ce  tirage,  dont  la  véracité  et  la  probabilité  qu'il  ne  se  méprend  point ,  sont 
supposées  connues ,  annonce  la  sortie  du  n*  i  ;  on  demande  la  probabilité  de 
cette  sortie   n*  44,  page  446 

On  a  extrait  une  boule  d'une  urne  qui  contient  n  —  1  boules  noires ,  et  une 
boule  blanche.  Un  témoin  du  tirage  annonce  que  la  boule  extraite  a/r  blanche  ; 
on  demande  la  probabilité  de  cette  sortie.  Si  le  nombre  n  est  très-grand ,  ce  qui 
extraordinaire  la  sortie  de  la  boule  blanche ,  la  probabilité  de  l'erreur  ou 
du  mensonge  il».  tAm0in  f  devient  fort  approchante  de  la  certitude  ;  ce  qui 
montre  comment  les  faits  extra™*.™,  affaiblissent  la  croyance  due  aux 
témoignages  n.  ^  ^  page  ^. 

L'urne  A  contient  n  boules  blanches;  lurne  B  contient  le  même  nombre  de  boules 
noires  .  on  a  extrait  une  boule  de  l'une  de  ces  urnes ,  et  on  Fa  mise  dans  l'autre 
urne  dont  on  a  ensuite  extrait  une  boule.  Un  témoin  du  premier  tirage  annonce 
qu'il  a  vu  sortir  une  boule  blanche.  Un  témoin  du  second  tirage  annonce  qu'il  a 
vu  pareillement  extraire  une  boule  blanche.  On  demande  la  probabilité  de  cette 
double  sortie.  Pour  que  cette  double  sortie  ait  lieu ,  il  faut  qu'une  boule  blanche 
extraite  de  l'urne  A  au  premier  tirage ,  mise  ensuite  dans  l'urne  B  ,  en  ait  été  ex- 
traite au  second  tirage  ;  ce  qui  est  un  événement  fort  extraordinaire ,  lorsque 
le  nombre  n  de  boules  noires  avec  lesquelles  on  l'a  mêlée  ,  est  très-considérable. 
La  probabilité  de  cet  événement  devient  alors  très-petite  ;  d'où  il  suit  que  là 
probabilité  du  fait ,  résultante  de  l'ensemble  de  plusieurs  témoignages ,  décroît 
à  mesure  que  ce  fait  devient  plus  extraordinaire  n°  46  ,  page  45i 

Deux  témoins  attestent  la  sortie  dun'i,  d'une  urne  qui  en  renferme  le  nombre  n  , 
et  dont  on  n'a  extrait  qu'un  numéro.  On  demande  la  probabilité  de  cette  sortie. 

Un  des  témoins  atteste  la  sortie  dun'i,  et  f  autre  atteste  la  sortie  du  n'  i";  déter- 
miner la  probabUité  de  la  sortie  dun'  i   n»  47 ,  page  453 

Une  ou  plusieurs  chaînes  traditionnelles  de  r  témoins  transmettent  la  sortie  du  n*  i , 
d'une  urne  qui  en  contient  le  nombre  n;  déterminer  la  probabUité  de  cetUs 
sortie.....  n.  va  page  456 
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On  connaît  les  véracité*  respectives  de  deux  témoins ,  dont  an  an  moins ,  et  peut-être 
tous  deux,  attestent  la  sortie  du  fl*  i,  d'une  urne  qui  en  contient  le  nombre  n ; 
déterminer  la  probabilité  de  cette  sortie   °°  4.9.  P*ge  458 

Les  jugemeos  des  tribunaux  peuvent  être  assimilés  aux  témoignages.  Déterminer  la 
probabilité  de  la  bonté  de  ces'jugemens.   n"  5»,  page  45o 

ADDITION  I.  On  déduit  de  l'analyse  du  n»  34  du  p«mi«-  livre,  l'—prwaton  du 
rapport  de  la  circonférence  au  rayon ,  donnée  par  Watlis ,  en  produits  infinis. 
Analyse  de  la  méthode  remarquable  par  laquelle  ce  grand  géomètre  y  est  par- 
venu ,  méthode  qui  contient  les  germes  des  théories  des  interpolations  et  des 
intégrales  définies   page  45a 

II.  Démonstration  directe  de  l'expression  de  A"  .s*,  trouvée  dans  le  n°  4o  du  premier 
livre ,  par  les  passages  dn  positif  au  négatif  et  du  réel  à  l'imaginaire...  page  470 

III.  Démonstration  de  la  formule  (/>)  du  n°  4%  du  premier  livre  ,  ou  de  l'ex- 
pression des  différences  finies  des  puissances,  lorsque  l'on  arrête  cette  expression 
au  terme  ou  la  quantité  élevée  à  la  puissance,  devient  négative. . . .  page  476 
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